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摘要:针对线性自抗扰控制系统,研究了模型参数不确定情况下的鲁棒稳定性问题.首先给出对象为非自治模型
时该系统的H∞判据. 然后针对线性误差模型的状态矩阵只在某一行存在不确定参数的情况,基于奇异值理论,得
到H∞判据的一种新的等价描述,把H∞范数约束转化为对奈奎斯特图的约束. 之后为了降低新判据在实际应用中
的保守性,对不确定性矩阵的分解方式进行优化. 在此基础之上提出了一种新的方法,用于计算时变参数不确定性
的最大边界,为线性自抗扰控制器设计提供理论依据. 数值实例表明该方法不仅保守性小,而且计算简单.
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On robust stability of linear active disturbance rejection control system
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Abstract: In this paper, the robust stability problem is studied for the linear active disturbance rejection control (LADR-
C) system in the presence of parameter uncertainties. Firstly, the H-infinity criterion is presented for the LADRC system
with a non-autonomous plant. Secondly, for the case that the uncertain parameters are in the same line of the state matrix
of the linear error model, a novel equivalent description of the H-infinity criterion is derived from the singular value theory.
With the equivalent description, the H-infinity norm constraint is transformed to the constraint on the Nyquist diagram.
Thirdly, the uncertainty matrix decomposition is carried out with optimization to reduce the conservatism of the new cri-
terion in practical application. Based on the above work, a new approach is proposed to compute the maximal bound of
time-varying parameter uncertainties and supply some theoretical basis for the design of the linear active disturbance re-
jection controller. Numerical examples show that the proposed approach is not only less conservative, but also simpler to
calculate.
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1 引引引言言言(Introduction)
自抗扰控制 (active disturbance rejection control,

ADRC)[1]是由中科院数学与系统科学研究院韩京清

研究员提出的一种不依赖系统模型的新型控制技术,
它通过扩张状态观测器(extended state observer, ESO)
实时估计并补偿系统外部扰动与内部扰动的总和,把
存在外部扰动输入、模型不确定性和非线性的被控对

象还原为标准的积分串联型. 文献[2]对ADRC的独特
理念进行了详细阐述. 一般而言, ADRC由跟踪微分
器 (tracking differentiator, TD)、ESO、非线性反馈组
成. 文献[3]提出了基于线性扩张状态观测器 (linear
extended state observer, LESO)的线性自抗扰控制 (li-
near active disturbance rejection control, LADRC), 推

动了这种控制技术在实际工程中的应用[4].

目前ADRC技术已经成功应用于飞行控制、机电
控制、化工过程等诸多领域,然而其稳定性与鲁棒性
的理论发展较为缓慢,相关研究大致可以划分为:频
域方法研究与时域方法研究, LADRC研究与非线性
自抗扰控制(nonlinear active disturbance rejection con-
trol, NADRC)研究,单输入单输出(single-input single-
output, SISO)系统研究与多输入多输出 (multi-input
multi-output, MIMO)系统研究.采用频域分析方法,
文献[5]研究了LADRC抑制模型参数不确定性的能
力,指出随着控制带宽与ESO带宽增加, LADRC鲁棒
稳定性显著提高;文献[6]研究了LADRC抑制模型乘
性、反馈、加性不确定性的能力,指出抑制能力与ESO
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带宽成正比;文献[7]基于描述函数研究了NADRC系
统的稳定性、动态刚度性能(反映抵抗外部扰动输入
的能力)、跟踪性能,指出NADRC在动态刚度性能、跟
踪性能方面明显优于LADRC,但稳定裕度却不及后
者. 在时域分析方面,文献[8]研究了LADRC应对未
知相对阶、未知外部扰动输入的能力,揭示了固定参
数的自抗扰控制器能够适用于阶数、相对阶、模型参

数不同的一大类对象的原因;文献[9]为一类下三角
MIMO非线性对象设计了LADRC,研究了存在未知
模型动态与外部扰动输入情况下闭环系统的稳定性,
指出通过调整ESO带宽,可以实现输出动态与期望动
态之间的误差足够小这一目标;文献[10–12]分别严格
证明了TD, ESO以及NADRC的收敛性.

目前NADRC的研究还未成熟,在实际工程中应用
更为广泛的是LADRC.关于LADRC稳定性的研究主
要集中于时不变系统,而某些情况下模型参数时变不
确定性非常严重(例如高超声速飞行器[13]),因此有必
要研究LADRC抵抗时变扰动的能力. 本文针对由线
性自抗扰控制器与非自治对象组成的闭环系统,首先
基于时变区间系统稳定性理论,得到确保闭环系统鲁
棒稳定的一个判据,然后针对闭环状态矩阵只在某一
行存在不确定性的情况,得到该判据的一种简单等效
形式,之后为了降低分析结果的保守性,提出对不确
定性矩阵的分解方式进行优化,在上述基础之上,提
出一种方法,用于分析闭环系统容忍的模型参数时变
不确定性范围,为LESO结构形式选取以及控制参数
设计提供依据.

本文用 ¯(∗)表示参考状态(参考轨迹对应的状态
量)下(∗)的数值, ˜(∗)表示标称模型参数下(∗)的数值,
¯̄(∗)表示标称模型参数 ˜(∗)的平均值, ∆(∗)表示真实值
(∗)与参考状态数值 ¯(∗)的偏差, ∆ ˆ(∗)表示对∆(∗)的估
计值, f(∗)表示f对(∗)的偏导数,为了显示简洁,用自
变量(t)代替(t, x̄, ū),即

∆(∗) = (∗)− ¯(∗),
f(t) = f(t, x̄, ū),

f̃(t) = f̃(t, x̄, ū),

f(∗)(t) = f(∗)(t, x̄, ū) =
∂f

∂(∗)

∣∣∣∣
t,x=x̄,u=ū

,

f̃(∗)(t) = f̃(∗)(t, x̄, ū) =
∂f̃

∂(∗)

∣∣∣∣∣
t,x=x̄,u=ū

,

¯̄f (∗)(t) = [max(f̃(∗)(t)) + min(f̃(∗)(t))]/2.

参考状态下所有变量及其各阶导数的数值、标称

模型参数等均为已知量.

2 线线线性性性自自自抗抗抗扰扰扰控控控制制制(LADRC)
考虑如下非自治系统:

{
ẋ = A0x+B0 [f(t, x, u) + h(t, d)] ,

y = C0x,
(1)

其中:

A0=


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

∈Rn×n, B0=


0

0
...
0

1

∈Rn,

C0 = [1 0 0 · · · 0] ∈ R1×n,

其中: x = [x1 · · · xn]
T ∈ Rn为状态变量, u ∈ R为

控制输入, d ∈ Rv为有界外部扰动输入, y∈R为输出,
f : [0,∞)× Rn × R → R, h : [0,∞)× Rv → R. 在
参考状态的一个邻域内对系统(1)做如下假设:

假假假设设设 1 函数f , h足够光滑,即: 下文中f关于t,
x, u以及h关于t, d的各阶相关偏导数都存在且连续;

假假假设设设 2 f关于x, u利普希茨, h关于d利普希茨,

雅格比矩阵[
∂f

∂x
], [

∂f

∂u
], [

∂h

∂d
]一致有界,且是一致利

普希茨的;

假假假设设设 3 fu(t)不为零,且不变号;

假假假设设设 4 d̄ = 0, h̃(t, d̄) = 0.

LADRC系统的基本结构见图1,其中TD用来安排
过渡过程, LESO用来估计误差模型状态以及内部与
外部扰动的总和.另外,如果通过测量可以得到状态
量x2, · · · , xn,则反馈控制器的输入还可以包含∆x.
由于TD不影响稳定性,因此本文研究过程中不再考虑
TD环节.

图 1 LADRC系统方框图
Fig. 1 Block diagram of the LADRC system

参考状态及标称模型参数下有{
˙̄x = A0x̄+B0f̃(t),

ȳ = C0x̄.
(2)

对f在参考状态进行泰勒展开:

f(t, x, u) = f(t) + fx(t)∆x+

fu(t)∆u+O(∆x,∆u). (3)

式(1)与式(2)相减,并把式(3)代入整理得
∆ẋ= [A0 +B0fx(t)]∆x+B0fu(t)∆u+

B0O(∆x,∆u) +B0d0, (4)

其中d0 = f(t)− f̃(t) + h(t, d) ∈ R.
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针对误差模型(4)设计LESO:

∆ ˙̂x=A1∆x̂+B1f̃u(t)∆u+

L(∆x1 −∆x̂1), (5)

其中:

A1 =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

 ∈ R(n+1)×(n+1),

B1 = [0 · · · 0 1 0]T ∈ Rn+1,

L = [l1 · · · ln+1]
T ∈ Rn+1

为LESO设计参数, ∆x̂ =[∆x̂1 · · · ∆x̂n+1]
T∈Rn+1

为观测器状态变量. 估计达到稳态时,有

∆x1 → ∆x̂1, · · · ,∆xn → ∆x̂n,∆xn+1 → ∆x̂n+1,

其中∆xn+1为扩张状态,即内部与外部扰动总和.根
据式(4)得

∆xn+1 = fx(t)∆x+O(∆x,∆u) + d0.

控制目的是使系统输出y精确跟踪其参考值ȳ,为
此设计控制律

∆u = (K1∆x+K2∆x̂) /f̃u(t), (6)

其中定常反馈控制参数:

K1 = [k11 · · · k1n] ∈ R1×n,

K2 =
[
k21 · · · k2n k2(n+1)

]
∈ R1×(n+1),

其中k2(n+1) = −1.
把LESO(5)与控制律(6)代入误差模型(4),得到如

下闭环方程:

ż = A2 (t) z +B2 [O (z) + d0] , (7)

其中:

A2(t) =

[
Am(t) B0K2 +B0K2λ0(t)

B1K1 + LC0 A1 − LC1 +B1K2

]
,

Am(t) = A0 +B0 [fx(t) +K1 +K1λ0(t)] ,

C1 = [1 0 0 · · · 0] ∈ R1×(n+1),

λ0(t) = [fu(t)− f̃u(t)]/f̃u(t),

B2 =

[
B0

0(n+1)×1

]
,

z =

[
∆x

∆x̂

]
∈ RN , N = 2n+ 1.

令

fx(t) =
¯̄fx + δfx(t) ∈ R1×n,

¯̄fx = [ ¯̄fx1
(t) · · · ¯̄fxn

(t)],

δfx(t) =

[λ1(t)max |f̃x1
(t)| · · · λn(t)max |f̃xn

(t)| ],

λi(t) = [fxi
(t)− ¯̄fxi

]/max |f̃xi
(t)|,

则

A2 (t) = Ã+ Λ(t), (8)

其中:

Ã=

[
A0 +B0(K1 +

¯̄fx) B0K2

B1K1 + LC0 A1 − LC1 +B1K2

]
,

(9)

Λ(t)=

[
B0 [δfx(t) +K1λ0(t)] B0K2λ0(t)

0(n+1)×n 0(n+1)×(n+1)

]
.

(10)

式(8)把闭环状态矩阵A2(t)分为定常部分Ã与不

确定性部分Λ(t), A2(t)只有第n行存在参数不确定

性,即Λ(t)只有第n行元素不为零.

3 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Robust stability analysis)
3.1 区区区间间间系系系统统统H∞判判判据据据改改改进进进(Improvement of H∞

criterion for interval system)
显然,原点是无激励系统

ż = A2(t)z +B2O(z) (11)

的一个平衡点. 由假设2可知Λ(t)中各元素有界,设

|Λnj (t)| 6 ηj,

其中: ηj > 0, 1 6 j 6 N .

考虑式(11)描述的非自治系统在原点处的线性化
模型

ż = A2(t)z. (12)

令
Λ(t) = BEΞ (t)FC ,

B = [en · · · en] ∈ RN×N ,

E = diag{ηp1

1 , · · · , ηpN

N },
Ξ (t) = diag{ε1 (t), · · · , εN (t)},
F = diag{ηq1

1 , · · · , ηqN
N },

C = IN , |εj(t)| 6 1, pj + qj = 1,

其中en为N ×N单位阵IN的第n个列向量. 令

G(s) = FC(sIN − Ã)−1BE.

设gj(s)为(sIN−Ã)−1的第n列、第j行元素,此时

G(s) =

diag{ηq1
1
, · · · , ηqN

N
}


g1(s)

...
gN(s)

 [ηp1

1
· · · ηpN

N
].

引引引理理理 1 系统(12)是二次稳定(quadratically stab-
le)的,当且仅当满足[14]:
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1) Ã是赫尔维茨的;

2) ∥G (s)∥∞ < 1.

引引引理理理 2 如果原点是系统(11)的指数稳定平衡
点,则存在常数R0>0,使得对于每个满足∥z0∥<R0

的z0,系统(7)是小信号有限增益Lp稳定的
[15].

定定定理理理 1 对于存在外部扰动输入的非自治系统

(7),若满足:
1) Ã是赫尔维茨的;
2) ∥G (s)∥∞ < 1,

则存在常数R0 > 0,使得对于每个满足∥z0∥ < R0的

z0,系统(7)是小信号有限增益Lp稳定的.
证证证 若

∥G (s)∥∞ = sup
ω

{σmax [G (jω)]} < 1,

由引理1可知: 系统 (12)二次稳定,因此原点是系统
(12)的全局指数稳定平衡点[15]. 而系统(12)是非自治
系统(11)线性化形式,由李雅普诺夫间接法可知,原点
是系统(11)的局部指数稳定平衡点. 由引理2可知: 存
在常数R0>0,使得对于每个满足∥z0∥ < R0的z0,系
统(7)是小信号有限增益Lp稳定的. 证毕.
定定定理理理 2 对于存在外部扰动输入的非自治系统

(7),其线性化模型(12)的参数只在第n行存在不确定

性,若满足:
1) Ã是赫尔维茨的;

2) sup
ω
{[

N∑
k=1

η2qk
k

|gk (jω)|2]×(
N∑

k=1

η2pk

k
)}<1,

则存在常数R0 > 0,使得对于每个满足∥z0∥ < R0的

z0,系统(7)是小信号有限增益Lp稳定的.
证证证

GH (jω)G (jω) =
ηp1

1

...
ηpN

N

 [g1 (−jω) · · · gN (−jω)]×

diag{η2q1
1

, · · · , η2qN
N

}


g1 (jω)

...
gN (jω)

 [ηp1

1
· · · ηpN

N
] =

[
N∑

k=1

η2qk
k

|gk (jω)|2]


ηp1

1

...
ηpN

N

 [ηp1

1
· · · ηpN

N
].

由于矩阵

[ηp1

1
· · · ηpN

N
]T[ηp1

1
· · · ηpN

N
]

与矩阵

[ηp1

1
· · · ηpN

N
][ηp1

1
· · · ηpN

N
]T

具有相同的非零特征值[16],因此GH(jω)G(jω)的最大

特征值为

σ2
max[G (jω)] = [

N∑
k=1

η2qk
k

|gk (jω)|2]× (
N∑

k=1

η2pk

k
).

若

sup
ω
{[

N∑
k=1

η2qk
k

|gk (jω)|2]× (
N∑

k=1

η2pk

k
)} < 1,

则

∥G (s)∥∞ = sup
ω

{σmax [G (jω)]} < 1.

由定理1可知: 系统 (7)是小信号有限增益Lp稳定的.

证毕.

注注注 1 定理2把H∞判据转化为对一个SISO传递函数

gc(s) = [
N∑

k=1

η2qk
k

gH
k
(s)gk(s)](

N∑
k=1

η2pk
k

)

奈奎斯特图的约束. H∞判据通常需要求解线性矩阵不等

式、黎卡蒂方程或者计算全频域内的最大奇异值,显然定理2

绘制奈奎斯特图的方法要简单的多.

注注注 2 对于一般的SISO系统,如果经过坐标变换可以

转化为标准型,则定理2仍然适用,第4.2节给出了一个采用坐

标变换的实例.

注注注 3 LESO形式多样: 如果f̃x(t)值较大,可以在A1中

叠加B0f̃x(t)的均值;如果能够测量得到∆xk(1 6 k 6 n),可

以基于∆xk设计阶数较低的LESO;另外还可以基于∆xk设

计降阶线性扩张状态观测器 (reduced-order linear extended

state observer, RLESO)[17]. 反馈变量可以为∆x, ∆x̂n+1, ∆x

与∆x̂的组合等多种形式. 不论选取何种形式的LESO与反馈

变量组合,只要A2(t)仅在某一行存在参数不确定性,都可以

用定理2来分析闭环系统的鲁棒稳定性. 第4.2节给出了一个

使用RLESO情况下的实例.

注注注 4 对于由线性自抗扰控制器非自治对象组成的闭

环系统，若不满足A2(t)只在某一行存在参数不确定性,可以

用定理1来分析闭环系统的鲁棒稳定性;另外,定理1可以推

广到对象为MIMO的情况,第4.3节给出了一个MIMO对象的

实例.

3.2 不不不确确确定定定性性性范范范围围围的的的进进进一一一步步步研研研究究究(Further research
of uncertainty bounds)
设计控制参数时,一般应保证Ã渐近稳定. 对于任

意一组选定的Q(w)={q(w)
j

, j=1, · · · , N},通过定理
2(或定理1)的判定条件2,可以得到一个保证系统稳定
的Λnj(t)不确定性范围.由定理2(或定理1)确定的参
数不确定性最大范围为所有Ω (w)的并集,即

Ωmax =
∞∪

w=1

Ω (w). (13)

得到Ωmax后,根据式(11)进一步可以得到实际对
象参数{fxk

(t)}与λ0(t)的不确定性边界. 由式(13)可
知,一般不能通过穷举Q(w)而得到参数不确定性的最

大边界;然而采用非线性优化算法,可以得到最大边
界的近似估计.
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选用定理2时,相应的优化问题为

min
Q∈RN

J = 1/µ0 +
n∑

i=1

(ri/µi),

s.t.

|λi(t)max |f̃xi
(t)|+k1iλ0(t)|6ηi, i=1, · · · , n,

|k2jλ0(t)| 6 ηj+n, j = 1, · · · , n+ 1,

sup
ω
{[

N∑
k=1

η2qk
k

|gk(jω)|2]× (
N∑

k=1

η2pk

k
)} < 1,

|λi(t)| 6 µi, µi > 0, i = 0, · · · , n,
其中ri > 0为设计的加权系数.

注注注 5 如果闭环状态矩阵A2(t)第n行、第j列元素不存

在参数不确定性,则需要把B的第 j 列、C 的第 j 行以及 E

(Ξ (t), F )的第j列与第j行删除,定理1与定理2中的G(s)与

gc(s)做相应修改,优化指标做相应调整.

选用定理1时,约束条件做相应的修改即可.
随着模型中不确定参数增多,上述优化问题的复

杂度将会急剧增加. 如果假定某些参数的不确定性范
围相等,优化变量的维数将会减小,优化问题复杂度
也随之降低,代价是优化结果的保守程度增加.

4 实实实例例例(Examples)
文献[18]研究了区间系统鲁棒稳定性,不确定性

矩阵分解方式为

Q(1) = {qj = 0.5, j = 1, · · · , N} .

对于区间系统,也可以采用圆判据[15]分析系统鲁

棒稳定性,一种常用的不确定性矩阵分解方式为

Q(2) = {qj = 1, j = 1, · · · , N} .

使用本文第3.2节优化的分解方法时,为了避免陷
入局部极值,可以选用粒子群优化.
下面以制导跟踪与姿态控制为例,将上述3种分解

方式进行比较.

4.1 制制制导导导跟跟跟踪踪踪(Guidance tracking)
航天飞机再入制导模型[19]为{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = f (t, x1, x2, u) + d,

其中: x1为阻力加速度, x2为阻力加速度一阶导数,
u为升阻比, d为有界外部扰动输入. 模型参数中仅
fx(t)存在不确定性,标称模型参数满足

−0.001168 6 f̃x1
(t) < 0,

−0.008163 6 f̃x2
(t) < 0,

−0.01493 6 f̃u(t) = fu(t) < 0.

设计LESO
∆ ˙̂x1 = ∆x̂2 + l1(∆x1 −∆x̂1),

∆ ˙̂x2 = ∆x̂3 + l2(∆x1 −∆x̂1) + f̃u(t)∆u,

∆ ˙̂x3 = l3(∆x1 −∆x̂1).

控制律为

u = ū−
(
ω2
n∆x̂1 + 2ζωn∆x̂2 +∆x̂3

)
/f̃u(t),

其中:
ωn = 0.03491, ζ = 1,

l1 = 0.5236, l2 = 0.09139,

l3 = 0.005317.

采用本文优化分解方法,取r1=r2=1,粒子群优
化结果为

Q(3) = {q1 = 0.5287, q2 = 0.1442} .

本例不确定参数只有两个: f̃x1
与f̃x2

,因此可以通
过二维搜索得到不同分解方式下模型参数不确定性

的最大边界. 具体过程为:
1) 给定合适的η1,搜索满足定理2的η2的最大数

值,由此可以得到关于λ1与λ2的一个矩形边界;
2) 按照固定步长改变η1的数值,重复步骤1)至不

能找到满足定理2的η2,可以得到一组矩形边界;
3) 如果步骤2)中的步长足够小,连接这些矩形的

顶点,可以得到模型参数不确定性的近似最大边界.
分别采用3种分解方式,得到的参数不确定性边界

见图2.

图 2 模型参数不确定性边界

Fig. 2 Model parameter uncertainty bounds

4.2 俯俯俯仰仰仰姿姿姿态态态控控控制制制(Pitch attitude control)
某高超声速飞行器再入过程中常值阻力阶段俯仰

通道模型[20]为{
ẋ1 = a11(t)x1 + x2,

ẋ2 = a21(t)x1 + b(t)u+ d,

其中: x1为攻角, x2为俯仰角速度, u为俯仰舵偏, d为
有界外部扰动输入. 标称模型参数满足

−0.008 6 ã11(t) 6 −0.005,

−0.002 6 ˙̃a11(t) 6 0.002,

ã21 = −0.2097, b̃ = −1.3970.

显然该模型不是标准型,首先根据第2节的推导过
程得到偏差量的状态方程,然后选取y1 = ∆x1, y2 =

∆ẋ1为新的状态变量,只考虑线性部分,同时忽略外
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部扰动,模型转化为{
ẏ1 = y2,

ẏ2 = [ȧ11(t) + a21(t)]y1 + a11(t)y2 + b(t)u.

变换后,模型已经转化为标准型. 设计RLESO{
ξ̇ = −lξ − l2y2 − lb̃∆u,

ŷ3 = ξ + ly2.

控制律为

u = ū− (ω2
ny1 + 2ζωny2 + ŷ3)/b̃,

其中:
ωn = 2, ζ = 0.707, l = 10.

为了降低保守性,需要对不确定性矩阵分解方式
进行优化. 对于本例而言,不确定参数有4个,对实际
模型参数做如下假设:

|a11(t) + 0.0065| 6 0.0015 + 0.008µ,

|ȧ11(t)| 6 0.002 + 0.002µ,

|a21(t) + 0.2097| 6 0.2097µ,

|b(t) + 1.3970| 6 1.3970µ,

其中µ > 0.
优化指标为

J = 1/µ.

分别采用3种分解方式,得到的参数不确定性边界
分别为表1中Q(1), Q(2), Q(3)对应的结果.

表 1 模型参数不确定性边界
Table 1 Model parameter uncertainty bounds

方式 q1 q2 q3 µ

Q(1) 0.5 0.5 0.5 0.1855
Q(2) 1.0 1.0 1.0 0.3848
Q(3) 1.5586 0.6538 1.8145 0.4453

4.3 横横横侧侧侧向向向姿姿姿态态态控控控制制制(Lateral attitude control)
某可重复使用飞行器横侧向通道模型[20]为

ẋ1 = a13x3 + a14x4,

ẋ2 = a23x3 + a24x4,

ẋ3 = a32(t)x2 + b31u1 + b32u2 + d1,

ẋ4 = a42(t)x2 + b41u1 + b42u2 + d2,

其中: x1为倾侧角, x2为侧滑角, x3为滚转角速度, x4

为偏航角速度, u1为滚转舵偏, u2为偏航舵偏, d1, d2
为有界外部扰动输入. 某次倾侧角反转过程中,标称
模型参数满足

ã13 = a13 = 0.7660,

ã14 = a14 = −0.6428,

ã23 = a23 = 0.6428,

ã24 = a24 = 0.7660,

ã32 = −10.2200, ã42 = 0.1587,

b̃31 = b31 = −6.1079,

b̃32 = b32 = 0.0470,

b̃41 = b41 = 0.1159,

b̃42 = b42 = −0.2860.

首先根据第2节的推导过程得到偏差量的状态方
程,然后选取

y1=∆x1, y2=∆x2,

y3=∆ẋ1, y4=∆ẋ2

为新的状态变量,只考虑线性部分,同时忽略外部扰
动,模型转化为

ẏ1 = y3,

ẏ2 = y4,

ẏ3 = a1 (t) y2 + U1,

ẏ4 = a2 (t) y2 + U2,

其中:
a1 (t) = a13a32 (t) + a14a42 (t) ,

a2 (t) = a23a32 (t) + a24a42 (t) ,[
U1

U2

]
= P

[
∆u1

∆u2

]
,

P =

[
a13 a14

a23 a24

][
b31 b32
b41 b42

]
.

基于转化后的模型设计LESO

˙̂y1 = ŷ3 + l1 (y1 − ŷ1) ,
˙̂y2 = ŷ4 + l2 (y2 − ŷ2) ,
˙̂y3 = ŷ5 + l3 (y1 − ŷ1) + U1,
˙̂y4 = ŷ6 + l4 (y2 − ŷ2) + U2,
˙̂y5 = l5 (y1 − ŷ1) ,
˙̂y6 = l6 (y2 − ŷ2) .

控制律为[
u1

u2

]
=

[
ū1

ū2

]
− P−1

[
ω2
n1ŷ1 + 2ζ1ωn1ŷ3 + ŷ5

ω2
n2ŷ2 + 2ζ2ωn2ŷ4 + ŷ6

]
,

其中:
ωn1 = ωn2 = 1.5, ζ1 = ζ2 = 1,

l1 = l2 = 22.5, l3 = l4 = 168.75,

l5 = l6 = 421.875.

原模型不确定参数有2个,对参数不确定性范围做
如下假设:

|λ32(t)| 6 µ32,

|λ42(t)| 6 µ42,

其中:

λ32(t) = [a32(t)− ã32] / |ã32| ,
λ42(t) = [a42(t)− ã42] / |ã42| .
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优化指标为

J = 1/µ32 + 5/µ42.

粒子群优化结果为

Q(3) = {q1 = −0.6234, q2 = 1.2246} .

采用第4.1节的搜索方法, 3种分解方式下得到的
参数不确定性边界见图3.

图 3 模型参数不确定性边界

Fig. 3 Model parameter uncertainty bounds

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了线性自抗扰控制系统的鲁棒稳定性问

题,给出了一般情况下的H∞判据;针对状态矩阵只在
某一行存在不确定性的情况,基于奇异值理论,把
H∞判据等效为对一个新传递函数奈奎斯特图的约束.
等效的奈奎斯特图约束简单直观,便于应用. 基于H∞

判据或其等效约束,文中提出对不确定性矩阵分解方
式进行优化. 制导跟踪与姿态控制的应用结果表明,
与其它两种方法相比,采用粒子群优化的分解方法,
对降低不确定性边界估计的保守性有显著作用. 采用
本文分析方法对模型参数不确定性边界进行估计,得
到估计结果可以反过来指导选取扩张状态观测器结

构形式以及设计控制参数,以满足实际工程中对模型
参数不确定性范围的要求. 本文的分析方法适用于多
种形式的LADRC系统,也适用于PID系统.
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