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摘要:约束模型预测控制(model predictive control, MPC)在实际应用中优化计算复杂度高,无法在采样周期内完
成优化以保证系统实时性. 本文针对这一问题,提出采用双速率框架的快速预测控制算法(DSF–MPC).该算法将实
时控制量的求解分解到两个时间尺度上进行,即双速率框架: 每隔数个采样周期,慢速率层负责完成一次对完
整MPC优化问题的求解;而在每个采样周期,快速率层负责根据系统反馈信息和慢速率层算法预测信息的差值,朝
着使目标函数值下降的负梯度方向,修正慢速率层的优化结果来获取实际控制量,以满足控制的实时性要求. 该算
法不要求在每个采样周期内都完成MPC中的在线优化,故能在继承MPC优点的同时,满足快速系统的控制实时性
要求. 针对直流电动机和倒立摆组合系统的仿真结果,验证了该算法的有效性,反映了其在快速系统中的应用潜力.
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Double-speed-frame-based fast predictive control algorithm
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(Department of Automation, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China;
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Abstract: The constrained model predictive control (MPC) is often with high computational complexity, there may not
be enough time to solve the optimization problem in a sampling period. To solve this problem, we propose a double-speed-
fame-based fast predictive control algorithm (DSF–MPC), in which the solving process of real-time control is decomposed
into two parts with high and low speeds. In every finite number of sampling periods, the low-speed part solves once the
MPC optimization problem to obtain the control value. In each sampling period, the fast part determines the real control
value by modifying the control value obtained from the low-speed part in the negative gradient direction of the objective
function, based on the difference between the feed-back information from the system and the predictive information from
the low speed part. Since this algorithm doesn’t solve the optimization problem in each sampling period, it not only meets
the real-time requirement of fast-speed system, but also inherits advantages of MPC. Simulation results of the system
model of DC motor with inverted pendulum show the effectiveness of this proposed algorithm and reflect its application
potentiality for fast systems.

Key words: model predictive control; double speed frame; real-time correct; fast algorithm

1 引引引言言言(Introduction)
模型预测控制(model predictive control, MPC)因

具备优化系统性能,较方便地处理约束等能力,近几
十年来在工业领域得到广泛应用[1]. MPC控制器在每
个采样时刻都要在线求解有限时域的优化问题,并将
第一个优化控制量施加给被控对象,以实现滚动优化.
相比于其他控制方法,滚动优化使MPC的控制效果有
一定优势,但同时也引入了较大计算负担[2]. 而在实
际系统中,为改进控制性能,往往会增加控制时域长

度,即优化的控制量数目,这使控制器的在线计算量
急剧增加[3]. 因此,国内外学者为降低MPC的在线计
算负担进行了大量研究.

Pannocchia等人提出了结合存储表和在线优化的
局部查记法(partial enumeration)[4],该方法加快了大
规模MPC问题的求解,但在高频采样系统中的应用有
局限.对于具有输入输出约束的线性系统, MPC滚动
优化需求解二次规划 (quadratic programming, QP)
问题, Wang等人受其特殊结构启发,提出了对优化变
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量进行再排序来实现快速在线优化的MPC算法[5],该
方法在处理稀疏问题及小规模问题时效果明显.
Cagienard等人的移动窗口块策略(moving window
blocking)[6–7] 及Lu等人的基于集结策略(aggregation
strategy)的快速算法[8–9]将几个采样周期内的控制量

设定为相同值以减少优化变量的自由度,从而减少计
算量,前者主要针对大规模系统,而后者可能导致闭
环系统不稳定. Kouramas等人将动态规划和显示预测
控制方法相结合,把预测控制的优化问题分解为小规
模问题[10],但其前提是原有预测控制器设计方法可进
行分解. Ferreau和Giselsson等人提出利用多核CPU并
行实现快速QP求解[11–12],该方法对大规模稀疏问题
提速明显,但不适用于所有快速系统.尽管上述方法
一定程度上解决了MPC的实时性问题,但它们要求在
一个采样周期内完成一次在线优化,而在线计算量
和MPC设计有很大关系,因此,这限制了MPC在实际
应用中的灵活性.

本文针对MPC在线优化耗时大,在某些快速系统
中会出现单个采样周期内无法完成一次QP求解,但使
用上一次QP求解结果进行控制又会导致控制不准确
的问题,提出了采用双速率框架的快速预测控制算
法(DFS--MPC).该算法通过双速率策略将实时控制量
的求取分解到两个时间尺度上进行,慢速率层MPC控
制器以较低频率进行滚动优化,在完成QP求解后将优
化结果送给快速率层,同时获取状态实测值滚动进行
新的QP求解;快速率层则以慢速率层算出的控制量为
基准,根据系统的实测状态去实时修正控制量,并将
修正后的当前控制量输送给被控对象.文中给出了该
算法控制直流电动机[13–14]和倒立摆[15–16]的MAT-
LAB仿真结果,结果表明,对于时间常数小的快速系
统,本文算法修正控制量的耗时比完成一次QP求解降
低了1至2个数量级,从而可解决因QP求解耗时而导
致MPC算法难以应用于快速系统的问题.

本文结构如下: 第2节介绍了MPC在线优化的求
解方法;第3节描述了双速率框架的核心思想;第4节
说明了在一般输入/输出约束及盒子约束下的实时修
正模块设计;第5节给出了将该算法用于控制电枢直
流电机和倒立摆的MATLAB仿真结果并进行了讨论;
第6节对全文进行总结并提出若干可能的研究方向.

2 系系系统统统描描描述述述(System description)
考虑离散时间线性时不变系统:{

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k),

y(k) = Cx(k),
(1)

其中: u(k) ∈ Rni为控制输入, x(k) ∈ Rn为系统可测

状态, y(k) ∈ Rno是系统输出.

在任意时刻k,考虑对系统施加M步控制后预测

系统未来P 步输出,为简化计,令控制时域与优化时
域一致,即P = M ,且记为N ,系统未来输出预测如
下[17]:

Yk = Fyx(k) +GyUk, (2)

其中:

Yk = (yT(k + 1|k), · · · ,yT(k +N |k))T,
Uk = (uT(k|k), · · · , uT(k +N − 1|k))T,

Fy =


CA

CA2

...
CAN

 ,

Gy =


CB 0 · · · 0

CAB CB · · ·
...

...
... 0

CAN−1B CAN−2B · · · CB

 .

式(2)中u(k|k), · · · , u(k +N − 1|k)是当前和未
来时刻施加于系统的控制量, y(k + i|k), i = 1, · · · ,
N表示k时刻对k + i时刻的输出预测值.在k时刻,
MPC需在线求解以下优化问题:

min
u

J(k) =
1

2

N∑
i=1

∥y(k + i|k)−w(k + i)∥2Q0
+

1

2

N∑
i=1

∥u(k + i− 1|k)∥2R0
+

1

2
∥y(k +N |k)−w(k +N)∥2Ψ =

1

2
∥Yk −Wk∥2Q +

1

2
∥Uk∥2R,

(3)

s.t. |y(k + i|k)j| 6 yj,max, j = 1, · · · , no,

|u(k + i|k)l| 6 ul,max, l = 1, · · · , ni,

x(k+i|k)=Ax(k+i−1|k)+Bu(k+i−1|k),
y(k + i|k) = Cx(k + i|k), i = 1, · · · , N,

x(k +N |k) ∈Xf = {x|Ex 6 f},

其中: w(k + i)是 k + i时刻的期望输出, Wk =

[wT(k + 1), · · · ,wT(k +N)]T, yj,max为第j个输出

约束, ul,max为第l个输入约束, Q=diag{Q0, · · ·,Q0,

Ψ +Q0}为误差权矩阵, R = diag{R0, · · · ,R0}为
控制权矩阵, Xf为预先定义的多面体终端不变集. 在
预测状态进入终端集后,存在反馈控制率u = Hx保

证状态继续留在不变集内,并满足输入输出约束.

传统MPC把在线求解问题(3)得到的第1个控制
量(当前控制量)u(k|k)作用于对象,到下一时刻通过
反馈校正,重新定义k + 1时刻的QP问题,如此滚动优
化,实施MPC控制.
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3 双双双速速速率率率框框框架架架(Double speed framework)
对于时间常数小、采样频率高的快速系统(采样频

率高于MPC实施频率), MPC的在线优化问题可能需
要多个采样周期mT (m为正整数)才能完成一次求解.

如图1所示,由于计算耗时mT ,所以k时刻开始的

滚动优化到k +m时刻才能完成. 此时, k时刻开始计
算得到的k到k +m时刻的m个控制量已成为过去而

无实施意义,系统实际实施的控制量为k −m时刻开

始计算k时刻求出的相关控制序列.

图 1 DSF–MPC算法慢时标层控制时序图
Fig. 1 Control timing diagram of DSF–MPC

algorithm in slow time scale

按照传统MPC,在k时刻,根据实测状态x̄(k)和已

给定的 k, · · · , k +m− 1时刻的控制序列 ū(k|k −
m), · · · , ū(k +m− 1|k −m)预测k +m时刻的状

态x(k+m|k);然后基于x(k+m|k)优化从k+m到

k +N时刻的优化问题(3),得到u(k +m|k), · · · ,
u(k +N − 1|k). 在k +m时刻,上述步骤重复进行.

然而,按上述实施方法,在k, k +m, · · ·时刻,系
统实际是开环的,它只利用了滚动优化起始时刻的系
统实时信息,并没有顾及到起始时刻到实施时刻间系
统可能受到的干扰及模型失配等因素造成的预测误

差,简单地实施开环优化的结果,将导致控制品质下
降.

为应对上述问题,受分层控制思想启发[18–19],作
者考虑增加一个高密度、快速率的反馈来改变滚动优

化层(慢速率层)已求得的控制量,即增加一个快速率
层来实时修正控制量.

快速率层以慢速率层开环优化得到的控制量为基

准,以采样周期T根据实时检测信息修正它们并付诸

实施,图2即为k+m时刻到k+2m− 1时刻的修正过

程. 这种控制结构把MPC的在线优化计算根据复杂度
的不同置于两个不同的时间尺度,根据不同的反馈信
息来进行. 慢速率层以mT为周期根据系统的实际状

态进行滚动优化,在解出的控制序列中,后N −m个

为有效控制量,送入快速率层,快速率层则以T为周期

检测系统实际状态,并基于该状态对慢速率层计算出
的有效控制量快速修正,然后实施到控制对象.

k时刻,慢速率层只需求解k +m到k +N时刻的

QP问题,因为可以基于x̄(k)和k时刻求得的k到k +

m的控制量预估x(k +m|k). 快速率层继承了MPC
中滚动优化和反馈校正的思想,以周期T修正慢速率

层下发的控制序列,但与传统MPC不同,为在时间
T内快速计算修正量,快速率层的滚动优化不求解QP,
而采用固定方向搜索步长的方法,基于系统的实测状
态和约束条件寻找从当前步到第k +N步的控制修正

量,见图2.

图 2 DSF–MPC算法的快时标层控制时序图
Fig. 2 Controlling timing diagram of DSF–MPC

algorithm in fast time scale

由于慢速率层的MPC求解的是完整的QP问题,使
用通用算法(当然也可以采用其他算法)求解,不是本
文的研究重点,因此,下面主要介绍快速率层实时修
正环节的设计.

4 实实实时时时修修修正正正环环环节节节的的的设设设计计计(Design the real-time
correction part)

4.1 DSF–MPC算算算法法法(DSF–MPC algorithm)
根据QP求解器的计算能力及快速率层实时修正

的采样周期T ,可确定慢速率层MPC完成一次滚动优
化所需的步数m,慢速率层每隔mT时间将优化结果下
发给快速率层,完成控制量的实时修正. 实时修正的
基本思路是: 在每一时刻以慢速率层下发的控制量为
基准寻找修正量,从系统实测状态出发,选择目标函
数下降方向及指向无约束最优解的方向作为修正控

制量的可能方向,分别搜索最优步长并比较,快速确
定控制量修正值并实施控制.

现考虑实时修正的具体实施,在k +m+ i时刻

(表示当前时刻与慢速率层MPC最近一次下发控制量
时的步数间隔, i为正整数且0 6 i 6 m− 1)系统检测
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到的实时状态为x̄(k +m+ i),其实k +m时刻下发

的信息已经包括了从k +m+ i到k +N的控制量,之
所以还要实时修正,是因为实测状态x̄(k +m+ i)可

能不等于基于模型计算出的预测状态x(k+m+i|k).
若在该时刻根据x̄(k +m+ i)重新启动一个k +m

+i时刻到k +N时刻的预测控制在线优化问题,则表
示为(为简化记,将各约束表示为输出约束集Ωy和输

入约束集Ωu):

min
u

J(k +m+ i) =

1

2
||Ȳk+m+i −Wk+m+i||Qk+m+i

+

1

2
||Ūk+m+i||Rk+m+i

=

1

2
||Ūk+m+i||Rk+m+i

+

1

2
||Fk+m+ix̄(k +m+ i) +

Gk+m+iŪk+m+i−Wk+m+i||Qk+m+i
, (4)

s.t. Ȳk+m+i ∈ Ωy, Ūk+m+i ∈ Ωu.

其中: Ūk+m+i为问题(4)的最优解, Ȳk+m+i=Fk+m+i·
x̄(k+m+ i)+Gk+m+iŪk+m+i是基于x̄(k+m+ i)

预测的k +m+ i到k +N步的系统输出.

Ūk+m+i = (ūT(k +m+ i|k +m+ i),

· · · , ūT(k +N − 1|k +m+ i))T,

Ȳk+m+i = (ȳT(k +m+ i+ 1|k +m+ i),

· · · , ȳT(k +N |k +m+ i))T,

Fk+m+i = [(CA)
T · · · (CAN−m−i)

T
]T,

Gk+m+i =
CB 0 · · · 0

CAB CB · · ·
...

...
... · · · 0

CAN−m−i−1B CAN−m−i−2B · · · CB

 .

根据最优性原理[20–21],若模型准确且无扰动,实
测状态等于预测状态,优化问题(4)得到的最优解就等
于在k +m时刻解优化问题(3)所得的相应最优控制
量(即已下发的控制量). 因此,若x̄(k +m+ i) =

x(k +m+ i|k),则可实施下传的u(k +m+ i),不必
修正. 但若两者不等,则优化问题的解Ūk+m+i与Uk

中相应的控制量(记为Uk+m+i)存在误差,并且记为
∆Uk+m+i = Ūk+m+i−Uk+m+i,需要求出∆Uk+m+i

对控制进行校正.

为了进行实时修正,首先计算该时刻优化问题
(4)的无约束最优解:

U ∗
k+m+i =

(GT
k+m+iQk+m+iGk+m+i +Rk+m+i)

−1·

GT
k+m+iQk+m+i ·

(Wk+m+i − Fk+m+ix̄(k +m+ i)). (5)

若U ∗
k+m+i满足全部约束,则它就是Ūk+m+i. 然

而,若U ∗
k+m+i不在可行域内,则需要考虑两个因素来

确认修正量∆Uk+m+i.

1) ∆Uk+m+i的修正应向改善性能指标的方向进

行. 为此,计算J(k+m+ i)对∆Uk+m+i的梯度方向:

∂J(k +m+ i)

∂∆Uk+m+i

=

GT
k+m+iQk+m+iFk+m+ix̄(k +m+ i)−

GT
k+m+iQk+m+iWk+m+i +

(GT
k+m+iQk+m+iGk+m+i +Rk+m+i) ·

(Uk+m+i +∆Uk+m+i). (6)

∆Uk+m+i可按下式迭代求解:

∆U l
k+m+i = ∆U l−1

k+m+i + αl
k+m+i · dl

k+m+i =

∆U l−1
k+m+i −

∂J(k +m+ i)

∂∆U l
k+m+i

αl
k+m+i. (7)

2) 步长选择应满足可行约束,考虑式(7)计算一
次.

取∆U 0
k+m+i = 0,沿负梯度方向的搜索一次,记

步长为αk+m+i,即

∆Uk+m+i =

αk+m+iG
T
k+m+iQk+m+iWk+m+i −

αk+m+iRk+m+iUk+m+i −
αk+m+iG

T
k+m+iQk+m+iGk+m+iUk+m+i −

αk+m+iG
T
k+m+iQk+m+iFk+m+ix̄(k +m+ i). (8)

令k +m+ i时刻修正方向为dk+m+i,且令

Γk+m+i = GT
k+m+iQk+m+iGk+m+i +Rk+m+i,

首先αk+m+i应使J(k +m+ i)下降最大[22]:

αk+m+i,1 =
∥dk+m+i∥

dT
k+m+i(Γk+m+i)dk+m+i

. (9)

但基于该步长得到的Ūk+m+i可能不满足约束,为
此须考虑使Ūk+m+i满足式(4)中的所有约束,即
Gk+m+iŪk+m+i > Ykl − Fk+m+ix̄(k +m+ i),

Gk+m+iŪk+m+i 6 Yku − Fk+m+ix̄(k +m+ i),

Ukl 6 Ūk+m+i 6 Uku,

(10)

Yku和Ykl是系统输出上、下约束集, Uku和Ukl是系统

输入上、下约束集. 式(10)整理后表示为

Φk+m+i∆Uk+m+i 6 Ψk+m+i −Φk+m+iUk+m+i.

(11)

因慢时标层进行QP求解所得结果满足约束,所以
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在k +m+ i时刻,若系统所受扰动或模型偏差不大,
Ψk+m+i −Φk+m+iUk+m+i > 0成立,式(11)一般有
解,若因实测状态和预测状态的差值过大而导致无解,
则通过将部分约束放松来获得可行解. 记Ωk+m+i =

Ψk+m+i −Φk+m+iUk+m+i,于是

αk+m+i,2 =

min{ Ωk+m+i(j)

Φk+m+idk+m+i(j)
|Φk+m+idk+m+i(j) > 0},

(12)

式(12)中j = 1, 2, · · · , L, L是向量Ωk+m+i的维数.

综合满足约束且使目标函数值下降最多的要求,
取αk+m+i = min{αk+m+i,1, αk+m+i,2}.
在每个控制时刻,快速率层实时计算第k +m+

i步到第k +N步经修正后的控制向量,并将第1个控
制量施加给对象,然后将经修正的控制序列保存在储
存器中并覆盖原有控制序列,以实现修正的逐层叠加.
由于每次迭代都使已有控制量更靠近实际最优控制,
因此经本文算法修正后的解比慢速率层下发的解更

优.

4.2 盒盒盒子子子约约约束束束下下下的的的DSF–MPC(Box constraints in
DSF–MPC)
具有如下表述形式的问题称之为盒子约束(box

constraints)问题[23]:

min{f(x)|l 6 x 6 u}, (13)

其中: f为定义在该约束集上的连续可微函数, u, l分
别为上、下边界约束向量. 包括障碍问题、弹塑性扭
转及优化设计等很多实际生产过程都是求解盒子约

束下的优化问题.

对于只有输入约束,且各时刻输入约束间无耦合
关系的系统,使用MPC进行控制时所求解的在线优化
问题即为盒子约束问题[24]. 针对该问题,当按第4.1节
寻找的修正方向不可行时,可利用盒子约束的约束边
界特性,将求得的修正方向在可行域中投影,并将投
影方向作为新的修正方向,快速率层可继续完成对下
发控制量的实时修正.

1) 寻找修正方向d′
k+m+i.

在k+m+ i时刻,若dk+m+i不可行,对于∀ε > 0,
∃j ∈ 1, 2,· · · , L,使εΦk+m+idk+m+i(j)>Ωk+m+i(j).
因只有输入约束, Φk+m+i = (I , −I)T. 于是,按照
图3所示,在可行域内寻找dk+m+i的映射d′

k+m+i,并
将其作为新的修正方向.

选取一个足够小的ε计算出εΦk+m+idk+m+i,并
将其各分量与Ωk+m+i各分量比较. 若Ωk+m+i(j)>
εΦk+m+idk+m+i(j),则 令d′

k+m+i(j) = dk+m+i(j);
若Ωk+m+i(j)<εΦk+m+idk+m+i(j),则令d′

k+m+i(j)

满足εΦk+m+id
′
k+m+i(j) = Ωk+m+i(j).

图 3 负梯度方向在可行域上的投影

Fig. 3 Negative gradient direction projected on feasible region

2) 寻找修正步长αk+m+i.

与第4.1节类似, αk+m+i应使Jk+m+i下降最大,故

αk+m+i,1 =
d′

k+m+idk+m+i

d′T
k+m+iΓk+m+id′

k+m+i

. (14)

然后再寻找基于约束边界获得的最佳步长. 若
Φk+m+id

′
k+m+i(j) 6 0,则对于该分量,不需对步长

做修改,否则有

αk+m+i,2 =

min{ Ωk+m+i(j)

Φk+m+id′
k+m+i(j)

|Φk+m+id
′
k+m+i(j) > 0},

j = 1, 2, · · · , L. (15)

最后,取αk+m+i = min{αk+m+i,1, αk+m+i,2}.
本节方法增强了在盒子约束下实时修正模块利用

实测状态作为反馈来修正控制量的能力.

4.3 算算算法法法实实实现现现(Algorithm implementation)
因每次都修正第k+m+ i时刻到第k+N时刻的

控制量,如图2,故不同采样时刻的Gk+m+i, Fk+m+i,
Qk+m+i, Rk+m+i不同.对于ni个输入, n个状态和no

个输出的系统, Fk+m+i由Fk+m的前no(N −m− i)

行构成, Gk+m+i由Gk+m的前nino(N −m− i)行和
前nino(N −m− i)列构成,而Qk+m+i和Rk+m+i分

别是Qk+m和Rk+m的后N −m− i个对角元素构成.
从储存器中容易直接读得,不需重新求取.

综上所述,可归纳DSF–MPC算法如下:

离线计算部分:

1) 求Fy, Gy, Fk+m, Gk+m, Q, R, Qk+m, Rk+m;

2) 求GT
yQFy, GT

yQGy+R, GT
yQGy和GT

yQWk

以完成QP求解;

3) 求GT
k+m+iQk+m+iGk+m+i+Rk+m+i,Φk+m+i,

GT
k+m+iQk+m+iFk+m+i和GT

k+m+iQk+m+iWk+m+i(i

= 0, · · · ,m− 1)以求取控制量修正值.

在线计算部分:

快时标层实时修正:

1) 获取实测状态x̄(k +m+ i),将其与预测状态
x(k+m+ i|k)比较,若相等,直接将存储器中控制向
量的第i个分量施加给对象,令i← i+ 1,转1),若二
者不相等,转2);
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2) 计算无约束最优解U ∗
k+m+i,检查该解是否在

可行域内,若是则将它的第一个控制量施加给被控对
象,令Uk+m+i ← Ūk+m+i,转4),否则转3);

3) 从储存器中获取Uk+m+i,按照式(9)迭代求取
控制修正量∆Uk+m+i(若为盒子约束问题,则按
第4.2节中的描述求取),然后将修正后的控制量施加
给对象,令Uk+m+i ← Ūk+m+i,转4);

4) 若i% m = 0(取模为0),表示慢时标层MPC完
成对控制量的优化,转5)且令i = 0,否则i← i+ 1,
转1);

慢时标层求解QP问题:

5) 令k ← k +m,将优化所得的控制向量及第
k +m步的预测状态送入快时标层,快时标层的实时
修正模块转1),慢时标层转6);

6) 获取实测值 x̄(k),根据∆x(k) = x̄(k)−x(k|
k −m)按1)至4)步修正已有控制序列u(k|k −m),

· · · , u(k +m− 1|k −m),基于修正后的控制序列
ū(k|k −m), · · · , ū(k +m− 1|k −m)求取预测状

态x(k +m|k),再基于该预测状态和相关MPC参数
开始求解k +m时刻到k +N时刻的优化问题.

说说说明明明: 考虑到实际系统中可能存在扰动等因素,慢
速率层的MPC在开始新的QP求解前先修正所需要采
用的预估控制序列(第6)步),其目的在于保证在慢速
率层得到反馈的时刻(k, k +m, · · · ),快速率层的实
际控制量与慢速率层估计的控制量一致.而在没有扰
动影响时,该修正并不影响之前计算所得的控制输入.

4.4 性性性能能能分分分析析析(Performance analysis)
DSF–MPC算法的实时性主要考虑快时标层的实

时修正. 在k +m+ i时刻,算法考虑U ∗
k+m+i不在可

行域内的最坏情况,则获取∆Uk+m+i所需的计算量

见表1.

表 1 DSF–MPC实时修正的计算量
Table 1 Calculation complexity of real-time

correction in DSF–MPC

加法次数 2(N −m− i)2n2
i + 2(N −m− i)ni − 1

乘法次数 2(N −m− i)nin+ 3(N −m− i)2n2
i

除法次数 (N −m− i)2n2
i − 1

此时实时修正的计算复杂度为O(N2),而QP问题
求解的计算复杂度为O(N 3). 若U ∗

k+m+i在可行域内,
则实时修正的计算复杂度降为O(N). 可见,相比于
QP求解,本文算法确实可快速修正控制量.

尽管本文算法无法保证每次修正都能达到实际最

优控制量,但由于每个时刻都对控制量进行修正,且
在文中所选的步长下,修正后的控制量一定不比慢时
标层下发的控制量差,因此,快速率层能够一定程度
上弥补慢速率层开环求解优化问题产生的不准确,并

能快速利用系统的实测输出进行反馈校正,实现MPC
对快速系统的控制.

注注注 1 关于闭环系统的稳定性问题,因没有对噪声干

扰及模型失配的具体描述,只能对名义系统进行讨论.若无噪

声干扰和模型失配,且将系统控制目标设为状态空间的原点,

则根据第4.1节的描述及最优性原理可知实时修正环节求得

的∆U = 0,施加给被控对象的控制量即为慢速率层求解问

题(3)所得的控制量,系统预测状态x(k + i|k)与实际状态
x̄(k + i)一致(i = 1, · · · ,m),闭环系统的名义稳定性可以保

证[25–26].

5 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
为验证本文算法的有效性,本节分别将电枢控制

直流电机和倒立摆作为被控对象,对它们数学建模,
得到式(16)描述的连续时间动态微分方程.{

ẋ(t) = Ãx(t) + B̃u(t),

y(t) = C̃x(t).
(16)

对于直流电动机,式(16)中参数如下[13–14]:

Ã =


− 1

Ts

0 0

1

TlRc

− 1

Tl

− 1

TlRc

0
Rc

Tm

0

 ,

B̃ =


Ks

Ts

0

0

 , C̃ =


0

0
1

Ce


T

,

其中: Uc为控制电压, Ud0为整流器平均输出直流电

压, E为电机的反电动势,其结构见图4.

图 4 电枢控制直流电动机结构图

Fig. 4 Armature control DC motor structure diagram

系统状态向量为x(t) = (Ud0, Id, E)T, Id为直流
电机的电枢电流,控制量u(t)为调节触发装置的控制

电压.矩阵中的各参数分别为电枢回路总电阻Rc =

0.5Ω,整流装置中的晶闸管放大系数Ks = 40,整流
装置中三相桥式电路的平均失控时间Ts = 0.0017 s,
直流电机的电磁时间常数Tl = 0.03 s,机电时间常数
Tm = 0.18 s,电势系数Ce = 0.132V ·min /r.

取

T = 0.002 s, x(0) = (0, 0, 0)T, umax = 90,

P = M = N = 60, Q = diag{1, · · · , 1, 20},
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R = diag{0.1, · · · , 0.1}.

此时无输出约束,属盒子约束问题.

经多次仿真统计,在上述参数下, QP求解器完成
一次计算的平均时间为0.013706 s,而慢速率层获取
修正控制量的平均时间为0.000981 s. 实时修正可在
周期T内完成,而一次优化求解需要5–10个周期.考
虑一定余量,取m = 10. 同时采用一步修正. 设控制
目标为使直流电机的转速跟踪设定轨迹,该设定轨迹
为在 t = 0 s时, n = 200 (r/s); t = 0.1 s时,降为n =

50 (r/s).

分别采用传统MPC(因QP求解器效率限制,控制
器只能每隔m个采样周期将优化所得的第m+ 1至

第m+ 2m个控制量输送给被控对象), PID, DSF-
MPC控制,且假设响应过程无噪声干扰及模型失配等
因素,则控制效果见图5.

图 5 无噪声及模型失配时的控制效果图

Fig. 5 Control results without noise and model mismatch

相比常用于控制快速系统的PID算法, MPC算法
具备直接处理约束、提前反应等优势. 从图5可见,该
仿真中MPC的调节时间优于PID,且在设定值发生改
变时会提前反应.另外,该情况下系统的预测状态等
于实测状态,实时修正模块未起作用,故DSF–MPC和
传统MPC的响应曲线基本一致.

若系统受到来自电网电压的形如ω = sin t的噪声

干扰,且系统建模存在1%∼ 5%的参数误差,则分别
使用3种控制器得到的控制结果见图6.

由图6可见, PID的调节时间和超调量都明显增加,
但DSF–MPC继承了传统MPC优点的同时能快速反
应,控制效果优于PID,解决了传统MPC难以在快速
系统中应用的问题.
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图 6 有噪声及模型失配时的控制效果图

Fig. 6 Control results with noise and model mismatch

对于倒立摆系统,式(16)中参数如下[15–16]:

Ã =



0 1 0 0
m2

pL
2g

I(mp +mc) +mpmcL2
0 0 0

0 0 0 1

−
m2

pL
2g

I(mp +mc) +mpmcL2
0 0 0


,

C̃ =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
,

B̃ = [0 − mpL

I(mp +mc) +mpmcL2

0
I +mpL

2

I(mp +mc) +mpmcL2
]T.

4个状态分别为摆杆偏角、摆杆角速度、小车位
移、小车速度.系统输入为对摆杆的控制力. GIP-100-
L单轴倒立摆实验系统的实际参数为: mp=0.07 kg

(摆杆质量); mc = 1.32 kg(小车质量); 2L = 0.4m

(摆杆长度); g = 10m/s2.

取

T = 0.008 s, x(0) = (0, 0, 0, 0.1)T,

P = M = N = 40, ymax = (0.52, 0.1)T,

umax = 6, , Q1 = diag{300, 1, 200, 20},
Q2 = 0.5Q1, Q3 = 0.01Q1,

R = diag{0.02, · · · , 0.02},

Q=diag{Q3, · · ·,Q3︸ ︷︷ ︸
20

Q2, · · ·,Q2︸ ︷︷ ︸
10

Q1, · · ·,Q1︸ ︷︷ ︸
10

}.

在上述参数下, QP计算平均耗时为0.012127 s,实
时修正平均耗时为0.000806 s,故取m = 3. 无噪声干
扰及模型失配时传统MPC与DSF–MPC的控制效果一
致,此处不再展示.

若系统受到噪声ω = 0.001 · sin t的干扰且系统

建模存在1%∼5%的参数误差,则3种控制方法所得控
制结果见图7. 此时传统MPC已经无法保使系统稳定,
在保证所有约束的前提下,与PID的控制结果相比,
DSF–MPC的超调更小、调节时间更短.

进一步,令

umax = 10, x(0) = (0, 0, 0, 0.4)T,

则PID和DSF–MPC的控制效果见图8. 若摆杆受到较
大扰动(幅值大于0.4 rad), PID将无法让摆杆角度和小
车位移都控制在约束内,会出现摆杆调节稳定、小车
匀速直线运动的情况,这在实际应用中是不允许的.
但上述情况下, DSF–MPC仍然可以保持较好的控制
效果且控制量的波动更轻微,这有利于保护执行器的
电机.
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图 7 小偏角下有噪声及模型失配时的控制效果图
Fig. 7 Control results with noise and model mismatch

when facing small deflection
图 8 大偏角下有噪声及模型失配时的控制效果图

Fig. 8 Control results with noise and model mismatch

when facing big deflection

6 结结结论论论(Conclusions)

本文针对因QP求解器计算效率有限而导致在快
速系统中MPC算法可能会在单个采样周期内无法完
成一次控制量在线优化问题,提出了DSF–MPC算法.
该算法采用双速率框架将实时控制量的求取放到两

个时间尺度上完成,慢速率层每隔mT时间完成一次

滚动优化,然后将结果下发给快速率层并基于系统实
测状态开始新一轮优化求解;快速率层则根据每T时

刻的系统实测信息,在慢速率层下发控制量的基础上,
对控制量实时修正,然后施加给对象.此外,对DSF-
MPC算法计算量分析及MATLAB仿真结果验证了它
在修正控制量时的快速性及控制的有效性.
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