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摘要:本文针对特定频段的干扰信号,为多模态跳变系统设计给定时间控制器,在给定时间内设法使各模态轨迹
在期望范围受限运动,且具有更强的干扰抑制能力. 所提控制方案不仅从时间角度为降低跳变系统控制器设计的
保守性提供了思路,频段信息的引入也从频率角度降低了设计结果的保守性. 仿真示例验证了所提算法的有效性
以及优越性.
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Finite frequency H∞ control for jump systems over given time interval
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Abstract: To guarantee the state trajectories of different modes stay within the desired bound in given time interval and
have better disturbance rejection level, the given time controller is designed for jump systems subject to external distur-
bances with specific frequency. The proposed control scheme provides new thought for reducing engineering conservation
of controller design for jump systems not only from the perspective of time, but also from frequency domain by introducing
frequency information into controller design. Simulation example verifies the effectiveness and advantages of the proposed
algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
现代工程领域中,存在很多既含时间状态演化,又

有事件模态驱动的混杂动态系统,特别地,由于随机
突变现象引起系统的行为、参数甚至结构发生变化,
若变化符合Markov特性,则称此类系统为Markov跳
变系统[1–2]. 基于Lyapunov渐近稳定理论,跳变系统
的随机稳定与镇定、鲁棒控制、H∞控制等已经得到

了充分的研究,形成了比较完备的理论体系[3–6]. 很多
实际系统,例如生化反应系统、通信网络系统、机器人
操控系统等,人们更感兴趣的常常是其能否在有限的
短时间内满足暂态要求. 因此如何在生产实际要求的
短时间内,对跳变系统的暂态行为进行分析与综合,
同样受到了学者们的关注,其有限时间稳定[7]、有限

时间镇定[8]、有限时间H∞控制
[9]等问题的解决,为降

低跳变系统一般渐近稳定的工程保守性提供了方法.

在上述跳变系统研究中,无论是基于渐近稳定理
论的无穷时间区域H∞控制,还是基于有限短时间稳

定理论的有限时间H∞控制,其H∞性能指标是个全频

段的指标,即要求所有子系统对全频域的噪声具有同
样的干扰抑制水平. 而除了白噪声,任何噪声的绝大
多数能量都集中在一定频率范围内,由于不能凸显有
限频率范围特性,导致已有的H∞控制方法具有较大

的保守性. 广义KYP(Kalman-Yakubovich-Popov)引
理的提出[10],为解决有限频段H∞控制问题带来了全

新的思路. 由于广义KYP引理能够直接刻画和处理特
定频段性能指标,使得基于有限频段的H∞

控制方法[11–12]、滤波器设计[13–14]和故障检测[15–16]等

受到了广泛关注,但以上文献主要针对基于时间演化
的所谓单一模态系统,对于既含时间演化又有事件驱
动的多模态跳变系统还没有文献涉及,进一步,如何
考虑跳变系统在给定时间内的有限频段H∞控制问题

更具挑战性.

本文不仅考虑具有特定频段的噪声干扰信号,而
且考虑系统在给定时间内的暂态性能,从频率和时间
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两个角度,研究基于有限频段的跳变系统给定时
间H∞控制器设计方法. 通过限定各子系统传递函数
的最大奇异值小于给定值,确保整个系统在特定频段
具有H∞干扰抑制水平. 再利用GKYP引理,结合有限
短时间稳定理论,获取给定时间H∞控制器存在的充

分条件.与已有的全频段给定时间H∞控制方法相比,
该方法具有更好的扰动抑制能力.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
给定完备概率空间(Ω,F,Θ),考虑如下连续时间

Markov跳变系统:

ẋ(t) = A(r(t))x(t) +B(r(t))u(t)+

Bω(r(t))ω(t),

z(t) = C(r(t))x(t) +Dω(r(t))ω(t),

x(0) = x0, r(0) = r0,

(1)

其中: x(t) ∈ Rn是系统的状态向量, u(t) ∈ Rp是控

制向量, z(t) ∈ Rl为被控输出, ω(t)是有限频段干
扰 输 入,且 ω(t) ∈ L2[ϖ1, ϖ2]. A(r(t)), B(r(t)),
Bω(r(t)), C(r(t)), Dω(r(t))是适当维数的与模态相

关的系数矩阵,其中r(t)代表了系统的模态,取值于有
限集合S = {1, 2, · · · , s},在 t时刻, r(t) = i, i ∈ S.
x0, r0分别代表了系统的初始状态与初始模态. 系统
模态间的跳变率可表示为

Pr{rt+∆t = j|rt = i} ={
πij∆t+ o(∆t), i ̸= j,

1 + πii∆t+ o(∆t), i = j,

其中∆t > 0, o(∆(t))为∆(t)的无穷小量,且对于每

一模态都有πii = −
s∑

j=1,i ̸=j

πij , πij > 0, i ̸= j. 为方

便描述分别用Ai, Bi, Bωi, Ci, Dωi来表征A(r(t)),
B(r(t)), Bω(r(t)), C(r(t)), Dω(r(t)). 则系统 (1)可
写为 {

ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t)+Bωiω(t),

z(t) = Cix(t)+Dωiω(t).
(2)

考虑如下状态反馈控制器:

u(t) = Kix(t),

可得闭环控制系统{
ẋ(t) = Āix(t)+Bωiω(t),

z(t) = Cix(t)+Dωiω(t),
(3)

其中Āi = Ai +BiKi.

本文主要对噪声干扰的频率特性进行研究,从而
实现对特定频段性能指标的刻画,故需要如下广义
KYP引理.

引引引理理理 1(适用于多模态系统的广义KYP引理[10])
对于闭环系统(3),给定对称矩阵Π和Ξ ,以下描述是

等价的:

1) 有限频段不等式:(
Gi (jω)

I

)T

Π

(
Gi (jω)

I

)
< 0, ϖ1 6 ω 6 ϖ2,

2) 存在对称矩阵Pi, Qi,且Qi > 0,且

ETΞE + FTΠF < 0,

其中: E =

(
Āi Bωi

I 0

)
, F =

(
Ci Dωi

0 I

)
.

注注注 1 由于本文考虑的是处于中频段干扰及其有限频

段H∞性能指标,故取

Ξ =

(
−Qi Yi + jϖcQi

∗ −ϖ1ϖ2Qi

)
,ϖc =

(ϖ1 +ϖ2)

2
,

Π =

(
I 0

0−γ2I

)
,

则描述1)与∥G(jω)∥ϖ1<ω<ϖ2
∞ < γ等价,即与H∞性能指标

相对应.若考虑其他性能指标,则Π可取其他形式. 若考虑低

频段或高频段的干扰噪声,则Ξ可取其他形式.

另外本文考虑的是闭环系统 (3)在有限时间内的
暂态行为,需作如下定义.

定定定义义义 1 对于系统 (3),如果对于ω(t) = 0,存在
0 < c1 < c2,其中: c1是状态初始域, c2是轨迹运动上
界, T > 0, R > 0,使下式成立:

xT(0)Rx(0) 6 c21 ⇒
E
{
xT(t)Rx(t)

}
6 c22, ∀t ∈ [0, T ],

则称系统(3)对于(c1, c2, T,R)是有限时间稳定的.

在给出主要结果之前还需如下引理:

引引引理理理 2 (Reciprocal Projection Lemma[17]) 对于

任意给定正定矩阵P ,不等式Ψ + S + ST < 0与以下

线性矩阵不等式等价:(
Ψ + P − [W ]r ST +WT

∗ −P

)
< 0,

其中[W ]r = W +WT.

引引引理理理 3 (Gronwall不等式[18]) 令v(t)为非负函

数,且

v(t) 6 a+ b
w t

0
v(s)ds, 0 6 t < T,

那么对于常数a, b > 0,可以得到如下不等式

v(t) 6 aebt, 0 6 t < T.

引引引理理理 4 (投影定理[19]) 对给定矩阵Γ,Λ,Θ,存在
矩 阵F满 足ΓFΛ+ (ΓFΛ)

T
+ Θ < 0,当 且 仅

当Γ⊥ΘΓ⊥T
< 0, ΛT⊥

ΘΛT⊥T

< 0.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
以下定理针对有限频段的干扰信号,给出使系
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统(3)具有特定频段干扰抑制水平的H∞控制器存在的

充分条件.

定定定理理理 1 对于已知参数γ > 0,若存在对称矩阵
Ȳi, Q̄i > 0,矩阵K̄i和F̄i满足以下线性矩阵不等式:

−Q̄i Θ̄12 0 0

∗ Θ̄22 F̄T
i Bωi CT

i

∗ ∗ −γ2I DT
ωi

∗ ∗ ∗ −I

 < 0, (4)

则闭环系统(3)满足有限频段H∞性能指标γ,且控制
器参数由下式得到:

Ki = K̄iF̄
−1
i ,

其中:

Θ̄12 = Ȳi + jϖcQ̄i − F̄i, Ȳi = F̄T
i YiF̄i,

Θ̄22 = −ϖ1ϖ2Q̄i +
[
AiF̄i +BiK̄i

]
r
.

证证证 对式(4)左乘右乘diag{Fi, Fi, I, I},其中Fi

= F̄−1
i ,得

−Qi Θ12 0 0

∗ Θ22 FT
i Bωi CT

i

∗ ∗ −γ2I DT
ωi

∗ ∗ ∗ −I

 < 0,

其中:

Θ12 = Yi + jϖcQi − Fi, Qi = FT
i Q̄iFi,

Yi = FT
i ȲiFi, Θ22 = −ϖ1ϖ2Qi + [FT

i Āi]r.

利用Schur补引理对上式进行变形得−Qi Θ12 0

∗ Θ22 + CT
i Ci Θ23

∗ ∗ Θ33

 < 0, (5)

其中:

Θ23 = FT
i Bωi + CT

i Dωi,

Θ33 = −γ2I + CT
i Dωi.

进一步对式(5)整理得

JΞJT +HΠHT + [ΓFΛ]r < 0, (6)

其中:

J =

(
I 0 0

0 I 0

)T

, Ξ =

(
−Qi Yi + jϖcQi

∗ −ϖ1ϖ2Qi

)
,

Π =

(
I 0

0 −γ2I

)
, H =

(
0 Ci Dωi

0 0 I

)T

,

Γ = (−I Āi Bωi )
T, Λ = (0 I 0).

利用引理4,式(6)可转化为:

U
(
JΞJT +HΠHT

)
UT < 0,

WT
(
JΞJT +HΠHT

)
W < 0,

(7)

其中:

U = Γ⊥ =

(
ĀT

i I 0

BT
ωi 0 I

)
,

W = Λ⊥ =

(
I 0 0

0 0 I

)T

.

式(7)可改写为

ETΞE + FTΠF < 0. (8)

利用广义KYP引理1,式(8)等价于(
Gi (jω)

I

)T

Π

(
Gi (jω)

I

)
< 0,

GiT (jω)Gi (jω)− γ2I < 0,

即∥G(jω)∥ϖ1<ω<ϖ2

∞ < γ,即满足有限频段H∞性能

指标.

注注注 2 由于定理条件 (4)中存在复变量,用线性矩阵不
等式工具箱无法处理,所以需对其进行转换.根据文献[16],

不等式S1 + jS2 < 0可等同为

[
S1 S2

−S2 S1

]
< 0,则条件(4)转

化为 (
S̄1 S̄2

−S̄2 S̄1

)
< 0, (9)

其中:

S̄1 =


−Q̄i Ȳi − F̄i 0 0

∗ Θ̄22 Bωi F̄T
i

∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ −I

 ,

S̄2 =


0 ϖcQ̄i 0 0

−ϖcQ̄i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

此外,闭环系统(3)不仅需要具有特定频段的抗干扰能力,还

需确保其有限时间稳定. 以下定理给出系统(3)的有限时间稳

定充分条件.

定定定理理理 2 已知参数 α > 0, c2 > c1 > 0, T > 0,
若存在对称矩阵Ȳi, P̄i > 0和矩阵F̄i, K̄i,满足以下线
性矩阵不等式:−[F̄i]r F̄T

i AT
i + K̄T

i B
T
i + P̄i M̄

∗ (πii − α)P̄i 0

∗ ∗ −
⌢

P

 < 0, (10)

R−1λ1 < P̄i < R−1λ2, (11)

c21λ2e
αT − c22λ1 < 0, (12)

则系统(3)关于(c1, c2, T,R)是有限时间稳定的,且控
制器参数由下式得到

Ki = K̄iF̄
−1
i ,

其中:
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M̄ = (
√
πi1F̄

T
i

√
πi2F̄

T
i · · · √πi(i−1)F̄

T
i√

πi(i+1)F̄
T
i · · · √πisF̄

T
i ),

⌢

P = diag{P̄1, P̄2, · · · , P̄i−1, P̄i+1, · · · , P̄s}.

证证证 首先证明系统的有限时间稳定性,取Lyapu-
nov函数为 V (x) = xT(t)Pix(t),对式 (10)左乘右乘
diag{Fi, I, · · · , I},得−[Fi]r ĀT

i +KT
i B

T
i + FT

i P̄i N̄

∗ (πii − α)P̄i 0

∗ ∗ −
⌢

P

 < 0,

其中:

N̄ =
(√

πi1

√
πi2 · · ·

√
πi(i−1)

√
πi(i+1) · · ·

√
πis

)
.

利用Schur补引理对上式进行变形得(
−(Fi + FT

i ) +∆ ĀT
i + FT

i P̄i

∗ (πii − α)P̄i

)
< 0,

其中:

P̄i = P−1
i =R−1/2P̃−1

i R−1/2,

∆ =
s∑

i=1

πijPj − πiiPi.

对上式左乘右乘diag{I, Pi},可得(
−[Fi]r +∆ ĀT

i Pi + FT
i

∗ (πii − α)Pi

)
< 0. (13)

利用引理2,令

Ψ =
s∑

j=1

πijPj − αPi, S
T = ĀT

i Pi,

P = (α− πii)Pi, W = FT
i ,

则式(13)可转化为

ĀT
i Pi + PiĀi +

s∑
j=1

πijPj − αPi < 0. (14)

对Lyapunov函数作弱无穷小算子运算得

ζV (x(t)) = xT(t){
s∑

j=1

πijPj + ĀT
i Pi + PiĀi}x(t),

则

ζV (x(t))− αV (x(t)) =

xT(t){
s∑

j=1

πijPj + ĀT
i Pi + PiĀi − αPi}x(t),

由式(14)可得

ζV (x(t)) < αV (x(t)),

对上不等式两边同时取0到t的积分并取其数学期望

得

E {V (x(t))}<V (x(0))+α
w t

0
E {V (x(s))}ds,

(15)

根据引理3,式(15)可转化为

E {V (x(t))} < V (x(0))eαt, (16)

则不等式(16)左边可转化为

E {V (x(t))} = E
{
xT(t)Pix(t)

}
=

E{xT(t)R1/2P̃iR
1/2x(t)} >

λmin(P̃i)E
{
xT(t)Rx(t)

}
, (17)

不等式(16)右边可转化为

V (x(0))eαt = xT(0)R1/2P̃iR
1/2x(0)eαt 6

λmax(P̃i)x
T(0)Rx(0)eαt 6

λmax(P̃i)c
2
1e

αt. (18)

结合条件(17)与(18),不等式(16)可转化为

E
{
xT(t)Rx(t)

}
6 λ2

λ1

c21e
αt.

结合条件(12)可有

E
{
xT(t)Rx(t)

}
6 c22,

则系统(3)关于(c1, c2, T,R)是有限时间稳定的.

最后,综合定理1和定理2所得结果,得到基于给定
时间的有限频段H∞最优控制器存在的充分条件.

定定定理理理 3 已知参数 α > 0, c2 > c1 > 0, T > 0,
若存在对称矩阵Ȳi, P̄i > 0, Q̄i > 0和矩阵F̄i, K̄i,通
过以下算法可以得到系统在给定时间内的有限频段

H∞控制器参数Ki和最优H∞性能指标γ:

min γ,

s.t. 式(4)(10)− (12).

注注注 3 考虑全频段干扰噪声,该闭环系统(3)的状态反
馈H∞控制器Ki可通过求解以下LMIs得到

λ3R < Xi < λ4R, (19)

c21λ4 − c22e
−αTλ3 < 0, (20)

Γ Bωi XiC
T
i ∆

∗ −γ2I Dωi 0

∗ ∗ −I 0

∗ ∗ ∗ χ

 < 0, (21)

其中:

Γ = AiXi +BiYi +XiA
T
i + YiB

T
i − αXi + πiiXi,

δ = (
√
πi1Xi

√
πi2Xi · · · √πi(i−1)Xi√

πi(i+1)Xi · · ·
√
πisXi),

χ = diag{X1, X2, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , Xs},

所求控制器参数为

Ki = YiX
−1
i .

证明过程类似文献[9],由于篇幅限制此处略去. 那么通过以
下优化算法可以得到系统在给定时间内的全频段最优H∞性

能指标γ:

min γ,

s.t. 式(19)− (21).
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4 仿仿仿真真真示示示例例例(Simulation example)
考虑如下参数的三模态连续时间马尔科夫跳变系

统:

A1 =

[
1 −0.4

2 0.81

]
, A2 =

[
0.4 −0.26

0.9 1.13

]
,

A3 =

[
0.2 −1.1

0.2 0.4

]
, B11 = [1 1]T,

B12 = [1 1]T, B13 = [2 −1]T,

Dω11 = 0.2, Dω12 = 0.3, Dω13 = 1.1,

Bω1 = [−0.4 0.3]T, Bω2 = [0.2 0.26]T,

Bω3 = [0.5 −0.3]T, C11 = [0.5 0.4],

C12 = [0.1 0.3], C13 = [0.4 0.3],

其跳变率矩阵为

Ω =

−0.8 0.3 0.5

0.4 −0.6 0.2

0.6 0.3 −0.9

 ,
取c21 = 1, c22 = 5, R = I4, T = 6, α = 0.1, r0 = 1,
系统初始状态为x0 = [1.5 0.2]T,干扰输入为ω(t)

= sin(4π/3t),由定理1可得控制器参数为

K1 = [−2.4914 −4.4651],

K2 = [−1.5602 −4.5250],

K3 = [−19.9697 −7.2392].

图1为系统的模态跳变图,图2给出系统未受控制
作用下开环系统的状态响应曲线,图3给出了闭环控
制系统的状态轨迹图. 可以看出系统的状态响应在未
经控制器作用时是不稳定的,经过控制器作用后,系
统轨迹在给定时间内受限运动.

此外,本文还讨论了频带宽度对H∞性能指标γ的

影响,见表1. 从表1可以看出,频带宽度越窄, H∞性

能指标γ越小,即干扰抑制能力越强. 同时,系统其他
关键参数的耦合关系见表2,由表2可以看出,随着干
扰抑制需求的降低,状态轨迹允许的最大初始域c1有

所增加,最小上界c2逐渐降低.

图 1 闭环系统模态跳变图
Fig. 1 The curve of jump modes of closed-loop system

图 2 开环系统状态响应曲线
Fig. 2 The state response curve of open-loop system

图 3 闭环控制系统状态轨迹

Fig. 3 The state trajectory of closed-loop system

表 1 频段宽度与最优性能指标γ的关系

Table 1 Relationship between the frequency width and
optimal performance specification γ

ϖ1 ϖ2 γ

6π/12 13π/12 1.1094

7π/12 13π/12 1.1091

8π/12 13π/12 1.1094

9π/12 13π/12 1.1094

10π/12 21π/12 1.1094

10π/12 19π/12 1.1094

10π/12 17π/12 1.1094

10π/12 15π/12 1.1094

10π/12 13π/12 1.1094

表 2 α, γ与最大c1和最小c2的关系

Table 2 Relationship between α, γ, the maximum c1
and the minimum c2

α 0.2 0.2 0.2 0.2 0.15 0.10 0.05

γ 1.4 1.6 1.8 2.0 2.0 2.0 2.0

c1 0.0053 0.0066 0.0078 0.0078 0.0168 0.0234 0.0301

c2 2.6958 2.6185 2.6024 2.5926 2.5465 2.5564 2.5194

不仅如此,通过定理3中的优化算法,可得最优H∞

性能指标为γ=1.1026. 而相同初始条件下,对全频段
噪声情况下的有限时间状态反馈控制器进行设计,可
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得全频域干扰噪声情况下的最优H∞性能指标

为γ=1.1457. 可见,本文基于有限频段的抗干扰能力
相对于全频域情形提高了约3.8%.

总之,以上对于仿真结果的验证,较好地显示出了
本文所得结果的有效性与优越性.

5 结结结语语语(Conclusions)
本文主要针对噪声干扰的频率特性,设计了跳变

系统在给定时间内的有限频段H∞控制器. 本文所得
结果从时间和频率两尺度入手,提高了被控系统的干
扰抑制水平,降低了设计的保守性. 本文还通过数值
仿真,更加清晰地凸显出该设计的正确性与优越性.
此外,后期工作将围绕带有通信时滞的跳变系统的有
限频段H∞控制器设计进行研究.
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