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摘要:当传统扩张状态观测器(ESO)的状态初值与系统的状态初值相差较大时,普遍存在微分峰值现象.为了消
除这种现象,本文给出了用双曲正切非线性函数构造ESO的一般形式,并且用Lyapunov函数证明了二阶ESO的误差
系统为渐近稳定. 然后又利用双曲正切函数自身的饱和特性,设计出一种时变ESO,可以实现微分峰值的有效抑制.
最后,把这种ESO的仿真结果与经典ESO的仿真结果进行对比,表明这里提出的ESO能够有效抑制微分峰值现象,
并可以获得系统状态变量和非线性扰动的精确估计.
关键词: 扩张状态观测器; Lyapunov函数;时变参数;微分峰值现象;状态估计;不确定系统
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Time-varying parameter second-order extended state observer based on
hyperbolic tangent function
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Abstract: The derivative peaking phenomenon in the traditional extended state observer (ESO) usually occurs when the
initial difference between the initial value of the traditional ESO and the initial value of the system state variable is large. To
deal with this phenomenon, we derive the general form of the ESO based on the nonlinear hyperbolic tangent function, and
use Lyapunov functions to prove the asymptotic stability of the second-order ESO error system. Then, we make use of the
self saturation characteristic of the hyperbolic tangent function to design a second-order ESO with time-varying parameters,
which can effectively suppress the derivative peaking phenomenon. Comparing the simulation result of this type of ESO
with that of the traditional ESO, we find that the proposed ESO can effectively inhibit the derivative peaking phenomenon,
and obtain the accurate estimation for both system state variables and nonlinear disturbances.
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1 引引引言言言(Introduction)
自抗扰控制技术提出多年以来,在国内外已经得

到了大量的应用. 近年来,自抗扰控制(auto disturban-
ce rejection controller, ADRC)作为一种可解决不确定
非线性系统控制问题的有效方法而得到了广泛深入

的应用与基础理论研究[1]. 扩张状态观测器(extended
state observer, ESO)是自抗扰控制技术的核心部分,
可实现反馈量以及干扰量的在线估计.
文献[2]采用非线性函数设计了最初的ESO,给出

了非线性函数构造的准则,并对利用fal(·)和fhan(·)函
数的经典扩张观测器进行了系统论述. 文献[3]设计了
一种线性高增益扩张观测器,通过选取充分大的增益
参数来保证估计精度.文献[4]提出了一种三阶离散的

线性ESO结构,并对其稳定性进行了分析.文献[5]利
用非连续的分段Lyapunov函数进行二阶扩张状态观
测器的误差分析与估计,并用多Lyapunov函数方法证
明了系统的稳定性. 文献[6]针对输出带有测量噪声的
控制对象提出了2种基于反正切非线性函数的改进
ESO方案,取得较好的控制效果.文献[7]在基于ESO
观测回路时间尺度不变的假设条件下给出了一种基

于受控系统时间尺度的ADRC控制器参数整定方法.
文献[8]提出一种有限时间线性扩张状态观测器,保证
观测误差有限时间有界,实现快速、准确地观测系统
中的未知扰动及状态,给出了观测器参数与观测误差
收敛速度、稳态观测误差间的解析关系式. 文献[9]针
对不确定性的非线性系统,采用高增益消除系统内部
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及外部干扰,并给出了误差收敛性证明,对初始阶段
估计值的微分峰值进行了观测和分析.文献[10]针对
快速变化的正弦扰动,对广义扩展状态观测器(ESO)
的性能进行了分析.文献[11–13],在不同领域采用
ESO对系统状态和不确定性进行估计,结合各自的控
制策略进行了应用和研究.以上大部分文献在系统稳
定性证明基础上,对未知扰动及状态的估计准确性和
快速性进行研究和应用,未针对ESO的初始值与被观
测系统状态的初始值不同并存在较大误差时的估计

效果进行分析和研究.而扩张状态观测为保证估计精
度,往往采用高增益系数;在ESO的初始值与被观测
系统状态的初始值存在较大误差的情况下, ESO普遍
存在微分峰值现象[3]. 因此有必要针对微分峰值现象
对ESO进行深入的分析和研究.
本文在分析双曲正切函数自身特性基础上,给出

通过双曲正切非线性函数构造扩张状态观测器的一

般形式,利用Lyapunov函数证明二阶扩张状态观测器
误差系统渐近稳定;针对传统扩张状态观测器(ESO)
状态的初始值与系统状态变量初始值在初始阶段的

误差较大时普遍存在的微分峰值现象,利用双曲正切
函数自身饱和特性设计时变参数的扩张状态观测器

来实现其有效抑制.

2 基基基于于于双双双曲曲曲正正正切切切函函函数数数的的的扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器的的的

设设设计计计 (The design of extended state observer
based on hyperbolic tangent function)

2.1 双双双曲曲曲正正正切切切函函函数数数的的的特特特性性性(Characteristic of hyper-
bolic tangent function)
双曲正切函数为奇函数,单调性: (−∞,+∞)单

调递增且光滑连续;双曲正切函数导数为1/ cosh2 x,
其恒不为0. 由于双曲正切函数的值域为(−1, +1),
具有饱和特性;当x = 0时, tanh(x) = tanh(0) = 0,
由文献[2, 14]知双曲正切函数满足非线性扩张状态观
测器中非线性函数的选取条件.

定义双曲正切非线性函数: tanhFal(e, α, β) =
α · tanh(β · e);式中: e为函数输入变量; α, β分别为
调整函数形状和幅值的变量,可调节tanhFal函数的函
数值和变化率.将双曲正切非线性饱和函数与传
统Fal函数进行比较,函数值用y表示,如图1所示.

图 1 双曲正切非线性函数与传统Fal非线性函数对比
Fig. 1 Comparison of hyperbolic tangent nonlinear function

and traditional Fal nonlinear function

图1中,在x = 0的邻域内,即|x|很小时,即当x →
0时, tanh(x) → x,它近似为线性函数,并且斜率较
小,在误差|e| 6 δ(δ > 0为可调参数)范围内可以兼顾
滤波和观测效果.

2.2 扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器的的的设设设计计计 (The design of the
ESO)
对于系统

ẋ1 = f(x1, x2,v(t)) + b · u(t), (1)

其中: b > 0, f(·)为含系统未知非线性扰动的函数,且
有界; v(t)为未知扰动. u(t)为系统控制输入,令x2 =

f(·)为系统的扩张状态变量,并记ẋ2 = ω(t), y(t)为
系统的量测输出,则系统可扩张为

ẋ1 = x2 + b · u(t),
ẋ2 = ω(t),

y(t) = x1.

(2)

上式所示的非线性系统可以利用非线性双曲正切函

数构造出扩张状态观测器:
e1(t) = z1(t)− y(t),

ż1(t) = z2(t)− a1 · e1(t) + b · u(t),
ż2(t) = −tanhFal(e1(t), a2, b2),

(3)

其中: a1 > 0, a2 > 0, b2 > 0;适当选取参数a1, a2,
则扩张状态观测器(3)可以精确估计出系统(2)的所
有状态变量x1(t), x2(t);即z1(t) → x1(t), z2(t) →
x2(t),且x2(t) = f(·).
2.3 扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器误误误差差差系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性证证证明明明(Sta-

bility prove of the ESO error system)
令

e1(t) = z1(t)− y(t) = z1(t)− x1(t),

e2(t) = z2(t)− x2(t).

假定ẋ2 = ω(t)并且|ω(t)| 6 ω0,其中ω0 > 0为常值,
则扩张状态观测器系统(3)与系统(2)的误差方程为{

ė1(t) = e2(t)− a1e1(t),

ė2(t) = −tanhFal(e1(t), a2, b2)− ω(t).

(4)

下面证明ESO的误差系统(4)在平衡点处渐近稳
定,记X1=e1(t), X2=e2(t)− a1e1(t),则式(4)可以
表示为{

Ẋ1 = X2,

Ẋ2 = − tanh Fal(e1(t), a2, b2)− ω(t)− a1X2.

(5)

针对系统(5)构造李雅普诺夫函数. 在e1(t) = 0的

邻域内tanh(b2 · e1(t)) ≈ b2 · e1(t),因此可以令式(5)
的非线性函数用b2 · e1(t)替代,使其成为线性系统,构
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造二次型函数如下:

W (t) = −a2 · b2 ·X2
2 . (6)

利用巴尔巴辛公式[15]可得Lyapunov函数为

V (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 X2

1 2X1X2 X2
2

0 1 − a2b2 0

0 0 − a1 − a2b2
−a1 0 1 − a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 − a2b2 0

1 − a1 − a2b2
0 1 − a1

∣∣∣∣∣∣∣
=

a2b2X
2
1 +X2

2 . (7)

还原非线性系统的李雅普诺夫函数有

V (t) = 2a2

w e1(t)

0
tanh(b2 · e1(t))de1(t) +X2

2 . (8)

求导可得

V̇ (t) =
∂V

∂X1

Ẋ1 +
∂V

∂X2

Ẋ2 =

2a2tanh(b2e1(t)) ·X2 +

2X2(−a2tanh(b2e1(t))− ω(t)− a1X2) =

−2X2(ω(t) + a1X2). (9)

因此,当扰动ω0 = 0时,由于a1 > 0,且X2不恒为

0, V̇ (t) = −2a1X
2
2 < 0.

针对系统(5)构造的李雅普诺夫函数是有效的,且
系统(5)的零解是李雅普诺夫渐进稳定的.

当扰动ω(t) ̸= 0时,只要X2(ω(t)+a1X2) > 0,便
有V̇ (t) < 0,此时,考虑到干扰量|ω(t)| 6 ω0且ω0 >
0,系统(5)在达到稳态时,有

Ẋ1 = X2 = 0,

Ẋ2 = −a2tanh(b2 · e1(t))−
ω(t)− a1X2 = 0.

(10)

对第2个方程取绝对值,有|tanh(b2 · e1(t))|=
ω0

a2

,

由于双曲正切函数为单调增函数,因此有状态观测器
的观测误差范围分别为

|e1(t)| 6
1

b2
tanh−1ω0

a2

, (11)

|e2(t)| 6
a1

b2
tanh−1ω0

a2

. (12)

3 基基基于于于双双双曲曲曲正正正切切切函函函数数数的的的时时时变变变参参参数数数设设设计计计(Time-
varying parameters design based on hyper-
bolic tangent function)
当ESO状态的初始值与系统状态变量初始值存在

较大误差时,在扩张状态观测器的初始时刻附近,系
统的微分信号估计和加速度信号估计会出现较大的

峰值,当选取的增益系数比较大时,会使ESO存在更
大的微分峰值.

为了消除ESO微分峰值,利用双曲正切函数的饱
和特性来设定式(3)ESO中的参数值a1, a2;使用时变
参数a11, a22进行替代,参数值a11, a22具有时变特性,
其中分别取 {

a11 = a1 · tanh(b1 · t),
a22 = a2 · tanh(b2 · t).

(13)

式(13)中: a1, a2为ESO在观测具体系统时的可调参
数. 由于该ESO的鲁棒性,都有较大的取值范围,可根
据文献[14]中“参数动态确定法”进行设计; b1, b2为
时变参量系数,为可调参数. 由于双曲正切函数的自
身饱和特性,在ESO运行的初始阶段值a11, a22的取值

会比较小,通过选择合适的时变参量系数,运用该特
性实现抑制ESO初始时刻附近的微分峰值.

4 基基基于于于双双双曲曲曲正正正切切切函函函数数数的的的时时时变变变参参参数数数ESO仿仿仿真真真分分分
析析析(Simulation analysis of time-varying para-
meters ESO based on hyperbolic tangen-
t function)
下面进行基于双曲正切函数的时变参数的二阶

ESO的仿真验证. 利用式(13)时变参数设计基于双曲
正切函数的ESO,并检验其的估计效果;并与基于文
献[2]经典Fal函数的ESO的估计效果进行对比.

设一阶系统模型为
ẋ1 = 2.0 · sin(cos t) + bu(t),

ẋ2 = ω(t),

y(t) = x1.

(14)

假设非线性扰动f(t) = 2.0 sin(cos t)未知,已知
输入u(t) = cos(0.5t), b = 3. 利用式 (3)构造二阶
ESO有

e1(t) = z1(t)− y(t),

ż1(t) = z2(t)− a11b1 · e1(t) + b · u(t),
ż2(t) = −a22tanh(b2 · e1(t)),

(15)

其中: ESO的参数值采用文献[14]中“参数动态确定
法”,取补偿矩阵的极点为p1,2=−10,确定: a1=20,
a2=75,其中: b1=1, b2=1.33;设置系统x1的初始状

态为2, ESO的初始值为[0, 0]. 当a1 = 20, a2 = 75时,
a11, a22采用式(13)的时变参数,其在0 < t < 15时的

取值情况,如图2所示. 时变参数在初始时刻具有较小
的取值,可以实现微分峰值的抑制;由于双曲正切函
数的饱和特性,在后面时刻,参数可以达到ESO的整
定参数值,从而可以保证本文提出的ESO的估计精度.

目前,大部分有关ESO的研究和应用中非线性函
数均采用文献[2]提出的Fal非线性函数,因此本文提
出的基于双曲正切非线性函数的时变参数ESO与经
典Fal非线性函数ESO的估计效果进行了对比验证.
其中系统状态x2(t)及本文提出的基于双曲正切非线

性函数的时变参数ESO与Fal非线性函数ESO估计值
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如图3所示,本文提出的基于双曲正切非线性函数的
时变参数ESO与Fal非线性函数ESO对系统状态x2估

计误差值如图4所示. 由图3可知,在初始阶段, ESO状
态的初始值与系统状态变量初始值的误差为2的情况
下,基于Fal非线性函数的ESO对系统状态x1(t)的微

分状态x2(t)的估计出现了峰值现象,即对非线性扰
动f(t)信号的估计的最大峰值达到6.23,为其初始值
误差的3.115倍,如果利用该峰值信号来确定系统控
制输入量,将影响系统的控制效果.而基于tanhFal非
线性函数的时变参数ESO可以有效抑制初始阶段系
统状态x1(t)的微分状态x2(t)的估计值的峰值.由图4
可知,在初始阶段,基于Fal非线性函数的ESO对x2(t)

的估计误差值为4.55,基于tanhFal非线性函数的时变
参数ESO对x2(t)的估计在其固有误差范围之内,最大
为1.65,为基于Fal非线性函数的时变参数ESO估计误
差的1/2.78.

图 2 时变参数a11, a22取值情况

Fig. 2 Value of time-varying parameters a11 and a22

图 3 系统状态x2及不同非线性函数ESO的估计值
Fig. 3 System state x2 and estimated value of ESO with

different nonlinear functions

图 4 不同非线性函数ESO对系统状态x2估计误差值

Fig. 4 Estimated error value on system state x2 of ESO with

different nonlinear functions

系统状态x1(t)及本文提出的基于双曲正切非线

性函数的时变参数ESO与文献[2] Fal非线性函数

ESO估计值如图5所示,不同非线性函数ESO对系统
状态x1估计误差值如图6所示. 由图5–6可知,在初始
阶段, ESO状态的初始值与系统状态变量初始值的误
差为2的情况下,基于Fal非线性函数的ESO对系统状
态x1(t)的估计同样出现了峰值现象,最大估计误差为
1.61,而基于tanhFal非线性函数的时变参数ESO可以
有效抑制初始阶段系统状态x1(t)的估计峰值,其最大
估计误差为0.096. 同时,在其他阶段基于tanhFal非线
性函数的时变参数ESO能够获得较高的系统状态变
量估计精度.

图 5 系统状态x1及不同非线性函数的ESO估计值
Fig. 5 System state x1 and estimated value of ESO with

different nonlinear functions

图 6 不同非线性函数ESO对系统状态x1估计误差值

Fig. 6 Estimated error value on system state x1 of ESO with

different nonlinear functions

5 结结结论论论(Conclusions)
双曲正切函数是单调递增且光滑连续的非线性函

数,具有饱和特性,在0的邻域内具有快速线性响应特
性. 本文给出利用双曲正切函数构造的扩张状态观测
器的一般形式,证明了二阶ESO观测误差系统在平衡
点处渐近稳定;利用双曲正切函数自身饱和特性设计
了基于时变参数扩张状态观测器. 仿真实验表明,该
基于双曲正切非线性函数的时变参数ESO能够有效
地抑制ESO初始值与被观测系统状态的初始值存在
较大误差的情况下微分峰值现象,同时可以精确观测
系统的状态变量和非线性扰动,因此对于扩张状态观
测器通过高增益设计消除系统内部及外部干扰及保

证估计精度的系统具有参考价值.
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