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摘要:针对微型无人直升机在狭窄空间中的轨迹跟踪问题,设计了一种可以限制直升机位置和速度的跟踪控制
器. 首先将直升机的模型简化为一个未建模的动态模型. 基于简化模型利用受限反步法设计控制器,其中在位置控
制回路用障碍李雅普诺夫函数代替传统的纯二次型李雅普诺夫函数,以此来限制直升机的位置和速度;用指令滤
波器对反步过程中虚拟控制的导数进行估计,避免了复杂的解析计算.此外,将未建模动态和指令滤波器误差合并
成有界扰动项,并设计了自适应算法对扰动的上界进行估计和补偿.稳定性分析证明了直升机的闭环跟踪误差最终
一致有界,且位置和速度始终位于预设的限制集合中. 仿真结果验证了该控制器的有效性.
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Trajectory tracking controller for miniature unmanned helicopters
with position and velocity constrains

ZOU Yao, HUO Wei†

(The Seventh Research Division, Beihang University; Science and Technology on Aircraft Control Laboratory, Beijing 100191, China)

Abstract: A trajectory tracking controller with position and velocity constraints is developed for miniature unmanned
helicopters flying in narrow space. The helicopter model is firstly simplified to one with unmolded dynamics. Based on this
model, the constrained backstepping technique is applied to design the controller, in which the barrier Lyapunov functions,
instead of traditional pure quadratic Lyapunov functions, are introduced to the position control loop for maintaining the
position and velocity constraints. Command filters are utilized to estimate derivatives of the virtual controls during the
backstepping progress such that complex analytical calculations can be avoided. Furthermore, upper bounds of the distur-
bances due to the unmodeled dynamics and command filter errors are estimated and compensated with adaptive algorithms.
The stability analysis shows that tracking errors of the closed-loop helicopter system are ultimately uniformly bounded and
its position and velocity are restricted in the prescribed sets during the tracking progress. Simulation results validate the
effectiveness of the proposed controller.

Key words: miniature unmanned helicopters; trajectory tracking; constrained position and velocity; backstepping;
barrier Lyapunov functions; command filter

1 引引引言言言(Introduction)
无人直升机可以垂直起降、悬停和低速飞行,已经

在军事和民用中被广泛使用. 无人直升机研究的一个
重要方向是微型化,微型无人直升机不但继承了全尺
寸无人直升机的特性,而且在体积、造价、机动性上更
有优势. 此外,微型无人直升机具有强耦合、欠驱动、
高非线性等特点,因此也是控制理论研究的理想实验
平台.
当前,针对微型无人直升机轨迹跟踪问题,已经出

现了许多非线性控制方法,如反步控制[1–2]、滑模控

制[3–4]、智能控制 [5–6]、模型预测控制[7–8]等. 而反步

控制可以充分利用直升机动力学性质,因此是解决微
型无人直升机轨迹跟踪问题最为流行的方法. 传统的
微型无人直升机反步控制器是基于纯二次型李雅普

诺夫函数设计的[1–2, 9–10],这些控制器在飞行过程中并
未对直升机的位置和速度进行限制,因此在狭窄空
间、室内等特殊环境中飞行时,可能会使直升机与障
碍物发生碰撞.

在反步控制设计过程中,随着系统阶数的增加,虚
拟控制的导数计算将变得越来越繁琐. 为避免复杂计
算,文献[11–12]提出了指令滤波反步法,其中虚拟控
制的导数用指令滤波器进行估计.这种指令滤波反步

收稿日期: 2015−05−26;录用日期: 2015−08−27.
†通信作者. E-mail: weihuo@buaa.edu.cn; Tel.: +86 10-82339382.
国家自然科学基金项目(61074010)资助.
Supported by National Natural Science Foundation of China (61074010).



第 10期 邹尧等: 位置和速度受限的微型无人直升机轨迹跟踪控制器 1317

法已被广泛使用. 利用指令滤波反步法,文献[13]实
现了微型无人直升机的路径跟踪,文献[14]完成了高
速水下超空泡航行体的纵向运动,文献[15]设计了四
旋翼无人机跟踪控制器,文献[16]实现了船舶电力系
统的渐近稳定. 但这种指令滤波反步法并未考虑系统
存在扰动时的情况.

另外,微型无人直升机中的未建模动态会影响直
升机的跟踪性能,需要在设计控制器时对其进行补偿.
文献[17–18]利用扰动观测器对未建模动态进行观测,
但要求观测器增益必须足够大.文献[19–20]利用神经
网络来估计未建模动态,但过多的网络节点会增加计
算的复杂度.文献[21]利用非线性阻尼技术来限制未
建模动态,但阻尼项会使控制输入变得很大.

为解决上述问题,本文利用基于障碍李雅普诺夫
函数的受限反步法[22]为微型无人直升机设计了一种

位置和速度受限的轨迹跟踪控制器,该方法利用指令
滤波器对反步法中虚拟输入的导数进行估计,并设计
自适应算法对未建模动态和滤波误差进行了补偿.闭
环系统稳定性分析证明: 所设计的控制器可实现跟踪
误差的最终一致有界性,并确保在跟踪过程中对直升
机位置和速度的限制.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
在本文中, | · |表示标量的绝对值, ∥ · ∥表示向量的

欧几里德范数, e1 = [1 0 0]T, e2 = [0 1 0]T和e3 =

[0 0 1]T表示3个单位向量, λ̄(·)和λ(·)表示方阵的最
大和最小特征值.上标“×”表示将向量x = [x1 x2

x3]
T转换为如下反对称叉乘矩阵:

x× =

 0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 .
对于x ∈ R,定义双曲正切函数tanh(x) =

ex − e−x

ex + e−x
,

对于x = [x1 · · · xn]
T ∈ Rn,定义双曲正切函数矩

阵Tanh(x) = diag{tanh(x1), · · · , tanh(xn)}.

引引引理理理 1[22–23] 对于x ∈ R,如果|x| < k,则有

ln
k2

k2 − |x|2
6 |x|2

k2 − |x|2
. (1)

引引引理理理 2[24] 对于x ∈ R,以下不等式成立:

0 6 |x| − x tanh(
x

ϵ
) 6 kqϵ, (2)

式中: ϵ > 0, kq = 0.2758满足kq = e−(kq+1).

引引引理理理 3[11–12] 对于光滑函数α(t) : R+ → R,其
导数α̇可用以下指令滤波器估计:

ˆ̇α =
ωns

s2 + 2ξωns+ ω2
n

α, (3)

其中ξ和ωn分别是阻尼比和自然振荡频率.

注注注 1 上述指令滤波器的估计误差 ˜̇α = α̇− ˆ̇α是有界

的. 由文献[25]可知,充分大的ωn可以确保估计精度.

注注注 2 反步法中虚拟控制的导数可用指令滤波器(3)进

行估计,这样就可以避免复杂的解析计算.

3 直直直升升升机机机模模模型型型(Helicopter model)
3.1 直直直升升升机机机动动动力力力学学学(Dynamics of helicopter)
直升机模型是在地球坐标系{Oxyz}和机体坐标

系{Obxbybzb}中建立的[13],其概图示于图1中. 假设
地球坐标系为惯性坐标系,将直升机视为6自由度刚
体,其动力学方程可通过牛顿–欧拉方程建立[13]:

ṗ = v, (4)

mv̇ +mge3 = R(γ)f , (5)
˙R(γ) = R(γ)ω×, (6)

Iω̇ = −ω×Iω + τ , (7)

其中: p = [px, py, pz]
T和v = [vx, vy, vz]

T分别表示

直升机的重心在地球坐标系中的位置和速度; m表示
直升机的质量; g表示重力加速度; γ = [ϕ, θ, ψ]T表示

机体的欧拉角(分别为滚转角、俯仰角和航向角);
ω = [ωx, ωy, ωz]

T为直升机的角速度在机体坐标系中

的表示; f和τ分别为直升机受到的合力和合力矩在

机体坐标系中的表示; I为惯性张量矩阵在机体坐标
系中的表示,由于直升机可近似看做关于Obxbzb平

面对称,故有

I =

 Ix 0 −Ixz
0 Iy 0

−Ixz 0 Iz

 ,
R(γ)为机体坐标系到地球坐标系的旋转矩阵:

R(γ) =

cθcψ sϕsθcψ − cϕsψ cϕsθcψ + sϕsψ

cθsψ sϕsθsψ + cϕcψ cϕsθsψ − sϕcψ

−sθ sϕcθ cϕcθ

 ,
其中: c(·) = cos(·), s(·) = sin(·).

图 1 直升机模型概图

Fig. 1 Helicopter model sketch

直升机的姿态可由3个独立分量来描述[18],但姿
态运动方程(6)却是以矩阵方程形式给出的,为减小控



1318 控 制 理 论 与 应 用 第 32卷

制器设计复杂性,可重新定义姿态运动方程. 记R的

第3列R3 = Re3,由式(6)可得

Ṙ3 = Ṙe3 = Rω×e3 = −Re×
3 ω. (8)

由于∥R3∥ = 1的约束, R3中只有两个独立分量. 提
取R3前两个分量R̄3 = [e1 e2]

TR3. 由式(8)知
˙̄R3 = R̂ω̄, (9)

其中: R̂ =

[
−R12 R11

−R22 R21

]
是可逆的, ω̄ = [ωx ωy]

T.

此外,由式(6)可推导出航向运动方程

ψ̇ =
sϕ

cθ
ωy +

cϕ

cθ
ωz. (10)

由文献[18]知,当 |θ| < π

2
时, γ到γR = [R̄3, ψ]

T

的映射是同胚的. 这说明: 只要|θ| < π

2
,式(9)–(10)可

以作为直升机姿态运动方程.

3.2 合合合力力力和和和合合合力力力矩矩矩(Applied force and torque)
当微型无人直升机进行悬停或低速飞行时,合

力f和合力矩τ主要由旋翼产生[13, 19]:

f =

 Tmsas
−Tmsbs + Tt

Tmcbscas

 ,

τ =

 Tmhmsbs + Lbbs + Ttht + τmsas
Tmlm + Tmhmsas +Maas + τt − τmsbs

−Tmlmsbs − Ttlt + τmcascbs

 ,
其中: Tm和Tt表示主旋翼和尾旋翼的推力; as和bs表
示主旋翼的纵向和横向挥舞角; τm和τt表示主旋翼和
尾旋翼的反作用力矩; Lb和Ma表示主旋翼的刚度系

数; [lm, 0, hm]
T和[lt, 0, ht]

T表示主旋翼和尾旋翼的

中心相对于直升机重心的位置.根据文献[9], τm和τt
的表达式为

τi = Ci|Ti|1.5 +Di, i = m, t, (11)

式中Ci和Di为气动常数.

3.3 模模模型型型简简简化化化(Model simplification)
飞行过程中主旋翼的挥舞角as和bs很小,可以采

用小角度近似[13]: cos(·) ≈ 1, sin(·) ≈ (·). 而Tmas,
Tmbs和Tt对f以及τt对τ的作用很小,这样可以把f

和τ分解为

f = Tme3 + f∆, (12)

τ = τγ +∆τ = AτM + τB +∆τ , (13)

其中:

f∆ =

 Tmsas
−Tmsbs + Tt

Tm(cascbs − 1)

,

Aτ =

 ht τm Tmhm + L

0 Tmhm +M −τm
−lt 0 −Tmlm

,
M =

Tt

as
bs

, τB =

 0

Tmlm
τm

,
∆τ =

 τm(sas − as) + Tmhm(sbs − bs)

τt − τm(sbs − bs) + Tmhm(sas − as)

τm(cascbs − 1)− Tmlm(sbs − bs)

 .
将式(12)和式(13)分别代入到式(5)和式(7)中可得

mv̇ = −mge3 + TmR3 +∆f , (14)

Iω̇ = −ω × Iω + τγ +∆τ , (15)

其中∆f = Rf∆.

注注注 3 设计控制器时,将∆f和∆τ视作未建模动态.

3.4 控控控制制制目目目标标标(Control objective)
给定直升机位置和速度的限制集合:

Zpc = {p ∈ R3 | |pi| < αci, i = x, y, z}, (16)

Zvc = {v ∈ R3 | |vi| < βci, i = x, y, z}, (17)

同时给定参考轨迹pc = [pcx, pcy, pcz]
T满足

|pci| 6 Y0 < αci, |ṗci| 6 Y1 < βci, i = x, y, z (18)

和参考航向角ψc,本文的目标是,设计控制输入Tm,
Tt, as和bs,使得受控直升机满足:

1) 位置p始终位于位置限制集合Zpc中,并最终一
致收敛到参考轨迹pc的邻域内.

2) 速度v始终位于速度限制集合Zvc中.

3) 航向角ψ最终一致收敛到参考航向角ψc的邻域

内.

在控制器设计过程中,对直升机作如下假设：

假假假设设设 1 飞行过程中,直升机的滚转角ϕ和俯仰

角θ始终位于区间(−π
2
,
π

2
)内.

假假假设设设 2 未建模动态∆f和∆τ是有界的.

4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
本文采用受限自适应反步完成控制器设计,其结

构框图示于图2中,其中在位置控制回路中用障碍李
雅普诺夫函数代替纯二次型李雅普诺夫函数实现对

位置和速度的限制.

4.1 控控控制制制器器器设设设计计计步步步骤骤骤(Controller design steps)
步步步骤骤骤 1 令αbi = αci − Y0(i = x, y, z),定义位

置跟踪误差pe = p− pc = [pex, pey, pez]
T,若|pei| <

αbi,则|pi| 6 |pci|+ |pei| < αci. 由式(4)知

ṗe = v − ṗc. (19)

取障碍李雅普诺夫函数
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Lp =
1

2

∑
i=x,y,z

ln
p2ei

α2
bi − p2ei

, (20)

它沿式(19)的导数为

L̇p = [
pex

α2
bx − p2ex

,
pey

α2
by − p2ey

,
pez

α2
bz − p2ez

](v − ṗc).

(21)
设计虚拟控制:

ap = −cppe + ṗc, (22)

式中

0 < cp 6 min(
βci − Y1

αbi

), i = x, y, z.

将式(22)代入式(21)得

L̇p = −cp
∑

i=x,y,z

p2ei
α2

bi − p2ei
+

∑
i=x,y,z

peivei
α2

bi − p2ei
,

(23)

其中ve = v − ap = [vex, vey, vez]
T为速度跟踪误差.

图 2 控制器结构框图

Fig. 2 Controller structure diagram

步步步骤骤骤 2 令βbi = βci − cpαbi − Y1(i = x, y, z),
若|pei| < αbi,由|vei| < βbi可推出|vi| 6 |vei|+ |api|
< βbi + cpαbi + Y1 = βci. 定义虚拟控制

av = Tm[ā
T
v , cϕcθ]

T, (24)

其中āv是姿态指令,稍后对其设计.由式(14)可得

mv̇e = −mge3 + TmR3 +∆f −mȧp, (25)

式中ȧp = −cp(v − ṗc) + p̈c. 由假设2,令|∆fi | 6
σi (i = x, y, z), σ = [σx, σy, σz]

T是未知的常值上界

向量. 定义σ的估计值σ̂和估计误差σ̃ = σ̂ − σ,取
李雅普诺夫函数

Lv =
m

2

∑
i=x,y,z

ln
v2ei

β2bi − v2ei
+

1

2γf
σ̃Tσ̃, (26)

式中γf > 0,它沿式(25)的导数为

L̇v = ϱT[−m(ge3 + ȧp) + TmR3 +∆f ] +
1

γf
σ̃T ˙̂σ,

式中:

ϱ = [
vex

β2bx − v2ex
,

vey
β2by − v2ey

,
vez

β2bz − v2ez
]T =

[ϱx, ϱy, ϱz]
T.

由引理2得

ϱT∆f 6
∑

i=x,y,z
|ϱi|σi 6∑

i=x,y,z
[ϱi tanh(

ϱi
ϵ
) + kqϵσi] =

ϱTTanh(
ϱ

ϵ
)σ + d′f ,

式中d′f = kqϵ
∑

i=x,y,z
σi. 故L̇v满足

L̇v6 ϱT[−m(ge3+ȧp)+TmR3+Tanh(
ϱ

ϵ
)σ] +

1

γf
σ̃T ˙̂σ + d′f . (27)

设计虚拟控制：

av = −cvve+m(ge3+ȧp)−Tanh(
ϱ

ϵ
)σ̂−sf , (28)

式中:

sf=[
β2bx − v2ex
α2
bx − p2ex

pex,
β2by − v2ey

α2
by − p2ey

pey,
β2bz − v2ez
α2
bz − p2ez

pez]
T,

cv > 0.

将式(28)代入式(27)得

L̇v 6− cv
∑

i=x,y,z

v2ei
β2bi − v2ei

−
∑

i=x,y,z

veipei
α2
bi − p2ei

+

Tmϱ
TR3e + σ̃T[

1

γf
˙̂σ − Tanh(

ϱ

ϵ
)ϱ] + d′f ,

(29)
式中R3e = R3 −

av

Tm
. 由式(24)可知, R3e的第3个

分量等于0. 设计自适应律:

˙̂σ = γf [−γσσ̂ +Tanh(
ϱ

ϵ
)ϱ], (30)

式中γσ > 0. 将式(30)代入式(29)得

L̇v 6−cv
∑

i=x,y,z

v2ei
β2bi − v2ei

−
∑

i=x,y,z

veipei
α2
bi − p2ei

+

Tmϱ
TR3e − γσσ̃

Tσ̂ + d′f , (31)
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因为

−σ̃Tσ̂ = −σ̃T(σ̃ + σ) 6 −1

2
σ̃Tσ̃ +

1

2
σTσ,

所以L̇v满足

L̇v 6−cv
∑

i=x,y,z

v2ei
β2bi − v2ei

− γσ
2
σ̃Tσ̃ −∑

i=x,y,z

veipei
α2
bi − p2ei

+ Tmϱ
TR3e + df , (32)

式中df = d′f +
γσ
2
σTσ.

在假设1条件下,由式(24)可推出主旋翼推力:

Tm =
maT

v e3
cϕcθ

, (33)

其中av由式(28)确定.

步步步骤骤骤 3 由式(24)可得姿态指令

āv =
1

Tm
[e1 e2]

Tav. (34)

令R̄3e = [e1 e2]
TR3e = R̄3 − āv. 由式(9)可得
˙̄R3e = R̂ω̄ − ˙̄av. (35)

将āv通过指令滤波器(3)获得其导数的估计值 ˆ̄̇av和

相应的估计误差 ˜̄̇av = ˙̄av − ˆ̄̇av. 令|˜̄̇avi| 6 κi(i = x,

y), κ = [κx, κy]
T是未知的常值上界向量. 定义κ的

估计值κ̂和估计误差κ̃ = κ̂− κ,取李雅普诺夫函数

LR =
1

2
R̄T

3eR̄3e +
1

2γR
κ̃Tκ̃, (36)

式中γR > 0,它沿式(35)的导数为

L̇R = R̄T
3e(R̂ω̄ − ˆ̄̇av +

˜̄̇av) +
1

γR
κ̃T ˙̂κ.

同样地,由引理2可得

R̄T
3e
˜̄̇av 6

∑
i=x,y

|R̄3ei|κi 6 R̄T
3eTanh(

R̄3e

ϵ
)κ+ d′R,

式中d′R = kqϵ
∑
i=x,y

κi. 故L̇R满足

L̇R 6 R̄T
3e[R̂ω̄ − ˆ̄̇av +Tanh(

R̄3e

ϵ
)κ] +

1

γR
κ̃T ˙̂κ+ d′R, (37)

设计虚拟控制：

aR = R̂−1[−cRR̄3e +
ˆ̄̇av − Tanh(

R̄3e

ϵ
)κ̂− Tmϱ̄],

(38)
式中: cR>0, ϱ̄=[

vex
β2bx−v2ex

,
vey

β2by−v2ey
]T.将式(38)

代入式(37)得

L̇R 6−cRR̄T
3eR̄3e + R̄T

3e(−Tmϱ̄+ R̂ω̄e) +

κ̃T[
1

γR
˙̂κv − Tanh(

R̄3e

ϵ
)R̄3e] + d′R, (39)

式中ω̄e = ω̄ − aR = [ωex ωey]
T. 设计自适应律:

˙̂κ = γR[−γκκ̂+Tanh(
R̄3e

ϵ
)R̄3e], (40)

式中γκ > 0. 将式(40)代入式(39)得

L̇R 6 −cRR̄T
3eR̄3e + R̄T

3e(−Tmϱ̄+ R̂ω̄e)−

γκκ̃
Tκ̂+ d′R 6

−cRR̄T
3eR̄3e −

γκ
2
κ̃Tκ̃+

R̄T
3e(−Tmϱ̄+ R̂ω̄e) + dR, (41)

式中dR = d′R +
γκ
2
κTκ.

步步步骤骤骤 4 定义航向角跟踪误差ψe = ψ − ψc. 由
式(10)得

ψ̇e =
sϕ

cθ
ωy +

cϕ

cθ
ωz − ψ̇c. (42)

取李雅普诺夫函数

Lψ =
1

2
ψ2
e , (43)

它沿式(42)的导数为

L̇ψ = ψe(
sϕ

cθ
ωy +

cϕ

cθ
ωz − ψ̇c). (44)

设计虚拟控制：

aψ =
cθ

cϕ
(−cψψe + ψ̇c −

sϕ

cθ
ωy), (45)

式中cψ > 0. 将式(45)代入式(44)得

L̇R = −cψψ2
e +

sϕ

cθ
ψeωez, (46)

式中ωez = ωz − aψ.

步步步 骤骤骤 5 令aγ = [aT
R aψ]

T, ωe = [ω̄T
e ωez]

T.
由式(15)得

Iω̇e = −ω × Iω + τγ +∆τ − Iȧγ . (47)

将aγ通过指令滤波器(3)获得其导数的估计值ˆ̇aγ和

相应的估计误差˜̇aγ = ȧγ − ˆ̇aγ . 记ζ = ∆τ + I ˜̇aγ

= [ζx, ζy, ζz]
T. 令

|ζi| 6 ςi(i = x, y, z), ς = [ςx, ςy, ςz]
T

是未知的常值上界向量. 定义ς的估计值ς̂和估计误

差ς̃ = ς̂ − ς ,取李雅普诺夫函数

Lω =
1

2
ωT
e Iωe +

1

2γτ
ς̃Tς̃, (48)

式中γτ > 0,它沿式(47)的导数为

L̇ω = ωT
e (−ω × Iω + τγ − I ˆ̇aγ + ζ) +

1

γτ
ς̃T ˙̂ς.

同样地,由引理2可得

ωT
e ζ 6

∑
i=x,y,z

|ωei|ςi 6 ωT
e Tanh(

ωe

ϵ
) + d′τ ,
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式中d′τ = kqϵ
∑

i=x,y,z
ςi,故L̇ω满足

L̇ω 6ωT
e [−ω × Iω + τγ − I ˆ̇aγ +Tanh(

ωe

ϵ
)ς] +

1

γτ
ς̃T ˙̂ς + d′τ , (49)

设计控制力矩

τγ = −cωωe + ω × Iω + I ˆ̇aγ − Tanh(
ωe

ϵ
)ς̂ − sτ ,

(50)

式中: cω > 0, sτ = [R̄T
3eR̂

cϕ

cθ
ψe]

T. 将式(50)代入

式(49)得

L̇ω 6−cωωT
e ωe − ωT

e sτ +

ς̃T[
1

γτ
˙̂ς − Tanh(

ωe

ϵ
)ωe] + d′τ . (51)

设计自适应律

˙̂ς = γτ [−γς ς̂ +Tanh(
ωe

ϵ
)ωe], (52)

式中γς > 0. 将式(52)代入式(51)得

L̇ω 6 −cωωT
e ωe − ωT

e sτ − γς ς̃
Tς̂ + d′τ 6

−cωωT
e ωe −

γς
2
ς̃Tς̃ − ωT

e sτ + dτ , (53)

式中dτ = d′τ +
γς
2
ςTς .

最后,通过式(13)可得控制输入

M = [Tt as bs]
T = A−1

τ (τγ − τB). (54)

其中控制力矩τγ由式(50)确定.

4.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 1 考虑由式(4)–(5)(7)和式(9)–(10)描述

的微型无人直升机系统,给定由式(16)–(17)确定的
位置和速度限制集合Zpc和Zvc,以及由式(18)确定
的参考轨迹pc,在假设1和2条件下,若初始位置和
速度跟踪误差pe(0)和ve(0)位于位置和速度跟踪误

差限制集合Zpe = {pe ∈ R3 | |pei| < αbi, i = x, y,

z}和Zve = {ve ∈ R3 | |vei| < βbi, i = x, y, z}中,
那么由式(33)和式(54)式确定的控制输入以及由
式(30)(40)(52)确定的参数自适应律可以确保受控
闭环系统满足:

1) 自适应参数估计全局有界.

2) 位置、速度和航向角跟踪误差最终一致有界.

3) 位置p和速度v始终位于位置和速度限制集

合Zpc和Zvc中.

证证证 取李雅普诺夫函数La = Lp + Lv + LR +

Lψ + Lω,由式(23)(32)(41)(46)(53)知,它沿直升机
跟踪误差系统(19)(25)(35)(47)导数

L̇a 6−cp
∑

i=x,y,z

p2ei
α2
bi − p2ei

− cv
∑

i=x,y,z

v2ei
β2bi − v2ei

−

cRR̄
T
3eR̄3e − cψψ

2
e − cωω

T
e ωe −

γσ
2
σ̃Tσ̃ −

γκ
2
κ̃Tκ̃− γς

2
ς̃Tς̃ + d,

式中d = df + dR + dτ . 由引理1知
p2ei

α2
bi − p2ei

6 ln
p2ei

α2
bi − p2ei

,
v2ei

β2bi − v2ei
6 ln

v2ei
β2bi − v2ei

,

其中i = x, y, z.由此可以推出

L̇a 6 −cLa + d, (55)

式中

c = min (2cp,
2cv
m
, 2cR, 2cψ,

2cω
λ̄(I)

,
γσ
γf
,
γκ
γR
,
γς
γτ

).

对式(55)积分得

La(t) 6 φ(t) = (La(0)−
d

c
)e−ct +

d

c
<∞. (56)

1) 由式(56)和李雅普诺夫函数La的定义知,参
数估计误差σ̃, κ̃和ς̃是全局有界的. 由于σ, κ和ς为

常值,所以参数估计σ̂, κ̂和ς̂是全局有界的.

2) 由式(56)和李雅普诺夫函数La的定义知

ln
p2ei

α2
bi − p2ei

6 La(t) 6 φ(t), i = x, y, z. (57)

对此不等式两边取对数并进行简单计算后可得

|pei| 6 αbi

√
1− e−2φ(t) < αbi, i = x, y, z. (58)

由式(58)知,若初始位置跟踪误差pe(0)位于集

合Zpe中,则位置跟踪误差pe始终位于集合Zpe中.

此外,由 lim
t→∞

φ(t) =
d

c
,位置跟踪误差pe最终一致

收敛到集合

{pe ∈ R3||pei| 6 αbi

√
1− e−

2d
c , i = x, y, z}.

用同样方法可证明,若初始速度跟踪误差ve(0)位于

集合Zve中,则速度跟踪误差ve始终位于集合Zve中,
并且速度跟踪误差ve最终一致收敛到集合

{ve ∈ R3||vei| 6 βbi

√
1− e−

2d
cm , i = x, y, z}.

此外,由式(56)和李雅普诺夫函数La的定义知

1

2
ψ2
e 6 La(t) 6 φ(t), (59)

由 lim
t→∞

φ(t) =
d

c
可知航向角跟踪误差ψe最终一致

收敛到集合{ψe ∈ R|∥ψe∥ 6
√
2d/c}中.

3) 因位置p = pc + pe,若pc满足式(18),则有
|pi| 6 |pei|+ |pci| < αbi + Y0 = αci(i = x, y, z).

此外,由式(22)可知,速度v=ve+ap=ve−cppe+

ṗc,若ṗc满足式(18),则|vi| 6 |vei|+cp|pei|+|ṗci| <
βbi + cpαbi + Y1 = βci(i = x, y, z). 因此,位置p和

速度v始终位于位置和速度限制集合Zpc和Zvc中.
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注注注 4 由位置、速度和航向角跟踪误差的最终一致收

敛集合可知,增大参数c可以缩小收敛集合,提高跟踪性能.但

是受0 < cp 6 min(
βci − Y1

αbi
)(i = x, y, z)限制, c并不能任意

大.

4.3 控控控制制制算算算法法法实实实现现现流流流程程程(Control algorithm flow)
给定位置限制集合Zpc和速度限制集合Zvc,指

定参考轨迹pc满足式(18)和参考航向角ψc,当初始
位置跟踪误差pe(0) ∈ Zpe和速度跟踪误差ve(0) ∈
Zve时,控制算法流程如下:

1) 由式(22)得虚拟控制ap.

2) 由自适应律(30)得σ̂,由式(28)得虚拟输入
av,由式(33)得主旋翼推力Tm.

3) 计算姿态指令āv = [e1, e2]av,并将其输入
到指令滤波器(3)中获得其导数估计值 ˆ̄̇av,由自适应
律(40)得κ̂,由式(38)得虚拟输入aR.

4) 由式(45)得虚拟输入aψ.

5) 由aR和aψ组成aγ ,并将其输入到指令滤波
器(3)中获得其导数估计值 ˆ̄̇aγ ,由自适应律(52)得ς̂ ,
由式(50)得力矩控制τγ .

6) 由式(54)得控制输入M = [Tt as bs]
T.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
本节将利用MATLAB/Simulink仿真软件对所提

控制器的有效性进行验证. 取如下微型无人直升机
参数:

m = 8.2 kg, Ix = 0.18 kgm2, Iy = 0.34 kgm2,

Iz = 0.28 kgm2, Ixz = 0.05 kgm2,

Ma = Lb = 54, lm = 0.01m, hm = 0.24m,

lt = 0.9m, ht = 0.08m, Cm = 0.00452,

Dm = 0.08488, Ct = 0.005066, Dt = 0.008488.

实实实验验验 1 (性能验证) 假设微型无人直升机位置

和速度的边界分别为αci=5.6m, βci=1.2m/s(i =
x, y, z),指定参考轨迹pc = [5 cos(0.1t), 5 sin(0.1t),

5]Tm满足式(18),以及参考航向角ψc = 0 rad. 取参
数cp = 0.5,则可得位置和速度跟踪误差的边界分
别为αbi = 0.6m, βbi = 0.4m/s (i = x, y, z). 其他
的控制和自适应参数取值如下:

cv = 3, cR = 1, cψ = 0.4, cω = 4,

γf = γR = γτ = 0.6, γσ = γκ = γς = 0.05.

直升机初始是静止在p(0) = [5.5, 0.5, 4.5]Tm,初
始航向角为ψ(0) = 0 rad,则初始位置误差pe(0)

= [0.5, 0.5,−0.5]Tm满足|pei(0)|<αbi=0.6(i = x,

y, z),初始速度误差

ve(0) = [0.25,−0.25,−0.25]Tm/s

满足|vei(0)| < βbi = 0.4(i = x, y, z),其他的初始状
态均取为0.

受控微型无人直升机仿真结果示于图3–8中. 由
图3–5可以看出,所提出的控制器实现了位置、速度
和航向跟踪误差最终一致有界. 此外,图4–5还表明,
位置跟踪误差pe始终位于集合Zpe中,速度跟踪误
差ve始终位于集合Zve内.由定理1可推出p ∈ Zpc

和v ∈ Zvc,这就验证了控制器对飞行位置和速度的
限制.图6表明,估计值σ̂, κ̂和ς̂都是有界的,验证了
定理1中的结果.

图 3 3D轨迹跟踪图

Fig. 3 3D trajectory tracking figure

图 4 位置和航向跟踪误差图

Fig. 4 Position and yaw tracking error figure

图 5 速度跟踪误差图

Fig. 5 Velocity tracking error figure
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图 6 σ, κ和ς估计图

Fig. 6 Estimations of σ, κ and ς

实实实验验验 2(性能比较) 分别利用本文提的受限自

适应反步和文献[26]中提的标准自适应反步解决微
型无人直升机轨迹跟踪问题,仿真时的限制边界、
参考轨迹、初始条件、控制器和自适应参数都和实

验1中的相同.仿真结果示于图7–8中,从中可以看
出,两种方法都实现了位置和速度跟踪误差的最终
一致有界,但是利用受限自适应反步所得的最终收
敛集合要比利用标准自适应反步所得的最终收敛集

合小很多;此外,比较Oy轴上的位置和速度跟踪误
差可以看出,受限自适应反步可以确保位置和速度
跟踪误差始终位于预设范围内(|pey| < 0.6和|vey|
< 0.4),实现了对位置和速度的限制,但是标准自适
应反步却无法满足位置和速度的限制.

图 7 位置误差比较图

Fig. 7 Comparison of position errors

图 8 速度误差比较图

Fig. 8 Comparison of velocity errors

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了狭窄空间中飞行的微型无人直升机

位置和速度受限的轨迹跟踪控制问题.基于障碍李
雅普诺夫函数的受限反步法设计控制器实现了闭环

直升机系统跟踪误差的最终一致有界,并确保了位
置和速度被限制在预定范围中. 此外,用指令滤波
器对虚拟控制的导数进行估计,避免了复杂的解析
计算.并设计了自适应算法对未建模动态和指令滤
波器误差所引起的扰动的上界进行估计和补偿,提
高了跟踪性能.
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