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摘要:针对一类线性时不变系统,讨论存在固定初始偏移时的学习控制问题,提出带有反馈辅助项的比例微分
(proportion differentiation, PD)型学习控制算法,分析所提算法在Lebesgue-p范数意义下的单调收敛性,获得对期望
轨迹的渐近跟踪结果.进一步地,为获得系统输出对期望轨迹的完全跟踪,给出带有初始修正策略的比例–积分–微
分(proportion multiple integration differentiation, PMID)型学习律,并给出了所提学习算法的单调收敛性能分析结果.
最后,通过数值结果,验证了所提学习算法的跟踪性能和单调收敛性能.
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Monotonic convergence of feedback-aided iterative learning control
algorithms in the sense of Lebesgue-p norm
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Abstract: Feedback-aided proportion differentiation (PD)-type iterative learning control is proposed for a class of linear time invari-
ant systems in the presence of a fixed initial shift. Based on Lebesgue-p norm, the monotonic convergence analysis result is obtained,
and the output trajectory asymptotically convergence to the desired one. Furthermore, a kind of PID-–proportion multiple integration
differentiation (PMID)-type learning algorithm with initial rectifying strategy is addressed to realize completely tracking result, and the
monotonic convergence analysis processes are stated. Finally, numerical results are presented to demonstrate the tracking performance
and the monotonic convergence property of the proposed learning algorithms.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制[1]策略适用于在有限区间上重复运

行的动态系统,它利用系统第k次运行时输出量与期

望轨迹的偏差更新控制输入量,获得新的控制信号,
并应用于系统的第k+1次迭代过程. 这一控制方法因
设计简单,并不需要系统准确的数学模型,仅利用系
统较少的先验知识,即可提高系统的瞬态性能,并获
得有限区间上的完全跟踪效果,引起人们的普遍关注.

一般地,学习算法要求各次迭代初态与期望初
态一致.系统具体运行时,要求期望初态已知. 若系
统期望初态未知,而是允许各次迭代的初态均固定
在某一点上的情形时,众所周知,单纯的微分(differ-
entiation, D)型学习律不能保证固定初态条件下的
收敛性,而比例微分 (proportion differentiation, PD)

型学习律可实现极限输出轨迹渐近收敛于期望轨

迹. 为实现对期望轨迹的一致收敛结果,文[2]引入
初始脉冲作用,理论上可以实现除初始点外的完全
跟踪结果,然而,这种脉冲修正作用在实际中不可
行. 文[3]首先给出了固定初始误差下D型与PD型
学习的输出极限轨迹,获得了系统跟踪误差渐近收
敛于零的结果.文[4–5]提出在学习律中引入初始修
正作用,用以抵消输出误差初始值对系统收敛过程
的影响,并针对相对阶为一或高相对阶系统,提出相
应的学习算法,并将上述结果推广至离散学习系统.
迭代学习控制算法常采用开环学习或闭环学习

这两种典型方式. 开环学习律依照系统正则性构造,
由于其中的更新量均采用上一次系统运行时产生的
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信息,并未采用系统当前次运行所产生的最新信息,
故更新不够及时. 闭环学习律克服了开环学习律这
方面的缺陷,但该学习律往往要求提高增益满足收
敛性条件;另一方面,由于更新量中的修正项含当
前次迭代运行产生的输出导数信号,而该信号由于
因果性的原因无法获得,只能利用其估计值替代,
从而影响算法的收敛性能.另外,利用系统当前次
运行产生的信息的控制算法还见于开闭环学习

律[6–8]. 文[9]提出的反馈辅助PD型学习律是一种具
体形式的开闭环学习律,它利用上一次迭代产生的
输出导数信号和当前次迭代产生的输出信号,构成
控制输入学习律的修正项,以期加快学习过程收敛
速度.系统结构见图1.

图 1 反馈辅助学习控制系统
Fig. 1 Feedback-aided learning control system

现有关于迭代学习策略控制性能的讨论多集中

于分析算法的收敛性. 具体的收敛性分析过程可基
于压缩映射进行分析[10–11]. 本文基于压缩映射方
法,在Lebesgue-p范数意义下讨论所提学习算法单
调收敛性能,并给出相应学习过程的输出极限轨迹.
通过数值仿真,验证所提学习算法的有效性.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem formulation)
考虑下述线性定常系统:{

ẋxxk(t) =Axxxk(t) +Buuuk(t),

yyyk(t) =Cxxxk(t),
(1)

其中: t ∈ [0, T ], k表示系统重复运行的次数, xxxk(t)
∈ Rn, uuuk(t) ∈ Rr, yyyk(t) ∈ Rm分别为第k次迭代的

系统状态、控制输入和输出向量, A,B,C为具有适

当维数的系统参数矩阵.
针对系统(1),提出如下带有反馈辅助作用

的PD型迭代学习律:

uuuk+1(t) = uuuk(t) + Γ (ėeek(t) + Leeek+1(t)), (2)

式中: Γ ∈ Rr×m, L ∈ Rm×m为增益矩阵,且L的特

征值均具有正实部, eeek(t) = yyyd(t)− yyyk(t)为跟踪误

差, yyyd(t)为期望轨迹.
连续系统(1)在给定的时间区间[0, T ]上重复运

行时,假定运行期望轨迹yd(t)和对应的状态xxxd(t)连

续可微,且各次运行时初始误差保持一致,即xxxk(0)

= xxx0 ̸= xxxd(0). 对于连续系统(1),控制目标是寻找
控制输入uuuk(t)使得当迭代次数k趋于无穷大时,系
统输出yyyk(t)一致收敛于预先设定的参考轨迹yyy∗d(t).
为便于讨论算法的收敛性能,给出如下的引理:

引引引理理理 1 对于向量xxx ∈ Rn : [x1, x2, · · · , xn]T,

定义∥xxx∥p = [
w T

0
(

n∑
i=1

|xi(t)|)pdt]
1
p . 其中16p6∞;

对于矩阵A ∈ Rm×n,定义∥A∥1 = max
16j6n

m∑
i=1

|aij |,

有下述关系成立:

∥Axxx∥p 6 ∥A∥1∥xxx∥p. (3)

证证证 由Lebesgue-p范数的定义,可得

∥Axxx∥p = [
w T

0
(
m∑
i=1

|Aixxx|)pdt]
1
p 6

[
w T

0
(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aijxj |)pdt]
1
p 6

( max
16j6n

m∑
i=1

|aij |)[
w T

0
[(

n∑
j=1

|xj |)]pdt]
1
p =

∥A∥1∥xxx∥p.

此引理旨在建立向量范数与矩阵范数之间的联

系.

引引引理理理 2 如果xxx(t), ccc(t)均为n维向量, A, Bi(i =

1, 2, · · · , n), C为具有合适维数的矩阵,且

ẋxx(t) =

ccc(t) + C
w t

0
eA(t−τ1)B1xxx(τ1)dτ1 +

C
w t

0
eA(t−τ1)B2

w τ1

0
xxx(τ2)dτ2dτ1 + · · ·+

C
w t

0
eA(t−τ1)Bn

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
xxx(τn)dτn · · · dτ1,

(4)

其中t ∈ [0, T ],则

xxx(t) = ccc(t) + C[0, 0, · · · , 1]x′.

这里给出矩阵x′的定义.

在式(4)中,记

rrr(t)=
w t

0
eA(t−τ1)B1xxx(τ1)dτ1 +w t

0
eA(t−τ1)B2

w τ1

0
xxx(τ2)dτ2dτ1 + · · ·+w t

0
eA(t−τ1)Bn

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
xxx(τn)dτn · · · dτ1.

(5)

令w t

0
· · ·

w τn−2

0
rrr(τn−1)dτn−1 · · ·dτ1=x′1,· · ·, rrr(t)=x′n.

定义矩阵x′ = (xxx′1, · · · ,xxx′n)T.
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证证证 详见附录.

进一步地,下述推论给出了n = 1时的结果.

推推推论论论 1 若xxx(t), ccc(t)均为n维向量, A,B,C为

具有合适维数的矩阵,且

xxx(t) = ccc(t) + C
w t

0
eA(t−τ)Bxxx(τ)dτ,

其中t ∈ [0, T ],则

xxx(t) = ccc(t) + C
w t

0
e(A+BC)(t−τ)Bccc(τ)dτ.

这一推论将Bellman-Gronwall引理推广到了矩
阵形式.

3 反反反馈馈馈辅辅辅助助助PD型型型学学学习习习律律律的的的收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Con-
vergence analysis of feedback-aided PD-type
learning law)
在控制律(2)的作用下,假定轨迹

yyy∗d(t) = yyyd(t)− e−Lt(yyyd(0)− Cxxx0), t ∈ [0, T ]

(6)

可实现,即当系统(1)存在固定初始偏差xxx0时,存在
控制量uuu∗d(t)使得输出为yyy∗d(t),且对应的状态
为xxx∗d(t),xxx∗d(t) = xxx0 +

w t

0
(Axxx∗d(τ) +Buuu∗d(τ))dτ,

yyy∗d(t) = Cxxx∗d(t).
(7)

记eee∗(t) = e−Lt(yyyd(0)−Cxxx0), eee∗k(t) = yyy∗d(t)−yyyk(t).
定定定理理理 1 若系统(1)存在固定初始偏差,在控制

器(2)的作用下,且

ρ < 1, (8)

其中:
ρ=ρ0 + ρ1 + ρ2,

ρ0=∥I − CBΓ∥1,
ρ1=∥CeA(·)ABΓ+Ce(A−BΓLC)(·)BΓL(I−CBΓ )∥1,
ρ2=∥Ce(A−BΓLC)(·)BΓL∥1∥CeA(·)ABΓ∥1,

则迭代次数k趋于无穷时,误差轨迹eee∗k(t)在时间区

间[0, T ]上单调一致收敛于零.

证证证 由eee∗k(t)的定义,可得

eee∗k+1(t) = yyy∗d(t)− yyyk+1(t) =

yyy∗d(t)− yyyk(t)− (yyyk+1(t)− yyyk(t)) =

eee∗k(t)− C(xxxk+1(t)− xxxk(t)) =

eee∗k(t)− CeAt(xxxk+1(0)− xxxk(0))−

C
w t

0
eA(t−τ)B(uuuk+1(τ)− uuuk(τ))dτ =

eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)BΓ (ėeek(τ) +

Leeek+1(τ))dτ. (9)

因为ėee∗k(t) + Leee∗k+1(t) = ėeek(t) + Leeek+1(t),所以

eee∗k+1(t) =

eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)BΓ (ėee∗k(τ) + Leee∗k+1(τ))dτ.

(10)

利用分部积分法,可得

eee∗k+1(t) =

(I − CBΓ )eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓeee∗k(τ)dτ −

C
w t

0
eA(t−τ)BΓLeee∗k+1(τ)dτ. (11)

根据引理2,可得

eee∗k+1(t) =

(I − CBΓ )eee∗k(t)− C
w t

0
(eA(t−τ)ABΓ +

e(A−BΓLC)(t−τ)BΓL(I − CBΓ ))eee∗k(τ)dτ +

C
w t

0
e(A−BΓLC)(t−τ)BΓLC ·w τ

0
eA(τ−τ1)ABΓeee∗k(τ1)dτ1dτ. (12)

根据引理1和推广的卷积Young不等式,可得如下结
果:

∥eee∗k+1(t)∥p 6 ρ∥eee∗k(t)∥p.

又由式(8),可得下式:

lim
k→∞

∥eee∗k(t)∥p = 0.

这表明系统在控制律(2)的作用下,当迭代次数k趋

于无穷大时,系统输出在Lebesgue-p范数意义下渐
近收敛于期望轨迹. 反馈辅助PD型学习律产生的极
限轨迹与开环学习律产生的轨迹相同,但由于反馈
辅助项的引入,可加快算法的收敛速度,同时回避
了闭环控制律的非因果问题.

4 反反反馈馈馈辅辅辅助助助PID型型型学学学习习习律律律的的的收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Con
-vergence analysis of feedback-aided PID-
type learning law)
为实现系统输出在预先指定的时间区间上对期

望轨迹的完全跟踪,本小节给出带有初始修正作用
的反馈辅助PID型学习律,并给出了在此学习律的
作用下的极限轨迹.

设计如下的反馈辅助PID型学习律:

uuuk+1(t) =

uuuk(t) + Γ (ėeek(t) + L1eeek+1(t) +

L2

w t

0
eeek+1(τ)dτ + rrr(t)), (13)

其中: Γ (·, ·) ∈ Rr×m, L1, L2 ∈ Rm×m为系统的增

益矩阵,且L1, L2的特征值均具有正实部.

定定定理理理 2 若系统(1)存在固定初始偏差,在控制
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器(13)作用下,且满足如下条件:
C1)

∥I − CBΓ∥1 + ∥Cϕ22BΓL1∥1∥CeA(·)ABΓ∥1 +
∥CeA(·)ABΓ∥1 + ∥Cϕ22BΓL1(I − CBΓ )∥1 +
T∥Cϕ22BΓL2∥1∥I − CBΓ∥1 +
T∥Cϕ22BΓL2∥1∥CeA(·)ABΓ∥1 < 1,

其中:

A′ =

(
0 1

BΓL2C A+BΓL1C

)
,

eA
′(t−τ) =

(
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

)
.

C2) 初始状态xk(0)=x0 ̸=xd(0)(k=0, 1, · · · ),
则系统的极限轨迹

yyy∗d(t) =
yyyd(t)−

2∑
k=0

eee(k)(0)

k!
tk −

2∑
j=0

(
2∑

l=0

ajleee
(l)(0)

hj−l+2
)tj+2,

0 6 t 6 h,

yyyd(t), h < t 6 T.

证证证 由e∗k(t)的定义,可得

eee∗k+1(t) = yyy∗d(t)− yyyk+1(t) =

eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)BΓ (ėee∗k(τ) +

L1eee
∗
k+1(τ) + L2

w τ

0
eee∗k+1(τ1)dτ1)dτ, (14)

其中初始修正项r(t)满足

ėee∗(t) + L1eee
∗(t) + L2

w t

0
eee∗(τ)dτ + rrr(t) = 0,

即

rrr(t) = −ėee∗(t)− L1eee
∗(t)− L2

w t

0
eee∗(τ)dτ.

选取eee∗(t)如下:

eee∗(t) =
2∑

k=0

1

k!
eee(k)(0)tk +

2∑
j=0

(
2∑

l=0

ajl
hj−l+2

eee(l)(0))tj+2,

ėee∗(t) =
1∑

k=0

eee(k+1)(0)

k!
tk +

2∑
j=0

(j + 2)(
2∑

l=0

ajleee
(l)(0)

hj−l+2
)tj+1,

w t

0
eee∗(τ)dτ =

3∑
k=1

1

k!
eee(k−1)(0)tk +

2∑
j=0

1

j + 3
(

2∑
l=0

ajl
hj−l+2

eee(l)(0))tj+3.

令eee∗(h), ėee∗(h)和
w h

0
eee∗(τ)dτ = 0,可得各参数ajl值,

进一步可得误差eee∗(t) = 0, ėee∗(t) = 0.
式(14)可整理得

−C
w t

0
eA(t−τ)BΓėee∗k(τ)dτ =

−CBΓeee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓeee∗k(τ)dτ.

可将式(14)改写如下:

eee∗k+1(t) =

(I − CBΓ )eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓeee∗k(τ)dτ −

C
w t

0
eA(t−τ)BΓL1eee

∗
k+1(τ)dτ −

C
w t

0
eA(t−τ)BΓL2

w τ

0
eee∗k+1(τ1)dτ1dτ. (15)

记B
′
(t) =

(
000

BΓL1ccc(t) +BΓL2

w t

0
ccc(τ)dτ

)
,并由

引理2,可得

eee∗k+1(t) =

(I − CBΓ )eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓeee∗k(τ)dτ −

C[0, 1]
w t

0
eA

′(t−τ)B′(τ)dτ, (16)

则

eee∗k+1(t) =

(I − CBΓ )eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓeee∗k(τ)dτ −

C
w t

0
ϕ22(BΓL1c(τ) +BΓL2

w τ

0
c(s)ds)dτ =

(I − CBΓ )eee∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓeee∗k(τ)dτ −

C
w t

0
ϕ22BΓL1((I − CBΓ )eee∗k(τ)−

C
w τ

0
eA(τ−l)ABΓeee∗k(l)dl)dτ −

C
w t

0
ϕ22BΓL2

w τ

0
((I − CBΓ )eee∗k(s)−

C
w s

0
eA(s−m)ABΓeee∗k(m)dm)dsdτ. (17)

在式(17)两端取∥ · ∥p,

∥eee∗k+1(t)∥p 6
(∥I − CBΓ∥1 + ∥CeA(·)ABΓ∥1 +
∥Cϕ22BΓL1(I − CBΓ )∥1 +
∥Cϕ22BΓL1∥1∥CeA(·)ABΓ∥1 +
T∥Cϕ22BΓL2∥1∥I − CBΓ∥1 +
T∥Cϕ22BΓL2∥1∥CeA(·)ABΓ∥1)∥eee∗k(t)∥p.

(18)

由条件C1),可得
lim
k→∞

eee∗k(t) = 0. (19)

证毕.
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这表明系统在带有初始修正策略的控制律

(13)的作用下,当迭代次数 k趋于无穷大时,在
Lebesgue-p范数意义下,系统输出可在预先给定的
有限时间上实现对期望轨迹的完全跟踪.
更一般地,本节给出带有初始修正作用的FAP–

MID型学习律 (feedback-aided proportional multiple
integral derivative-type learning law),并给出系统在
此学习律作用下的极限轨迹.
设计FAPMID学习律如下:

uk+1(t) =

uk(t) + Γ (ėk(t) + L1ek+1(t) +

L2

w t

0
ek+1(τ)dτ + · · ·+

Ln+1

w t

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
ek+1(τn)dτn · · · dτ1 + r(t)).

(20)

定定定理理理 3 若系统(1)存在固定初始偏差,在控制
器(20)的作用下,且满足如下条件:

C1)

(1 +
n∑

i=0

1

i!
T i∥Cϕn+1,n+1BΓLi+1∥1) ·

(∥I − CBΓ∥1 + ∥CeA(·)ABΓ∥1) < 1,

其中,记

A′(t) =
0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
BΓLn+1C BΓLnC BΓLn−1C · · · A+BΓL1C

 ,

eA
′(t−τ) =


ϕ11 ϕ12 · · · ϕ1n

ϕ21 ϕ22 · · · ϕ2n

...
...

...
...

ϕn+1,1 ϕn+1,2 · · · ϕn+1,n+1

 .

C2) 系统初态xk(0)=x0 ̸=xd(0)(k=0, 1, · · · ),
则系统的极限轨迹为

y∗d(t) =



yd(t)−
n+1∑
k=0

1

k!
e(k)(0)tk−

n+1∑
j=0

(
n+1∑
l=0

ajl
hj−l+n+1

e(l)(0))tj+n+1,

0 6 t 6 h,

yd(t), h < t 6 T.

证证证 由e∗k(t)的定义,可得

e∗k+1(t) = y∗d(t)− yk+1(t) =

e∗k(t)−C
w t

0
eA(t−τ)BΓ (ėk(τ)+L1ek+1(τ) + · · ·+

Ln+1

w τ

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
ek+1(τn)dτn · · ·dτ1 + r(t)) =

e∗k(t)−C
w t

0
eA(t−τ)BΓ (ė∗k(τ)+L1e

∗
k+1(τ) + · · ·+

Ln+1

w τ

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
e∗k+1(τn)dτn · · · dτ1dτ),

(21)

其中初始修正项r(t)可使得

ė∗(t) + L1e
∗(t) + L2

w t

0
e∗(τ)dτ + · · ·+

Ln+1

w t

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
e∗(τn)dτn · · · dτ1 + r(t)=0,

则

r(t) =

−ė∗(t)− L1e
∗(t)− L2

w t

0
e∗(τ)dτ − · · · −

Ln+1

w t

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
e∗(τn)dτn · · · dτ1.

e∗(t)可表示为

e∗(t) =
n+1∑
k=0

1

k!
e(k)(0)tk +

n+1∑
j=0

(
n+1∑
l=0

ajl
hj−l+n+1

e(l)(0))tj+n+1,

则

ė∗(t) =
n∑

k=0

1

k!
e(k+1)(0)tk +

n+1∑
j=0

(j + n+ 1)(
n+1∑
l=0

ajl
hj−l+n+1

e(l)(0))tj+n,

且 w t

0
e∗(τ)dτ =

n+2∑
k=1

1

k!
e(k−1)(0)tk +

n+1∑
j=0

1

j + n+ 2
(
n+1∑
l=0

ajl
hj−l+n+1

e(l)(0))tj+n+2.

进一步地,w t

0

w τ1

0
· · ·

w τi−1

0
e∗(τi)dτi · · · dτ1 =

n+i+1∑
k=1

1

k!
e(k−i)(0)tk +

n+1∑
j=0

1
i∏

m=1
j + n+ 1 +m

·

(
n+1∑
l=0

ajl
hj−l+n+1

e(l)(0))tj+n+i+1,

其中i ∈ {2, 3, · · · , n}.
令

ė∗(h) = 0, e∗(h) = 0,
w h

0
e∗(τ)dτ = 0, · · · ,w t

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
e∗(τn)dτn · · · dτ1 = 0,

可得系数ajl的值,若参数如此取值,则在有限区
间t ∈ [h, T ]上, e∗(t) = 0.
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在式(21)中,由分部积分法可得

−C
w t

0
eA(t−τ)BΓ ė∗k(τ)dτ =

−CBΓe∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓe∗k(τ)dτ,

改写式(21)如下:

e∗k+1(t) =

(I − CBΓ )e∗k(t)−

C
w t

0
eA(t−τ)ABΓe∗k(τ)dτ −

C
w t

0
eA(t−τ)BΓL1e

∗
k+1(τ)dτ − · · · −

C
w t

0
eA(t−τ)BΓLn+1 ·w τ

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
e∗k+1(τn)dτn · · · dτ1dτ. (22)

记

B
′
(t) =


0

0
...

BΓL1c(t) + · · ·+BΓLn+1

w t

0
· · ·

w τn−1

0
c(τn)dτn · · · dτ1

 .

进一步地

e∗k+1(t) =

(I − CBΓ )e∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓe∗k(τ)dτ −

C[0, 0, · · · , 1]
w t

0
eA

′
(t−τ)B′(τ)dτ =

c(t)− C
w t

0
ϕn+1,n+1(BΓL1c(τ) + · · ·+

BΓLn+1

w τ

0

w τ1

0
· · ·

w τn−1

0
c(τn)dτn · · ·dτ1)dτ,

其中

c(t) =

(I − CBΓ )e∗k(t)− C
w t

0
eA(t−τ)ABΓe∗k(τ)dτ.

在上式两端取∥ · ∥p,

∥e∗k+1(t)∥p 6

(1 +
n∑

i=0

1

i!
T i∥Cϕn+1,n+1BΓLi+1∥1) ·

(∥I − CBΓ∥1 + ∥CeA(·)ABΓ∥1))∥e∗k(t)∥p.

由条件C1),可得

lim
k→∞

e∗k(t) = 0.

证毕.

这表明系统在更一般形式的学习律(20)的作用
下,当迭代次数k趋于无穷大时,在Lebesgue-p范数
意义下,系统输出亦可在预先给定的有限时间上实
现对期望轨迹的完全跟踪.

5 数数数值值值结结结果果果(Numerical results)
这一节完成数值算例,以说明本文所提学习算

法的有效性. 考虑系统(1),其中:

A =

(
0 1

−2 − 3

)
, B =

[
0

1

]
, C = [0 1].

给定期望轨迹为

yd(t) = 0.4t2(2.5− 0.5t), 0 6 t 6 5,

且设置初始状态xxxk(0) = [0.5, 0.5]T.

首先考虑文中所提出的反馈辅助PD型学习律.
置Γ = 1, L = 5;对于带有初始修正策略的反馈辅
助PID型学习律,置Γ = 1, L1 = 6, L2 = 1,截止时
间为h = 0.2. 数值结果如图2–5所示. 其中: yk为系
统第k次运行时的输出量, yd为系统的期望输出量.
跟踪性能指标定义为系统第k次运行时跟踪误差

的L∞范数: Jk = ∥ek(t)∥∞.

由图2和图3可以看出,反馈辅助PD型学习律可
使得系统的输出轨迹渐近收敛于期望轨迹,但不能
实现完全跟踪. 在图4和图5中可以看出,当迭代次
数k = 20时,带有初始修正策略的反馈辅助PID型
学习律可使得跟踪误差在指定时刻收敛于零,即采
用本文所提的初始修正学习算法可使得系统的输出

轨迹在预先指定的时刻收敛于期望轨迹.

图 2 k = 20时, FAPD型学习控制下的跟踪性能
Fig. 2 Tracking performance by FAPD learning law in

the cycle k = 20
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图 3 FAPD型学习控制下的Jk值

Fig. 3 Jk by FAPD learning law

图 4 k = 20时,带初始修正作用的FAPID型学习
控制下的跟踪性能

Fig. 4 Tracking performance by FAPID learning law with

initial rectifying action in the cycle k = 20

图 5 带初始修正作用的FAPID型学习控制下的Jk值

Fig. 5 Jk by FAPID learning law with initial rectifying action

6 结结结论论论(Conclusions)

本文讨论线性定常系统存在固定初始偏移时的

迭代学习控制问题.提出反馈辅助PD型学习控制算
法,在Lebesgue-p范数意义下,可实现跟踪误差渐近
收敛于零. 为了实现系统输出在有限区间上对期望

轨迹的完全跟踪,提出了基于初始修正策略的迭代
学习控制器,文中给出了相应的极限轨迹和收敛条
件.数值结果验证了所提算法的有效性.
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附附附录录录(Appendix)
这里给出引理2的证明过程.

证证证 式(5)左右两端求导,可得

ṙrr(t) =

(A+B1C)rrr(t) +B1ccc(t) +B2

w t

0
ccc(τ1)dτ1 +
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B2C
w t

0
rrr(τ1)dτ1 + · · ·+

Bn

w t

0
· · ·

w τn−2

0
ccc(τn−1)dτn−1 · · ·dτ1 +

BnC
w t

0
· · ·

w τn−2

0
rrr(τn−1)dτn−1 · · ·dτ1.

可记

A′ =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

BnC Bn−1C Bn−2C · · · A+B1C

 ,

B′ =
000

000
...

B1ccc(t)+· · ·+Bn

w t

0
· · ·

w τn−2

0
ccc(τn−1)dτn−1 · · · dτ1

 .

由x′的定义,可得

ẋ′ = A′x′ +B′(t),

这意味着

x′ =
w t

0
eA

′(t−τ)B′(τ)dτ,

且根据x′的定义式

rrr(t) = [0, 0, · · · , 1]x′

可得

xxx(t) = ccc(t) + C[0, 0, · · · , 1]x′.

证毕.
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