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摘要:运用控制理论,矩阵论及最小二乘等理论,研究了多智能体系统的分组一致性与系统通信拓扑图的拉普拉
斯矩阵属于特征值0的特征向量之间的关系.给出了在线性协议控制下,系统达到一致性和分组一致性,其通信拓扑
的设计方法. 提出了一阶多智能体系统的总能量概念,并得到了系统在能量最省时通信拓扑的最优设计.仿真实例
佐证本文主要结论的正确性.
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The optimal design for interaction topology of multi-agent systems
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2. School of Internet of Things Engineering, Jiangnan University, Wuxi Jangsu 214122, China)

Abstract: Based on graph theory, matrix theory and least square theory, the relationship is studied between the group
consistency and the eigenvectors of Laplacian matrix associated with eigenvalue 0 for multi-agent systems. To obtain the
consensus or group consistency, a design method for unidirectional information exchange topologies is provided based on
the linear control protocol. The total energy is defined about the one-order multi-agent systems. And a optimal design is
proposed so that the system energy is minimum. Simulation results are given to illustrate the effectiveness of theoretical
results.
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1 引引引言言言(Introduction)
多智能体系统的研究方兴未艾,其一阶积分器系

统模型的理论研究最为深入[1–9].

文献[1]利用连通通讯拓扑图的Laplacian矩阵0特

征值所对应的特征向量得到一阶积分系统的平衡点.
文献[2–6]研究了一阶积分器系统的一致性敛性问题,
得到系统达到平均一致的充要条件,即通讯拓扑图是
连通平衡拓扑结构,并得到了系统中的所有智能体最
终收敛于初始状态的平均值.文献[7]利用随机矩阵理
论研究了当系统的通讯拓扑图存在有向生成树时,系
统一致收敛. 文献[8]利用矩阵论研究了通讯拓扑为非
平衡结构且保持强连通或有生成树时,多智能体系统
一致收敛于初始状态的凸组合.文献[9]研究了固定通
讯拓扑和时变通讯拓扑下离散时间多智能体系统平

衡点问题[10].

对于一阶积分器系统,人们将研究的重点放在线
性控制下系统的通讯拓扑网络应满足怎样的条件系

统输出能够一致上. 根据不同的拓扑结构得到一致性
的条件基本一致:连通,强连通或有生成树.

当交互拓扑中有敌对交互或不连通时,系统不一
定具备稳定性,系统状态的一致性更难得到,但可能
表现为群集现象,文献[11–14]中均有对部分情形的详
细研究.
本文针对系统通讯拓扑结构不连通或存在敌对交

互,研究了一阶积分系统的状态. 引入了多智能体系
统的能量函数,据此研究了在一阶积分器控制下,多
智能体系统一致性或群集性所需要设计的最优通讯

拓扑结构.

2 主主主要要要结结结论论论(Main results)
考虑n个智能体组成的多智能体系统

ẋi = ui, (1)

其中: 智能体i的状态xi ∈ R1,控制协议ui ∈ R1, i =

1, 2, · · · , n.
系统的邻接矩阵A = (aij)n×n, aij表示智能体i

和j之间的连接权数. 系统的度矩阵

D = (dij)n×n,

其中
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dij =


n∑

j=1

aij , i = j,

0, i ̸= j,

系统的Laplacian矩阵L = D −A.

本文考虑无向通信拓扑,故矩阵A及L为对称矩

阵. 采用的系统控制协议为

ui(t) =
∑

j∈Ni

aij(xj(t)− xi(t)), (2)

其中i = 1, 2, · · · , n.

由式(1)–(2),系统可改写成矩阵形式

Ẋ(t) = −LX(t), (3)

这里X(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))
T.

定定定义义义 1 对于多智能体系统中的任意两个个体i,

j ∈ {1, 2, · · · , n},满足

lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0,

则称多智能体系统具有状态一致性.

定定定义义义 2 [12] 设k个集合{Xi|i = 1, 2, · · · , k},对
于任意的i, j ∈ {1, 2, · · · , k},满足

1) Xi ̸= ∅,Xi ⊂ X,

2) Xi ∩Xj = ∅, (i ̸= j),

3)
k∪

i=1

Xi = X,

则称{Xi|i = 1, 2, · · · , k}为集合X的一个分割.

定定定 义义义 3 [12] 设{Xi|i = 1, 2, · · · , k}为 系 统(1)
的状态集X的一个分割,对于任给的xi∈Xî, xj∈Xĵ

(̂i, ĵ ∈ {1, 2, · · · , k})满足
1) lim

t→∞
∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, î = ĵ,

2) lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ > 0, î ̸= ĵ,

则称系统(1)分组一致.

对于多智能体系统(3),众多文献均在系统通信拓
扑保持连通或联合连通的条件下,研究系统的一致性
或分组一致性问题,要求系统通信拓扑的Laplacian矩
阵的秩rank(L) = n− 1. 即系统通信拓扑的连通性
是系统最终保持一致性或分组一致的前提条件.

然而,实际应用中,系统的通信拓扑受外界因素的
影响会很大,其通信拓扑始终保持连通或联合连通是
很困难的. 本文拟在系统的通信拓扑即使不连通的情
况下,研究系统的一致性和分组一致性. 并在此基础
上,为了保持系统的一致性或分组一致性,设计最理
想的通信拓扑结构.

定定定理理理 1 对于多智能体系统(3),若无向通信拓扑
结构图的Laplacian矩阵的秩rank(L)=n− r (r>1),
并设

0 = λ1 = λ2 = · · · = λr < λr+1 6 · · · 6 λn

为矩阵L的特征值,对应的正交特征向量分别为

p1,p2, · · · ,pn.

则多智能体系统(1)的所有个体的最终状态为

X(∞) =
r∑

i=1

(pT
i X(0))pi. (4)

证证证 由矩阵论知识知道,对称矩阵必能对角化.
设系统(3)通信拓扑Laplacian矩阵L的对角矩阵为Λ

= diag{λ1, λ2, · · · , λn}.

记过渡矩阵为P = (p1,p2, · · · ,pn),显然P为正

交矩阵,且有

L = PΛP T. (5)

系统(3)的状态解为

X(t) = exp(−Lt)X(0). (6)

结合式(5),即有

X(t) = P exp(−Λt)P TX(0). (7)

对式(6)两边取极限(t → ∞):

X(∞) = PQP TX(0), (8)

其中矩阵Qn×n = diag{1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−r

}.

由式(8),根据矩阵乘法,可计算得式(4).

注意到L的行和为零,故可取p1 =
1√
n
1n为L属

于λ1 = 0的特征向量.

注注注 1 由定理1知道,多智能体系统的的一致性分组是

由其Laplacian矩阵的特征值零的所有特征向量及所有个体初

始状态共同决定. 当r = 1时, rank(L) = n− 1,此时系统通

信拓扑连通,根据式(4),可计算出系统所有个体一致收敛到

x̄0 =
1

n

n∑
i=1

xi(0). 这正是很多文献中的结论.即通信拓扑连

通时,多智能体系统(3)一致收敛到系统初始值的均值处.

本文设系统通信拓扑结构图的Laplacian矩阵L的

秩为n− 2(即r = 2). 由矩阵论知识知道, 0是矩阵L

的二重特征根,设为λ1 = λ2 = 0.
因此式(4)可写成

X(∞) = x̄01+ (pT
2X(0))p2. (9)

注注注 2 式(9)说明,当rank(L) = n− 2时,系统中个体

的最终状态是由特征向量p2决定. 由pT
1 p2 = 0可知, p2 中

的元素不可能全部相同,因此系统(3)不能保持一致性(除非

pT
2 X(0) = 0). 但若 p2 中相同元素的组数有 k组(如 p2 =

(−1, 0, 1,−1, 0, 1,−1,−1)T),则元素p12, p42, p72, p82均为

−1为一组,元素p22, p52是0为另一组, p32, p62相等为一组,

则相同元素的组数为3,即k = 3),可以从式(9)看出,系统中

的个体最终状态呈现分k组一致,并可以根据式(9)计算出每

组个体聚集位置.

基于定理1,可以逆向应用. 为了多智能体系统(3)
达到一致收敛或分组收敛这一目的,可以通过设计多
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智能体系统的通信拓扑结构来实现.

分组一致性设计步骤如下(以rank(L)=n−2为

例):

步步步骤骤骤 1 令p1=
1√
n
1,给定p2(p2应满足与p1正

交且所有元素能分成k组相同的元素).

步步步骤骤骤 2 求出N(p1,p2)(p1,p2的零空间).

步步步骤骤骤 3 任取线性无关向量组

(p3,p4, · · · ,pn) ∈ N(p1,p2),

并正交化,为方便仍记作:

(p3,p4, · · · ,pn),

且令P = (p1,p2, · · · ,pn).

步步步骤骤骤 4 任意给定λi > 0(i = 3, 4, · · · , n),令

Λ = diag{0, 0, λ3, λ4, · · · , λn}.

步步步骤骤骤 5 根据L = PΛP T计算通信拓扑结构图

的Laplacian矩阵.

步步步骤骤骤 6 根据A = D −L,得到系统通信拓扑
的邻接矩阵. 据此设计通信拓扑.

根据定理1,上述设计过程必能保证系统中的个体
最终能分k组保持一致.

从上述步骤可以看出, λi实际上是系统的Lapla-
cian矩阵的非零特征值,为达到分组一致性,随着λi

选取的不同,系统的邻接矩阵也随之不一样. 根据
式(7),非零特征值的大小影响系统收敛到平衡位置的
快慢. 为了使系统快速分组收敛到各组的平衡状态,
应该让λi尽可能大.但是此时系统的通信能量以及控
制能量很可能也随之增大.选取合适的λi使得系统总

消耗最小是个值得考虑的问题.为此,引入多智能体
系统总能量的概念.

定定定义义义 4 对于多智能体系统(3),定义

J1 = ∥L∥2F (10)

(其中∥ · ∥F为矩阵的F范数)为系统的通信能量;定义

J2=
w ∞

0
(X(t)−X(∞))T(X(t)−X(∞))dt (11)

为系统的控制能量;定义

J = J1 + J2 (12)

为系统的总能量.

定定定理理理 2 根据分组一致性设计步骤设计的通信

拓扑结构,当步骤4中λi取

λi = (
pT
i X(0)

2
)

2
3 , (13)

其中i = 3, 4, · · · , n,多智能体系统(3)总能量J最小.

证证证 由定理1及式(8)可得

X(∞) = PΛ̃P T, (14)

其中Λ̃ = diag{1, 1, 0, · · · , 0}. 记X0 = X(0),系统
的总能量

J =
n∑

i=1

λ2
i +XT

0P
w ∞

0
(exp(−Λt)−Λ̃)2dtP TX0.

(15)

注意到exp(−Λt)与Λ̃均为对角阵,因此

(exp(−Λt)− Λ̃)2 =

diag{0, 0, exp(−2λ3t), exp(−2λ4t), · · · ,
exp(−2λnt)},

从而

J =
n∑

i=3

λ2
i +XT

0 PΛ̄P TX0, (16)

其中Λ̄ = diag{0, 0, 1

2λ3

,
1

2λ4

, · · · , 1

2λn

}.

为使系统的总能量最少,式(16)两边对λi(i = 3,

4, · · · , n)求导,有
∂J

∂λi

= 2λi −
1

2λi

XT
0 pip

T
i X0, (17)

令
∂J

∂λi

= 0即可求得式(13).

3 仿仿仿真真真(Simulation)
考虑8个智能体组成的系统,其初始状态

X(0)=(0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2, 1.4)T,

控制协议采用式(2). 取

p1 =
1

2
√
2
18 = 0.3536 · 18, (MATLAB计算).

取(p2,p3, · · · ,p8) ∈ N(p1)为

0.3536 0.3536 0.3536 0.3536 0.3536 0.3536 0.3536

0.8066 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934

−0.1934 0.8066 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934

−0.1934 −0.1934 0.8066 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934

−0.1934 −0.1934 −0.1934 0.8066 −0.1934 −0.1934 −0.1934

−0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 0.8066 −0.1934 −0.1934

−0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 0.8066 −0.1934

−0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 −0.1934 0.8066


.
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由定理2计算的非零特征值(λ2, λ3, · · · , λ8) = (0.5797, 0.4885, 0.3877, 0.2714, 0.1197, 0.1508, 0.2930).

再由步骤5计算的通信拓扑的Laplacian矩阵L:

L =



0.2864 0.0484 0.0161 −0.0195 −0.0606 −0.1143 −0.1033 −0.0530

0.0484 0.4412 −0.1209 −0.1014 −0.0789 −0.0496 −0.0556 −0.0831

0.0161 −0.1209 0.3852 −0.0838 −0.0613 −0.0319 −0.0380 −0.0655

−0.0195 −0.1014 −0.0838 0.3234 −0.0418 −0.0125 −0.0185 −0.0460

−0.0606 −0.0789 −0.0613 −0.0418 0.2521 0.0100 0.0040 −0.0235

−0.1143 −0.0496 −0.0319 −0.0125 0.0100 0.1591 0.0333 0.0059

−0.1033 −0.0556 −0.0380 −0.0185 0.0040 0.0333 0.1782 −0.0002

−0.0530 −0.0831 −0.0655 −0.0460 −0.0235 0.0059 −0.0002 0.2653


.

根据步骤6得到系统通信拓扑的邻接矩阵A:

A =



0.0 −0.0484 −0.0161 0.0195 0.0606 0.1143 0.1033 0.0530

−0.0484 0.0 0.1209 0.1014 0.0789 0.0496 0.0556 0.0831

−0.0161 0.1209 0.0 0.0838 0.0613 0.0319 0.0380 0.0655

0.0195 0.1014 0.0838 0.0 0.0418 0.0125 0.0185 0.0460

0.0606 0.0789 0.0613 0.0418 0.0 −0.0100 −0.0040 0.0235

0.1143 0.0496 0.0319 0.0125 −0.0100 0.0 −0.0333 −0.0059

0.1033 0.0556 0.0380 0.0185 −0.0040 −0.0333 0.0 0.0002

0.0530 0.0831 0.0655 0.0460 0.0235 −0.0059 0.0002 0.0


.

在此通信拓扑下,系统总能量最少的情况,所有
个体一致收敛至初始位置的均值处,如图1.

考虑系统通信拓扑Laplacian矩阵L的秩为n−2,
p1如上,取

p2 = ( −0.2582 0 − 0.2582 0.5164 0

−0.2582 0.5164 0.5164)T

因p2中有3组相同元素,根据定理1,系统中个体
分3组一致.其中: 个体1, 3, 6状态一致,个体2, 5一
致,个体4, 7, 8一致.

取(p3,p4, · · · ,p8) ∈ N(p1,p2)为

0.0367 0.4836 0.1857 0.0367 0.4836 0.4836

−0.5911 −0.0301 −0.4041 −0.5911 −0.0301 −0.0301

0.7296 −0.1617 −0.2342 −0.2704 −0.1617 −0.1617

0.0826 0.6934 −0.0471 0.0826 −0.3066 −0.3066

−0.1527 −0.2100 0.8282 −0.1527 −0.2100 −0.2100

−0.2704 −0.1617 −0.2342 0.7296 −0.1617 −0.1617

0.0826 −0.3066 −0.0471 0.0826 0.6934 −0.3066

0.0826 −0.3066 −0.0471 0.0826 −0.3066 0.6934


.

据定理2计算系统Laplacian矩阵的正特征值为(0.5131, 0.2154, 0.2320, 0.1659, 0.3420, 0.4481).

根据步骤5,计算出

L =



0.2441 −0.0468 −0.0766 −0.0449 −0.0703 −0.0894 0.0163 0.0676

−0.0468 0.2761 −0.1679 −0.0260 −0.0100 0.0373 −0.0298 −0.0330

−0.0766 −0.1679 0.3243 0.0448 −0.0612 −0.0949 0.0244 0.0072

−0.0449 −0.0260 0.0448 0.1830 0.0019 0.0161 −0.0712 −0.1038

−0.0703 −0.0100 −0.0612 0.0019 0.2193 −0.0081 −0.0247 −0.0470

−0.0894 0.0373 −0.0949 0.0161 −0.0081 0.1649 −0.0043 −0.0215

0.0163 −0.0298 0.0244 −0.0712 −0.0247 −0.0043 0.2320 −0.1426

0.0676 −0.0330 0.0072 −0.1038 −0.0470 −0.0215 −0.1426 0.2730


.

根据步骤6得到系统通信拓扑的邻接矩阵
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A =



0.0 0.0468 0.0766 0.0449 0.0703 0.0894 −0.0163 −0.0676

0.0468 0.0 0.1679 0.0260 0.0100 −0.0373 0.0298 0.0330

0.0766 0.1679 0.0 −0.0448 0.0612 0.0949 −0.0244 −0.0072

0.0449 0.0260 −0.0448 0.0 −0.0019 −0.0161 0.0712 0.1038

0.0703 0.0100 0.0612 −0.0019 0.0 0.0081 0.0247 0.0470

0.0894 −0.0373 0.0949 −0.0161 0.0081 0.0 0.0043 0.0215

−0.0163 0.0298 −0.0244 0.0712 0.0247 0.0043 0.0 0.1426

−0.0676 0.0330 −0.0072 0.1038 0.0470 0.0215 0.1426 0.0


.

在此通信拓扑下,系统总能量最少,系统个体分
组一致,如图2所示.

图 1 通信拓扑最优系统的一致性
Fig. 1 Consensus of the system for the optimal interaction

topology

图 2 通信拓扑最优系统的分组一致性
Fig. 2 Group consistency of the system for the optimal

interaction topology

4 结结结束束束语语语(Concluding remarks)
文章仅研究了一阶线性控制下的多智能体系统

一致收敛或分组一致收敛的通信拓扑设计,及相应
的最优设计问题.对于有向图,非线性控制下的一
阶系统以及线性控制下的高阶系统的通信拓扑设计

问题正是作者后继研究的课题.
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