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摘要:针对小数据集条件下贝叶斯网络参数学习问题,约束最大似然(CML)和定性最大后验概率(QMAP)方法是
两种约束适用性较好的方法. 当样本数量、约束数量、参数位置不同时,上述两种方法互有优劣,进而导致方法上的
难以选择.因此,本文提出一种自适应参数学习方法: 首先,利用CML和QMAP方法学习得到两组参数;然后,基于
拒绝–接受采样和空间最大后验概率思想自定义计算得到样本权重、约束权重、参数位置权重;最后,基于上述参数
和权重计算得到新的参数解. 实验表明: 在任何条件下,本文方法计算得到参数的精度接近甚至优于CML和
QMAP方法的最优解.
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Learning Bayesian network parameters from small data set:
an adaptive method

GUO Zhi-gao, GAO Xiao-guang†, DI Ruo-hai
(School of Electronics and Information, Northwestern Polytechnical University, Xi’an Shaanxi 710129, China)

Abstract: For parameter learning of Bayesian networks from small data set, constrained maximum likelihood (CML)
method and qualitative maximum a posterior (QMAP) method are two approaches, which suit all types of existing parameter
constraints. However, those two approaches dominate each other when samples size, constraint number or true-parameter
location varies. That makes it tough to choose between those two methods. For that reason, a novel adaptive parameter
learning method is proposed in this paper. First, CML method and QMAP method are employed to learn BN parameters.
Then, sample weight, constraint weight, and parameter-location weight are defined and calculated based on rejection-
acceptance sampling and spatial maximum a posterior analysis. Finally, a new set of parameters are calculated as the
weighted values of CML and QMAP solutions. Furthermore, simulation results reveal that precision of parameters learnt
by the proposed method, in any cases, approaches and even outperforms those of CML method and QMAP method.
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1 引引引言言言(Introduction)
贝叶斯网络(Bayesian network, BN)是表示随机变

量间依赖和独立关系的网络模型[1],由节点集、有向
边集、条件概率分布集组成. 其中,节点表示随机变
量,有向边表示变量间的依赖关系,条件概率分布表
示变量间的依赖程度.现实生活中的许多实例如医疗
诊断[2]、故障诊断[3]、智能控制[4]、目标跟踪[5]、信号

处理[6]、生态系统建模[7] 等都可以通过BN进行建模.
通常, BN的构建需要咨询领域专家,以获取该领域的
经验知识. 对于专家而言,他们能够可靠地给出BN的
结构[8],却很难指定条件概率值即参数[9]. 如果能够获
得充足的样本数据,则利用最大似然估计(maximum

likelihood estimation, MLE)方法[10]可以准确地估计

出BN参数. 但是,从某些系统中获取大量样本数据非
常困难或者代价昂贵,如地震预测系统中的地震数
据、空战态势评估系统中的空战数据、航空发动机故

障诊断系统中的发动机故障数据等. 在上述情况下,
由于样本数据较少,很难精确估计出BN参数. 而不精
确的参数往往导致BN的推理结果违背常理. 所以,一
直以来,提高小数据集条件下BN参数学习的精度是
一个备受关注的问题.
虽然专家很难给出网络参数,却可以给出网络节

点间的关系信息即约束信息[11]. 而事实上,约束信息
比参数信息具有更好的鲁棒性[12]. 迄今为止,小数据
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集条件下基于约束信息的BN参数学习研究经历了两
个阶段: 基于单一约束的参数学习和基于复合约束的
参数学习.在基于单一约束的参数学习研究阶段: 文
献[12]针对定性影响约束提出了约束自适应概率网
络(constrained adaptive probabilistic networks, CAPN)
参数学习方法. 文献[13]针对定性影响约束提出了梯
度下降估计(gradient-descent estimation, GDE)方法.
文献[14]针对定性影响约束提出了保序回归估计
(isotonic regression estimation, IRE)方法. 文献[15]针
对规范性约束提出了最小自由能(minimum free ener-
gy, MFE)估计方法. 由于单一约束对参数的约束力较
小,只能将参数限制到较为宽泛的可行域内,导致参
数学习结果不够精确. 而且,针对单一特定类型约束
的参数学习方法约束适用性较差,很难适用于其他类
型的约束.

因此,针对小数据集条件下BN参数学习研究逐渐
过渡到基于复合约束的参数学习阶段. 在基于复合约
束的参数学习阶段: 文献[16–17]提出了约束最大似
然 (constrained maximum likelihood, CML)方法. 文献
[18]提出了约束最大期望 (constrained expectation
maximum, CEM)方法. 文献[19]提出了定性最大后验
概率 (qualitative maximum a posterior, QMAP)方法.
文献[20]提出了基于双重约束(dually constrained esti-
mation, DCE)的参数学习方法. 文献[21]提出了约束
多项式参数学习 (multinomial parameter learning with
constraints, MPL–C)方法.

分析可以发现: CEM, DCE, MPL–C方法仅适用
于几种特定类型的参数约束,即约束适用性有限.而
CML和QMAP方法对参数约束类型没有特殊要求,具
有很好的约束适用性. CML和QMAP方法具有以下特
点: 1) CML方法对样本数据利用率较高,而对参数约
束利用率较低,学习结果往往位于参数可行域的边缘

位置. 2) QMAP方法对样本数据利用率较低,而对参
数约束利用率较高,学习结果往往位于参数可行域的
中心位置.因此,上述两种方法在样本量、约束量、真
实参数位置不同的情况下互有优劣. 然而,在样本数
量大小、约束数量多少、真实参数位于可行域的边

缘、中心或是两者之间等因素无法确定的情况下,
CML和QMAP孰优孰劣? 笔者更无法确定. 为此,本
文提出一种自适应参数学习方法: 首先,利用CML
和QMAP方法进行参数学习得到两组参数. 然后,自
定义计算得到样本权重、约束权重、参数位置权重.
最后,在两组参数和三组权重的基础上计算得到新的
自适应参数解. 该方法通过合理分配对CML和QMAP
方法学习结果的信任度,使得在任何条件下,都可以
学习得到更加精确的参数.

2 研研研究究究问问问题题题描描描述述述(Problem description)
根据马尔科夫独立性, BN网络全局参数学习问题

可以分解为每个节点与其父节点之间的局部参数学

习问题.因此,以图1所示二值网络[22]中参数P (W |
S,R)的学习为例阐明本文的研究问题.

图 1 草坪湿润推理贝叶斯网络
Fig. 1 Lawn wet inference Bayesian network

首先,为了获取数据以进行参数学习,将P (C),
P (S|C), P (R|C)参数值设置如表1所示.

表 1 部分网络真实参数
Table 1 Part of the true parameters

P (C = 1) = 0.50 P (C = 2) = 0.50

P (S = 1 | C = 1) = 0.10, P (R = 1 | C = 1) = 0.99 P (S = 1 | C = 2) = 0.20, P (R = 1 | C = 2) = 0.20

P (S = 2 | C = 1) = 0.90, P (R = 2 | C = 1) = 0.01 P (S = 2 | C = 2) = 0.80, P (R = 2 | C = 2) = 0.80

然后,分析参数P (W |S,R)所满足的具体约束

并建立如表2所示复合参数约束库. 最后,通过3组
实验引出所要研究的问题.其中,为便于表示,将
表2中参数进行编号,具体编号如表3所示.

表 2 参数P (W |S,R)所满足的约束

Table 2 Constraints satisfied by parameter P (W | S,R)

P (W = 1 | S = 1, R = 1) > P (W = 2 | S = 1, R = 1)

P (W = 2 | S = 2, R = 1) > P (W = 1 | S = 2, R = 1), P (W = 2 | S = 2, R = 2) > P (W = 2 | S = 1, R = 1)

P (W = 2 | S = 1, R = 2) > P (W = 2 | S = 1, R = 1), P (W = 2 | S = 2, R = 2) > P (W = 1 | S = 2, R = 2)

P (W = 2 | S = 1, R = 2) > P (W = 1 | S = 1, R = 2), P (W = 2 | S = 2, R = 2) > P (W = 2 | S = 2, R = 1)

P (W = 2 | S = 2, R = 1) > P (W = 2 | S = 1, R = 1), P (W = 2 | S = 2, R = 2) > P (W = 2 | S = 1, R = 2)
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表 3 参数编号
Table 3 Parameter index

序号 参 数

P1 P (W = 1 | S = 1, R = 1)

P2 P (W = 1 | S = 1, R = 2)

P3 P (W = 1 | S = 2, R = 1)

P4 P (W = 1 | S = 2, R = 2)

P5 P (W = 2 | S = 1, R = 1)

P6 P (W = 2 | S = 1, R = 2)

P7 P (W = 2 | S = 2, R = 1)

P8 P (W = 2 | S = 2, R = 2)

1) 约束数量对CML和QMAP参数学习的影响
分析.
为公平比较两种方法,进行如下实验设置:
① 样本数量设定为介于1和35之间的18组.
② 真实参数在参数约束确定后设定在介于可

行域中心和边缘之间的中间位置.在约束量为1条
和9条的情况下分别利用CML和QMAP方法进行参
数学习,学习结果如表4和表5所示.
注注注 1 本文采用如式(1)所示的KL散度[23]来度量CML

方法和QMAP方法学习结果的精度. KL值越小表明学习结果
越精确. 其中: θijk代表真实参数, θ′ijk代表学习得到的参数.

KL(θi | θ′i) =
qi∑

j=1

ri∑
k=1

θijkln
θijk
θ′
ijk

. (1)

表 4 约束数量为1时学习结果对比
Table 4 Comparison of parameter learning with 1 constraint

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 KL距离

真实参数 0.50 0.20 0.75 0.78 0.50 0.80 0.25 0.22 0

CML估计 1 0.72 0 1 0 0.28 1 0 0.33

QMAP估计 0.68 0.36 0.50 0.50 0.32 0.64 0.50 0.50 0.62

表 5 约束数量为9时学习结果对比
Table 5 Comparison of parameter learning with 9 constraints

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 KL距离

真实参数 0.77 0.40 0.30 0.20 0.23 0.60 0.70 0.80 0

CML估计 0.50 0.40 0.50 0 0.50 0.60 0.50 1 0.95

QMAP估计 0.74 0.31 0.32 0.12 0.26 0.69 0.68 0.88 0.07

注注注 2 实验设置①中样本数量设定在1组和35组之间

的原因是,精确学习图1网络参数所需最小样本量为35[24].

分析可以发现: 在样本量和真实参数位置相同
的情况下,当约束较少时, CML方法学习结果更加
靠近真实参数;当约束较多时, QMAP方法学习结
果更加靠近真实参数.

2) 样本数量对CML和QMAP参数学习的影响

分析.

为公平比较两种方法,进行如下实验设置:

① 约束数量设定为介于1和9之间的5条.

② 真实参数在约束确定后设定在可行域的中

间位置.在样本量为 1组和35组的情况下,分别利用
CML和QMAP方法进行参数学习,学习结果如表6
和表7所示.

表 6 样本量为1时学习结果对比
Table 6 Comparison of parameter learning when sample size is 1

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 KL距离

真实参数 0.93 0.80 0.45 0.40 0.07 0.20 0.55 0.60 0
CML估计 0.50 0 0 0 0.50 1 1 1 5.08

QMAP估计 0.78 0.40 0.32 0.18 0.22 0.60 0.68 0.82 0.85
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表 7 样本量为35时学习结果对比
Table 7 Comparison of parameter learning when sample size is 35

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 KL距离

真实参数 0.88 0.62 0.42 0.32 0.12 0.38 0.58 0.68 0
CML估计 0.86 0.86 0.39 0.39 0.14 0.14 0.61 0.61 0.07

QMAP估计 0.78 0.40 0.32 0.18 0.22 0.60 0.68 0.82 0.85

分析可以发现: 在约束量和真实参数位置相同
的情况下,当样本较少时, QMAP方法学习结果更
加靠近真实参数;而当样本较多时, CML方法学习
结果更加靠近真实参数.

3) 真实参数位置对CML和QMAP参数学习的
影响分析.

为公平比较两种方法,进行如下实验设置:

① 样本数量设定为18组.

② 约束数量设定为5条. 在真实参数位于可行
域的中心和边缘位置的情况下,分别利用CML方法
和QMAP方法进行参数学习,学习结果如表8和表9
所示.

表 8 真实参数位于可行域中心位置时学习结果对比
Table 8 Comparison of parameter learning when true parameters locate in

center of constrained region

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 KL距离

真实参数 0.81 0.39 0.25 0.29 0.19 0.61 0.75 0.71 0
CML估计 1 0.90 0.50 0.45 0 0.10 0.50 0.55 1.95

QMAP估计 0.78 0.39 0.25 0.22 0.22 0.61 0.75 0.78 0.02

表 9 真实参数位于可行域边缘位置时学习结果对比
Table 9 Comparison of parameter learning when true parameters locate on

border of constrained region

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 KL距离

真实参数 0.98 1 0.48 0.50 0.02 0 0.52 0.50 0
CML估计 1 0.90 0.50 0.45 0 0.10 0.50 0.55 0.12

QMAP估计 0.78 0.39 0.25 0.22 0.22 0.61 0.75 0.78 2.01

分析可以发现: 在样本量和约束量相同的情况
下,当真实参数位于可行域的中心位置时, QMAP
方法学习结果更加靠近真实参数;而当真实参数位
于可行域的边缘位置时, CML方法学习结果更加靠
近真实参数.

总结可以发现: CML和QMAP方法在样本量、
约束量、真实参数位置不同的情况下学习结果互有

优劣,导致方法的难以选择.为此,本文提出一种小
数据集条件下BN自适应参数学习方法.

3 BN自自自适适适应应应参参参数数数学学学习习习方方方法法法(BN adaptive par-
ameter learning method)
首先,给出用于融合CML和QMAP方法优点的

3个权重的定义、计算方法、特征分析.然后,介绍
CML和QMAP方法的核心参数优化模型. 最后,详

细描述自适应参数学习方法的步骤.

3.1 权权权重重重定定定义义义(Weight definitions)
3.1.1 约约约束束束权权权重重重(Constraint weight)
约束权重是评估约束量多少或约束力强弱的权

重因子,是分配对CML和QMAP方法学习结果信任
度的第一个指标.约束权重越小表明约束量越多或
约束力越强. 该权重计算方法为:
首先,随机生成N1组满足如下约束的基本参数

组(θi1k, θi2k, · · · , θiqik):

θijk ∈ (Ω1 ∩Ω2), j = 1, 2, · · · , qi, (2)

其中: θijk代表节点i取第j个状态值且其父节点取

第k个组合状态值时的参数值, Ω1, Ω2代表如下约

束:

θijk ∈ [0, 1], j = 1, 2, · · · , qi, (3)
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(θi1k + θi2k + · · ·+ θiqik) = 1. (4)

然后,统计进一步满足如下约束的参数的数量并记
为N2. 其中: 约束ΩC代表复合参数约束,

θijk ∈ (Ω1 ∩Ω2 ∩ΩC), j = 1, 2, · · · , qi. (5)

最后,通过式(6)计算得到约束权重

wC =
N2

N1
. (6)

以表2中参数约束为例,分析约束权重与约束数
量之间的关系,具体关系如图2所示.

图 2 约束权重与约束数量之间的关系
Fig. 2 Relation between constraint weight and number

分析可以发现: 约束权重随约束量的增加而减
小,实现了对CML和QMAP学习结果信任度的分
配.

3.1.2 样样样本本本权权权重重重(Sample weight)
样本权重是评估样本量多少的权重因子,是分

配对CML和QMAP方法学习结果信任度的第2个指
标.样本权重越大表明样本量越多. 该权重计算方
法为:
首先,根据式(7)[23]计算得到学习网络参数所需

最小样本量N3. 其中: n为全局网络节点数量, m为
全局网络中最大父节点数,

N3 = n2logn2logn(m+1). (7)

然后,根据式(8)计算得到样本权重

wS = min{1, N4

N3
}, (8)

其中N4为已知样本量. 以图1网络参数为例,分析样
本权重与样本量之间的关系,具体关系如图3所示.

图 3 样本权重与样本数量之间的关系
Fig. 3 Relation between sample weight and size

分析可以发现: 样本权重随样本数量的增大而

增大,实现了对CML和QMAP学习结果信任度的分
配.

3.1.3 参参参数数数位位位置置置权权权重重重(Parameter location weight)
真实参数位置权重是评估真实参数距离参数可

行域边界远近的权重因子,是分配对CML和QMAP
方法学习结果信任度的第3个指标.真实参数位置
权重越大表明真实参数距离可行域边界越远. 由于
真实参数位置无法确定,所以将真实参数位置权重
设定为0.5,即

wL = 0.5. (9)

上述设定依据为:从统计和几何的角度分析,真
实参数位于参数可行域中心和边界位置的概率小于

位于中间位置的概率(如图4,点散落于BC间的概

率(0.5)大于散落于AB和CD间的概率(0.25)). 因
此,将真实参数位置权重设定为0.5.

图 4 真实参数位置权重分析示意图

Fig. 4 Analysis of true parameter location weight

3.2 参参参数数数优优优化化化模模模型型型(Parameter optimization models)
3.2.1 有有有约约约束束束参参参数数数优优优化化化模模模型型型(Constrained paramet-

er optimization model)
CML方法将BN参数学习问题视为有约束优化

问题,其参数优化模型[16–17]为

max
n∑

i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

Nijklogθijk, (10)

s.t. Ω(θijk) 6 0, (11)

其中Nijk代表样本数据中第i个节点取第j个状态值

且其父节点取第k个组合状态值的样本数量.

3.2.2 无无无约约约束束束参参参数数数优优优化化化模模模型型型(Unconstrained param-
eter optimization model)

QMAP方法将BN参数学习问题视为无约束优
化问题,其参数优化模型[19]为

max
n∑

i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

(Nijk +Mijk)logθijk, (12)

其中Mijk代表第i个节点取第j个状态值且其父节

点取第k个组合状态值的虚拟样本数量,大小为

Mijk = A ∗ P (Xi = k,Π(i) = j | Ω), (13)

其中A代表虚拟采样次数.

3.3 算算算法法法描描描述述述(Algorithm description)
基于上述权重和模型,小数据集条件下BN自适

应参数学习方法的具体步骤如下:
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步步步骤骤骤 1 统计样本量Nijk,然后根据已知参数
约束构建有约束参数优化模型即式(10)和(11);

步步步骤骤骤 2 利用凸优化方法[25]求解上述优化模

型,得到参数值θCML
ijk ;

步步步骤骤骤 3 利用拒绝–接受采样法随机抽取满足
约束Ω的参数P (Xi = j,Π(i) = k | Ω),然后根据
式(13)计算得到参数Mijk;

步步步骤骤骤 4 利用Nijk和Mijk构建无约束参数优化

模型即式(12),求解得到如下参数:

θ∗ijk =
Nijk +Mijk

ri∑
k=1

(Nijk +Mijk)

. (14)

步步步骤骤骤 5 将步骤3和4重复进行L次,然后将L次

结果平均化得到参数值θQMAP
ijk ;

步步步骤骤骤 6 根据式(2)–(9)计算约束权重、样本权
重、参数位置权重,然后根据式(15)–(17),最终得到
自适应参数值θAdaptive

ijk :

θAdaptive
ijk = w1 ∗ θCML

ijk + w2 ∗ θQMAP
ijk , (15)

w1 =
2− wC + wS − wL

3
, (16)

w2 =
1 + wC − wS + wL

3
. (17)

4 复复复杂杂杂度度度分分分析析析(Complexity analysis)
MLE, CML, QMAP和本文方法复杂度为

TMLE = N4, (18)

TCML =
1

ε
+N4, (19)

TQMAP = L ∗Ns +N4, (20)

TAdaptive =
1

ε
+ L ∗Ns +N1 + 2 ∗N4. (21)

注注注 3 ε代表计算精度,其默认值为2.22 ∗ 10−16, N1

取值为103左右, Ns取值为102左右, L取值为102左右.

结结结论论论 小数据集条件下, MLE, CML, QMAP,
本文方法复杂度之间的大小关系为

TAdaptive > TCML > TQMAP > TMLE, (22)

且本文方法和CML方法的复杂度相近,即

TAdaptive ≈ TCML. (23)

证证证 由于N4, L ∗Ns和N1远小于
1

ε
,故根据式

(18)–(21)可知MLE, CML, QMAP,本文方法复杂度
满足如下大小关系:

TAdaptive > TCML > TQMAP > TMLE. (24)

而小数据集条件下N4往往很小,且L ∗Ns, N1远小

于
1

ε
,故保留算法复杂度主项后,可得

TMLE ≈ O(1), (25)

TCML ≈ O(
1

ε
), (26)

TAdaptive ≈ O(
1

ε
), (27)

TQMAP ≈ O(L ∗Ns), (28)

故可得TAdaptive ≈ TCML.

5 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulations)
实验平台为MATLAB,实验网络为图1网络,实

验约束为表2约束,实验方法为MLE, CML, QMAP,
本文方法,具体实验如下.

5.1 有有有效效效性性性分分分析析析(Effective analysis)
5.1.1 约约约束束束数数数量量量变变变化化化实实实验验验(Learning with different

constraint number)
实验设置:
1) 样本量设为18组.
2) 约束量由1条依次递增至9条.
3) 真实参数在实验约束确定后设定在参数可行

域的中间地带.
实验内容: 首先,按照上述设置利用不同方法进

行单次学习实验,实验结果如图5(a)和5(b)所示. 然
后,按照上述实验设置重复进行50次学习实验,平
均实验结果如图5(c)和5(d)所示.
实验分析:
1) 约束较少时, CML学习精度优于QMAP;约

束较多时, QMAP学习精度优于CML.
2) 本文方法学习精度在多数情况下优于CML

和QMAP方法.

5.1.2 样样样本本本数数数量量量变变变化化化实实实验验验 (Learning with different
sample size)

实验设置:
1) 约束量设为5条.
2) 样本量由1组递增至35组.
3) 真实参数在实验约束确定以后设定在参数可

行域的中间地带.
实验内容: 首先,按照上述设置利用不同方法进

行单次学习实验,结果如图6(a)和6(b)所示. 然后,
按照上述实验设置重复进行50次学习实验,平均实
验结果如图6(c)和6(d)所示.
实验分析:
1) 样本较少时, QMAP学习结果优于CML;样

本较多时, CML学习结果优于QMAP.
2) 本文方法学习精度在多数情况下优于CML

和QMAP方法.
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图 5 约束数量变化实验

Fig. 5 Effectiveness analysis-I

图 6 样本数量变化实验

Fig. 6 Effectiveness analysis-II

5.1.3 真真真实实实参参参数数数位位位置置置变变变化化化实实实验验验(Learning with diff-
erent true parameter location)

实验设置:

1) 约束量设为5条.

2) 样本量设为18组.
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3) 真实参数在实验约束确定以后由参数可行域
的边缘位置向中心位置逐渐变化.

实验内容: 首先,按照上述设置利用不同方法进
行单次学习实验,结果如图7(a)和7(b)所示. 然后,
按照上述实验设置重复进行50次学习实验,平均实
验结果如图7(c)和7(d)所示.

实验分析:

1) 当真实参数位于参数可行域边缘位置时,
CML学习结果优于QMAP;当真实参数位于参数可
行域中心位置时, QMAP学习结果优于CML.

2) 本文方法学习精度在多数情况下优于CML
和QMAP方法.

图 7 真实参数位置变化实验

Fig. 7 Effectiveness analysis-III

图 8 任意条件变化实验

Fig. 8 Effectiveness analysis-IV
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5.1.4 随随随机机机条条条件件件变变变化化化实实实验验验(Learning under any con-
ditions)

实验设置: 1) 约束量随机生成(介于1和9之间)
并从约束库中随机抽取.

2) 真实参数在约束确定后从参数可行域中随机
选定.

3)样本量随机生成(介于1和35之间)并从网络
中随机抽取.
实验内容: 首先,按照上述设置利用不同方法重

复进行50次实验,结果如图8(a)和8(b)所示. 然后,
将学习结果平均化,结果如图8(c)和8(d)所示.
实验分析: 1) 本文方法学习精度在多数情况下

优于CML和QMAP方法.
2) 本文方法学习结果平均KL值 (0.33)低于

CML(1.12)和QMAP(0.58).
5.2 实实实用用用性性性分分分析析析(Practicability analysis)
实验设置: 1) 约束量随机生成(介于1和9之

间)并从约束库中随机抽取.
2) 真实参数在约束确定后从参数可行域中随机

选定.
3) 样本量随机生成(介于1和35之间)并从网络

中随机抽取.

实验内容: 首先,抽取两份样本数据: 训练样本
和测试样本. 其中,训练样本量为实验设置中的随
机样本数量,测试样本量为100. 然后,基于训练样
本和参数约束利用不同方法进行参数学习.最后,
基于学习结果和测试样本进行推理并记录推理结果

即识别率.实验重复30次并将实验结果平均化,结
果分别如图9(a)和9(b)所示.

(a) 随机实验结果

(b) 随机实验结果平均值

图 9 实用性分析
Fig. 9 Practicability analysis

实验分析:
1) 基于本文方法学习结果的推理精度接近于

MLE, CML, QMAP三者的最优值.
2) 基于本文方法学习结果的平均推理精度

(71.039%)高于其他 3种方法(65.072%, 70.227%,
69.964%).

5.3 实实实时时时性性性分分分析析析(Real-time analysis)
实验设置:
1) 约束量随机生成(介于1和9之间)并从约束库

中随机抽取.
2) 真实参数在约束确定后从参数可行域中随机

选定.
3) 样本量随机生成(介于1和35之间)并从网络

中随机抽取.
实验内容: 首先,按照上述设置利用不同方法重

复进行50次学习实验并记录时间消耗,统计结果如
图10(a)所示. 然后,将统计结果平均化,平均结果如
图10(b)所示.

图 10 实时性分析

Fig. 10 Real-time analysis

实验分析:

1) MLE和QMAP方法学习时间较短,计算复杂
度相对较低; CML和本文方法学习时间较长,计算
复杂度相对较高.

2) 本文方法的学习时间即计算复杂度与
CML方法接近.

5.4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)

实验设置:

1) 约束量随机生成(介于1和9之间)并从约束库
中随机抽取.

2) 真实参数在约束确定后从参数可行域中随机
选定.
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3) 样本量随机生成(介于1和35之间)并从网络

中随机抽取.

实验内容: 首先,按照上述设置利用不同方法重

复进行100次学习实验. 然后,计算不同方法学习结

果波动率,结果如图11所示. 最后,将不同方法波动

率进行平均化,结果如图11中黑色虚线所示.
注注注 4 参数学习结果波动率计算方法定义如下:

ϕi =
| KLi −KLaverage |

KLmax
, 1 6 i 6 r, (29)

其中: KLi代表第i次学习的KL值, KLaverage代表r次学习

的平均KL值, KLmax代表r次学习的最大KL值.

图 11 稳定性分析

Fig. 11 Stability analysis

实验分析:
1) MLE和CML方法学习结果波动率为0,为稳

定性学习方法; QMAP和本文方法学习结果波动率
在0∼10%之间,为不稳定性学习方法.

2) 本文方法学习结果平均波动率(1.0%)低
于QMAP方法(3.0%),稳定性更好.

6 结结结论论论(Conclusions)
针对小数据集条件下BN参数学习问题,提出一

种适用于任何类型参数约束的BN自适应参数学习
方法. 本文贡献概括如下:

1) 指出了两种约束适用性较好的参数学习方法
―CML和QMAP方法各自的优缺点,为提出更好的
参数学习方法指明了方向.

2) 自定义了3种权重: 约束权重、样本权重、参
数位置权重,为融合上述两种方法的优点提供了良
好的手段.

3) 给出了1种BN自适应参数学习方法,该方法
参数学习精度接近甚至优于CML和QMAP方法中
的最优者.

针对小数据集条件下BN参数学习问题,已有研

究方法将上述问题视为确定性优化问题,进而将唯
一最优解作为最优参数. 然而,由于小数据集条件
下样本数据较少,利用样本数据构造的优化函数(如
似然函数、熵函数)往往并不精确. 因此,优化函数
的最优解往往无法逼近真实参数,而某些次优解却
能较好地逼近真实参数. 因此,寻找合理的次优解
将是值得尝试的研究思路.
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