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摘要:针对具有不同动力学节点和不同拓扑结构的两个复杂网络,研究其广义同步问题,并考虑具有耦合时滞和
参数未知的情况. 基于Babalat引理,并利用Lyapunov稳定性方法,获得广义同步判据,设计有效的自适应控制器,实
现混沌系统参数已知和参数未知两种情况下的广义同步.仿真验证了算法的有效性.
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Generalized synchronization between two different complex networks
with unknown parameters and delay coupling
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Abstract: This paper investigate the problem of generalized synchronization (GS) between two different networks
with different nodes’ dynamics, and consider the facts of delay coupling and unknown parameters of nodes. Based on
the Barbalat lemma, GS criterion is given via the Lyapunov stability scheme. By designing a adaptive controller, GS is
achieved, numerical simulations are provided to show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
复杂网络在自然界中普遍存在,包括因特网、社会

网络、生态网络、食物链网络等. 自从文献[1]提出小
世界模型和文献[2]提出无标度网络模型后,有关复杂
网络的结构、同步以及应用成为各个领域的研究热点.

在人们的日常生活中,同步现象广泛存在. 1680
年,荷兰旅行家肯普弗观察到了一个奇特的现象:同
一棵树上的萤火虫有规律地同时闪光又同时不闪光,
而且在时间上很准确. 在人类的心脏中,无数的心脏
细胞同时做着一个动作,使心瓣膜舒张开,然后又同
时停下来,心瓣膜就收缩了,它们同步震荡着.这两个
例子表现的就是现实世界中的同步现象.复杂网络的
同步是指网络中各个相互作用节点的一种一致行为,
因其应用广泛而备受关注[3–8]. 文献[3]使用主稳定函
数(master stability function, MSF)法分析了复杂网络
的同步状态,文献[4]依据主稳定函数(MSF)法,把同

步分为3种类型. 文献[5]和文献[6]分别研究了小世界
网络和无标度网络的同步问题.

以上的研究都关注于一个网络的同步行为,就是
一个网络的“内同步”[9]. 然后,在现实世界中,存在
着另外一种类型的同步行为,即两个网络之间的“外
同步”. 生态网络的捕食者和被捕食者模型中,捕食者
之间组成一个网络,被捕食者之间组成另一个网络,
因捕食关系,捕食者和被捕食者又存在相关关系,如
过多的捕食者会使被捕食者消亡,而被捕食者的减少,
就会抑制捕食者的存在,它们之间要达到一种动态的
平衡. 近年来,外同步得到了广泛的研究.外同步包括
完全同步、投影同步和广义同步等. 文献[9]研究两个
具有相同拓扑结构复杂网络的完全同步,文献[10]设
计了自适应控制器实现两个不同拓扑结构复杂网络

的完全同步,但都没有考虑到时滞因素的影响.文
献[11]研究了离散系统复杂网络的同步问题. Wu等构
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造非线性控制器研究了具有不同动力系统复杂网络

之间的广义同步,文献[12]实现了拓扑结构未知情况
的广义同步,文献[13]实现广义同步并应用于供应链
网络,但都没有考虑动力系统的参数是未知的情况.
外同步不仅具有理论研究价值,还具有应用价值.文
献[14]实现基于完全同步的加权网络的拓扑识别,文
献[15]实现基于广义同步的复杂网络重构.

同时,在复杂网络中信息传输速度是有限的,因
此,时滞是不可避免的. 时滞广泛存在于现实世界,如
通信网络、基因调控网络、电力网络等. 因此,考虑到
时滞具有现实意义.因此,很多学者在研究复杂网络
的同步和控制中都考虑了时滞[16–17]. 文献[18]对时滞
耦合和非时滞耦合的奇异复杂网络,采用线性矩阵不
等式,获得同步准则.文献[19]对具有不确定输入时滞
的非线性系统,利用动态面控制方法,达到对系统跟
踪控制的目的.

基于上述的讨论,本文研究具有时滞耦合不同复
杂网络的广义同步,包括系统参数已知和未知两种情
况,因为广义同步是指驱动网络的某个节点和相应网
络的对应节点满足一定的函数关系,因此,它就包含
了完全同步和投影同步,同时还考虑到系统参数未知
的情况,因此,本文的模型更具有普遍意义.本文首先
设计了两个网络的关系模型;其次,设计相应的控制
器并实现广义同步;最后用两个数值仿真验证算法的
有效性.

2 网网网络络络模模模型型型和和和预预预定定定义义义(Network modeling and
preliminaries)
考虑具有驱动网络和响应网络的复杂网络模型,

每个网络分别由N个节点构成,网络内的节点动力方
程相同,但不同网络的节点动力学方程不同,且拓扑
结构不同,如图1所示,上层为驱动网络,驱动网络的
节点发出驱动信号,下层为响应网络,响应网络的对
应节点在接收驱动信息后,调整状态,使得上下两个
网络的对应节点达到广义同步,因此,这个网络模型
要求驱动网络和响应网络的节点个数是相同的.

图 1 驱动和响应网络模型

Fig. 1 Drive and response networks model

具体模型如下:

ẋi(t) = f(xi(t)) +
N∑
j=1

cijΓ1xj(t− τ),

i = 1, · · · , N ; (1)

ẏi(t) = g(yi(t)) +
N∑
j=1

dijΓ2yj(t− τ) + ui(t),

i = 1, · · · , N. (2)

其中: xi(t)=(xi1, · · ·, xin)
T ∈ Rn, yi(t)=(yi1, · · ·,

yim)
T ∈ Rm分别是驱动网络和响应网络的动力学状

态变量, τ表示耦合时滞, ui表示响应网络节点i的控

制器. f : Rn → Rn表示驱动网络的节点动力学,且驱
动网络节点动力学参数是未知的. 为了区分驱动系统
的未知参数,把驱动系统分成无未知参数部分和有未
知参数部分,那么f(xi(t)) = f̄(xi(t)) + F̄ (xi(t))α,
α ∈ Rh表示系统未知参数向量, h是未知参数的个数.
g : Rm → Rm表示响应网络的节点动力. Γ1和Γ2分

别表示驱动网络和响应网络的内耦合矩阵. C =

(cij)N×N和D = (dij)N×N分别是驱动网络和响应网

络的外耦合矩阵, cij和dij定义如下: 如果节点j到节

点i (i ̸= j)有连接,则cij > 0, dij > 0,否则

cij = 0, dij = 0 (i ̸= j),

cii = −
N∑

j=1,j ̸=i

cij, dii = −
N∑

j=1,j ̸=i

dij.

Φi : Rn → Rm(i = 1, 2, · · ·, N)是连续可微的向量映

射.

驱动网络(1)和响应网络(2)实现广义同步可以这
样描述[12]: 对驱动网络节点i进行映射,映射关系为
Φi : Rn → Rm(i = 1, 2, · · · , N),如果存在控制器
ui(t),使得映射结果Φi(xi(t))与响应网络的对应节点

误差趋于0,即

lim
t→∞

∥yi(t)−Φi(xi(t)) ∥=0, i=1, 2, · · · , N, (3)

那么驱动网络(1)和响应网络(2)实现广义同步.向量
x的范数∥ · ∥定义为∥x∥ = (xTx)1/2.

假假假设设设 1 对任意的x, y ∈ Rm,存在正常量L,满
足

∥g(y(t))− g(x(t))∥ 6 L∥y(t)− x(t)∥. (4)

3 自自自适适适应应应控控控制制制方方方法法法 (Adaptive controlling me-
thod)
首先定义广义同步误差如下:

ei = yi(t)− Φi(xi(t)). (5)

为了实现对不同复杂网络的广义同步,本文使用
自适应控制器. 因为自适应控制方法有很多优点. 首
先,可以根据同步误差自动调整控制强度,不需要人
为地确定控制强度;其次,可以根据系统参数或者拓
扑结构本身的特性,设计出适当的更新规则,来更新
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自适应控制器自身的参数,从而达到控制或同步的目
的[20]. 文献[21]对多智能体分布式追踪问题的研究
时,针对领导者节点的输入参数未知的情况,使用自
适应控制器,可以有效地实现追踪问题.本文分别对
系统参数未知和已知的情况分别设计不同的控制器

和更新规则.

3.1 系系系统统统参参参数数数未未未知知知(System with unknown parame-
ters)
对驱动系统参数未知的情况,本文给响应网络的

节点设计如下的控制器,并给出广义同步的证明:

ui = JΦi
f̄(xi(t)) + JΦi

F̄ (xi(t))α̂(t) +

JΦi

N∑
j=1

cijΓ1xj(t− τ)− g(Φi(xi(t)))−

N∑
j=1

dijΓ2ϕj(xj(t− τ))− ki(t)ei(t), (6)

˙̂α(t) = −
N∑
i=1

F̄T
i (xi(t)J

T
Φi
(xi(t))ei(t), (7)

k̇i(t) = ∥ei(t)∥2. (8)

上式中: JΦi
是映射Φi(xi(t))的雅克比矩阵, α̂(t)是

α估计, ki(t)反馈控制参数. 使用同步误差ei(t) =

yi(t)− Φi(xi(t)),以及参数的估计值和真值之间的误
差α̃(t) = α̂(t)− α,获得以下的同步误差动态方程:

ėi(t) = ẏi(t)− JΦi
ẋi(t) =

g(yi(t)) +
N∑
j=1

dijΓ2yj(t− τ) + ui(t)−

JΦi
[f̄(xi(t))+F̄ (xi(t))α+

N∑
j=1

cijΓ1xj(t−τ)]=

g(yi(t))−g(Φi(xi(t)))+
N∑
j=1

dijΓ2ej(t−τ)+

JΦi
F̄ (xi(t))α̃(t)− kiei(t), i = 1, 2, · · · , N.

定定定理理理 1 当假设1成立,驱动系统参数未知时,在
控制器(6)和更新规则(7)–(8)的作用下,驱动网络
(1)和响应网络(2)达到广义同步.

证证证 考虑如下的Lyapunov函数:

V (t) =
1

2

N∑
i=1

eTi (t)ei(t) +
1

2

h∑
i=1

α̃i(t)
Tα̃i(t) +

1

2

N∑
i=1

(ki(t)−k̄)2+
1

2

N∑
i=1

w t

t−τ
eTi (θ)ei(θ)dθ.

对V (t)沿着误差系统(5)的轨迹求导,得到

V̇ (t)=
N∑
i=1

eTi (t)ėi(t)+α̃T(t) ˙̃α(t)+
N∑
i=1

(ki(t)−k)k̇i+

1

2
(

N∑
i=1

eTi (t)ei(t)−
N∑
i=1

eTi (t−τ)ei(t−τ)) =

N∑
i=1

eTi (t)[g(yi(t))−g(ϕi(xi(t)))−kiei(t)]+

N∑
j=1

N∑
j=1

eTi (t)dijΓ2ej(t−τ)+

N∑
i=1

(ki−k)||ei(t)||2+

1

2

N∑
i=1

eTi (t)ei(t)+
1

2

N∑
i=1

eTi (t−τ)ei(t−τ).

因为

eTi (t)Aej(t− τ) 6
1

2
eTi (t)AATei(t) +

1

2
eTi (t− τ)ei(t− τ), (9)

A=D⊗Γ2,设e(t)= (e1(t)
T, e2(t)

T, · · · , eN(t)T)T ∈
RnN ,由假设1得到

V̇ (t) 6(L− k +
1

2
)eT(t)e(t) +

1

2
eT(t)AATe(t) 6

− (k − L− 1

2
− 1

2
λmax(AAT))eT(t)e(t).

上式λmax(AAT)表示矩阵AAT的最大特征值.

当取k = 1 + L+
1

2
+

1

2
λmax(AAT)时, V̇ (t) 6

−eT(t)e(t),所以, V̇ (t)是半负定的. 同时, V (0)有界,
因此V (t)有界,根据Barbalat引理可知

lim
t→∞

ei(t) = 0, i = 1, 2, · · · , N. (10)

因此,驱动网络(1)和响应网(2)达到广义同步.

3.2 参参参数数数已已已知知知(System with known parameters)
对系统参数已知的情况,驱动网络的动力系统使

用f(xi(t)),设计如下的控制器并给出广义同步证明:

ui = JΦi
f(xi(t)) + JΦi

N∑
j=1

cijΓ1xj(t− τ)−

g(Φi(xi(t)))−
N∑
j=1

dijΓ2ϕj(xj(t− τ))−

kiei(t), (11)

k̇i = ∥ei(t)∥2, (12)

上式中, JΦi
映射Φi(xi(t))的雅克比矩阵. ki反馈控制

参数. 使用ei(t) = yi(t)−Φi(xi(t)),获得以下的同步
误差动态方程:

ėi(t) = ẏi(t)− JΦi
ẋi(t) =

g(yi(t)) +
N∑
j=1

dijΓ2yj(t− τ) + ui(t)−

JΦi
[f(xi(t)) +

N∑
j=1

cijΓ1xj(t− τ)] =

g(yi(t))− g(Φi(xi(t))) +
N∑
j=1

dijΓ2ej(t− τ)−

kiei(t), i = 1, 2, · · · , N.

定定定理理理 2 当假设1成立,驱动系统参数已知时,在
控制器(11)和更新规则(12)的作用下,驱动网络(1)和
响应网络(2)达到广义同步.
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证证证 考虑如下的Lyapunov函数:

V (t) =
1

2

N∑
i=1

eTi (t)ei(t) +
1

2

N∑
i=1

(ki(t)− k̄)2 +

1

2

N∑
i=1

w t

t−τ
eTi (θ)ei(θ)dθ.

对V (t)沿着误差系统(5)轨迹求导,得到

V̇ (t) =
N∑
i=1

eTi (t)ėi(t) +
N∑
i=1

(ki(t)− k)k̇i(t) +

1

2
(

N∑
i=1

eTi (t)ei(t)−
N∑
i=1

eTi (t− τ)ei(t− τ)) =

N∑
i=1

eTi (t)[g(yi(t))− g(ϕi(xi(t)))− kei(t)] +

1

2

N∑
i=1

eTi (t)ei(t) +
1

2

N∑
i=1

eTi (t− τ)ei(t− τ) +

N∑
j=1

N∑
j=1

eTi (t)dijΓ2ej(t− τ),

因为

eTi (t)Aej(t− τ) 6

1

2
eTi (t)AATei(t) +

1

2
eTi (t− τ)ei(t− τ),

(13)

式中: A = D⊗Γ2, ⊗是矩阵的Kronecker积.设e(t) =

(e1(t)
T, e2(t)

T, · · · , eN(t)T)T ∈ RnN ,由假设1得到

V̇ 6(L− k +
1

2
)eT(t)e(t) +

1

2
eT(t)AATe(t) 6

− (k − L− 1

2
− 1

2
λmax(AAT))eT(t)e(t).

当取 k = 1 + L +
1

2
+

1

2
λmax(AAT)时, V̇ (t) 6

−eT(t)e(t),所以V̇ (t)是半负定的. 同理,驱动网络

(1)和响应网络(2)达到广义同步.

推推推论论论 1 当驱动系统参数未知,两个网络都没有
耦合时滞时,设计如下的控制器可实现网络的广义同
步:

ui = JΦi
f̄(xi(t)) + JΦi

F̄ (xi(t))α̂(t) +

JΦi

N∑
j=1

cijΓ1xj(t)− g(Φi(xi(t)))−

N∑
j=1

dijΓ2ϕj(xj(t))− kiei(t), (14)

˙̂α(t) = −
N∑
i=1

F̄T
i (xi(t)J

T
Φi
(xi(t))ei(t), (15)

k̇i(t) = ∥ei(t)∥2. (16)

推推推论论论 2 当驱动系统参数未知,网络没有耦合时
滞时,且内部耦合和外部耦合矩阵都相同,设计如下

的控制器可实现网络的广义同步:

ui = JΦi
f̄(xi(t)) + JΦi

F̄ (xi(t))α̂(t)−

g(Φi(xi(t)))− ki(t)ei(t), (17)

˙̂α(t) = −
N∑
i=1

F̄T
i (xi(t))J

T
Φi
(xi(t))ei(t), (18)

k̇i(t) = ∥ei(t)∥2. (19)

说说说明明明 对于推论1和推论2,可利用如下的Lyapu-
nov函数,证明达到广义同步:

V (t) =
1

2

N∑
i=1

eTi (t)ei(t) +
1

2

h∑
i=1

α̃T
i (t)α̃i(t) +

1

2

N∑
i=1

(ki(t)− k̄)2.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
在本文的仿真中,驱动网络的节点都是超混沌

Lü系统,节点动力学方程如下:

f(xi) =
a(xi2−xi1)+xi4

−xi1xi3+cxi1−xi2

xi1xi2−bxi3

dxi4−xi2xi3

=


xi4

−xi1xi3−xi2

xi1xi2

−xi2xi3

+

xi2 − xi1 0 0 0

0 0 xi1 0

0 −xi3 0 0

0 0 0 xi4

 ∗


a

b

c

d

 . (20)

上式参数a = 10, b = 8/3, c = 28, d = −0.8. 上式
是当参数向量α = (a, b, c, d)T是未知时,把动力系统
方程写成无未知参数和有未知参数两部分. 而当参数
已知时,就不需要写成两部分.

响应网络的节点都是蔡氏电路,节点动力学方程
如下:

g(yi) =

ς(−yi1 + yi2 − l(yi1))

yi1 − yi2 + yi3
−ϱyi3

 , (21)

式中l(yi1) = byi1 +0.5(a− b)(|yi1 +1| − |yi1 − 1|).
当ς = 10, ϱ = 18, a = −4/3, b = −3/4,蔡氏电路
进入混沌状态. 对任意的状态向量yi,因为混沌吸引
子是有界的[22–23],所以必存在正的常数M满足

∥xik∥ 6 M(k = 1, 2, 3, 4),

且∥yik∥ 6 M(k = 1, 2, 3). 同时,蔡氏电路是线性系
统,所以它满足假设1成立的条件.

4.1 案案案例例例1(Case 1)
在这一案例中,驱动网络和响应网络各有5个节

点. 驱动网络的耦合矩阵C为
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C =


−3 1 0 0 2

2 −5 0 2 1

0 1 −3 2 0

0 3 1 −5 1

1 1 0 1 −3

 .

响应网络的耦合矩阵D为

D =


−6 3 2 0 1

3 −4 1 0 0

2 1 −3 0 0

1 0 0 −5 4

1 0 0 4 −5

 .

定义广义映射为Φi(xi)=(2xi1 xi2+xi3 xi4)
T,故

JΦi
(xi) =

2 0 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

 , i = 1, 2, · · · , 5. (22)

仿真中,耦合时滞τ = 0.2 s,驱动网络和响应网络的
內连矩阵分别是Γ1 = I4, Γ2 = I3. 驱动网络节点和
响应网络节点的初始状态为[0, 1]的随机数,未知参
数α̂i(t)(i = 1, 2, 3, 4)和反馈控制参数ki(t)的初始值

也是[0, 1]中的随机数. 此案例对参数已知和参数未知
两种情况都做了仿真,图2–4是在驱动系统参数已知
条件下, 3个维数的同步误差的时间演化过程. 图5–7
是在驱动系统参数未知条件下, 3个维数的同步误差
的时间演化过程.

图 2 广义同步误差ei1

Fig. 2 GS error of ei1

图 3 广义同步误差ei2

Fig. 3 GS error of ei2

图 4 广义同步误差ei3

Fig. 4 GS error of ei3

图 5 参数未知广义同步误差ei1

Fig. 5 GS error of ei1 with unknown parameters

图 6 参数未知广义同步误差ei2

Fig. 6 GS error of ei2 with unknown parameters

图 7 参数未知广义同步误差ei3

Fig. 7 GS error of ei3 with unknown parameters
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如图5–7所示,经过一定的时间演化后,广义同步
误差很快趋于0,两个网络实现了广义同步.

4.2 案案案例例例2(Case 2)
此案例对参数未知的情况做了仿真,驱动网络是

美国政治博客网(political blogs)[24],该有向网络有
1224个节点, 19090条连边,响应网络是在驱动网络的
基础,对20%的连边以概率0.8随机重连,以保证两个
网络有相同的节点数目,但拓扑结构不同.定义的广
义映射和案例1相同,仿真中,耦合时滞τ=0.2 s,驱动
网络和响应网络的內连矩阵分别是Γ1=I4, Γ2=I3.
驱动网络节点和响应网络的初始状态与案例1有相同
的取法,未知参数α̂i(t)(i=1, 2, 3, 4)和反馈控制参数

ki(t)是[0, 1]中的随机数.

图 8 参数未知广义同步误差ei1

Fig. 8 GS error of ei1 with unknown parameters

图 9 参数未知广义同步误差ei2

Fig. 9 GS error of ei2 with unknown parameters

图 10 参数未知广义同步误差ei3

Fig. 10 GS error of ei3 with unknown parameters

图8–10展示了在驱动系统参数未知条件下, 3个维
数同步误差的时间演化过程. 如图8–10所示,经过一
定的时间演化后,广义同步误差趋于0,说明两个网络
实现了广义同步.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文基于不同节点和不同拓扑结构的两个复杂网

络,研究其广义同步问题,并考虑具有耦合时滞和参
数未知的情况. 利用驱动–响应同步策略,对响应网络
施加控制,并利用Lyapunov稳定性方法,获得广义同
步判据,从而设计出有效的自适应控制器,实现在混
沌系统参数已知和参数未知两种情况下的广义同步.
仿真验证了算法的有效性. 对于有扰动的多个网络的
广义同步问题,时滞大小的确定性问题以及应用有待
后续研究.
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