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摘要:针对四旋翼无人机吊挂飞行系统,本文设计了一种新型控制策略.本文首先建立了四旋翼无人机吊挂系统
的数学模型. 其中负载被看作由刚性绳悬挂在四旋翼无人机重心位置的质点. 之后本文通过能量分析的方法设计
了针对此系统的非线性控制器. 本文提出的控制方法可以在抑制吊挂负载摆动的同时将四旋翼无人机移动到目标
位置.本文运用李雅普诺夫稳定性分析和拉塞尔不变性原理对闭环系统的稳定性进行了证明. 最后,通过数值仿真,
分别将本控制器镇定控制和调节控制的控制效果与线性二次调节器(linear-quadratic regulator, LQR)控制器进行了
对比.
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Nonlinear controller design for an unmanned aerial vehicle
with a slung-load
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School of Electrical Engineering and Automation, Tianjin University, Tianjin 300072, China)

Abstract: This article presents a novel nonlinear control strategy for a quadrotor unmanned aerial vehicle (UAV) with a
slung-load. The dynamic model for a quadrotor UAV system with slung-load is firstly obtained. The load is considered as
a mass point, with a rigid link connected to the centre of gravity of the quadrotor UAV. Then, a nonlinear control strategy
for the considered system is designed via the energy-based methodology. The proposed control design is able to move the
quadrotor UAV to its desired position while suppress the swing of the load. The Lyapunov-based stability analysis and the
LaSalle Invariance Theorem are employed to prove the stability of the closed-loop system. The control performance of the
proposed control strategy is compared with that of a linear-quadratic regulator (LQR) controller via numerical simulation
of stabilization control and regulation control.
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1 引引引言言言(Introduction)
四旋翼无人机是一种多旋翼结构的飞行器. 微型

无人机以其在自然灾害中查险救援、警用及军用任

务、农业施肥等领域发挥的重大作用,引起科研人员
的广泛关注. 无人机吊挂飞行是将微型无人机运用于
各种具体任务的重要实现方式.

近年来,无人机吊挂飞行的问题日益得到国内外
高校和研究团队的关注. 目前国内研究人员的相关研
究工作多为针对全尺寸直升机吊挂飞行中,面向飞行
员的操作控制性性能问题,以及针对吊挂绳索和吊挂

载荷的空气动力学特性分析问题[1–2].

国外研究人员针对无人机直升机吊挂飞行的问题

提出了多种控制方法. 其中,美国宾夕法尼亚大学的
研究人员较早开展了这方向的研究工作,并已取得了
一些前期的研究成果.在文献[3]中,研究人员基于微
分平滑(differential flatness)方法设计了针对平面四旋
翼无人机吊挂系统的控制器,实现了针对四旋翼无人
机吊挂系统的轨迹生成和跟踪,并将这种控制方法扩
展到三维环境. 在文献[4]中,研究人员利用几何控制
(geometric control)和微分平滑方法,达到了四旋翼无
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人机吊挂系统几乎全局指数稳定的控制效果.
美国新墨西哥大学同样在无人机吊挂飞行领域取

得了较多科研成果.在文献[5]中,研究人员利用动态
规划(dynamic programming)算法实现了四旋翼无人
机吊挂飞行的轨迹跟踪. 在文献[6]中,研究人员利用
强化学习(reinforcement learning)的方法,实现了通过
对四旋翼飞行器位置和姿态的调整达到对吊挂负载

的轨迹进行规划的目的. 在文献[7]中,研究人员对带
有吊挂负载的四旋翼无人机的起飞过程进行了研究,
文献解决了四旋翼无人机在吊挂负载未知的情况下

实现安全起飞的问题,并通过仿真结果证实了其算法
的有效性.
美国乔治华盛顿大学的Taeyoung Lee等人也在四

旋翼无人机吊挂系统的相关研究中取得了一些研究

成果.文献[8]中,研究人员研究分析了对多无人机吊
挂刚体负载系统的控制问题,并设计控制器实现了指
数稳定的控制效果,仿真结果验证了该控制方法的有
效性. 此外,该研究团队还对柔性绳吊挂问题[9]和吊

挂负载质量未知的自适应问题[10]进行了分析和研究.
另外一些研究团队将不同的控制思想应用于四旋

翼无人机吊挂系统的分析和研究.在文献[11]中,研究
人员利用非线性模型预测控制方法实现了对无人机

位置跟踪控制和抗摆控制,并与LQR控制器进行了对
比. 在文献[12]中,研究人员基于模糊理论设计了一
种新型控制器,实现了无人直升机吊挂系统在平衡点
附近的抗摆控制,并通过与经典模糊PD控制器的对
比,表明该控制器具有良好的控制效果.
综上所述,近年来对无人机吊挂系统的研究成果

显著,但是许多方法仍存在一些局限性. 例如:文献
[3–4]中所设计的控制器虽然控制效果显著,但控制器
结构较为复杂,并且需要无人机飞行状态的高阶导数
项,在运算能力有限的无人机机载控制器上难以实现;
文献[10, 12]中,对无人机吊挂系统模型进行了线性化
处理或较多简化处理,虽然在平衡点附近可以很好的
描述系统特性,但在系统偏离平衡点严重时难以保证
闭环系统控制性能;文献[5, 7]中,没有就所设计控制
策略给出较为严格的稳定性分析和收敛性证明.
在本文中,基于能量法为四旋翼无人机吊挂系统

设计了一种非线性控制策略,能有效地控制无人机的
飞行位置,且能较好地抑制吊挂负载在飞行中的摆动.
本文的创新性包括: 1) 直接针对四旋翼无人机吊挂
系统的非线性模型进行分析和控制器设计,并不对模
型进行线性化处理,从而使控制器在距离平衡点较远
的位置仍可以达到良好的控制效果. 2)控制器结构较
为简单,本文所设计的控制器在保证控制效果良好的
同时保持了控制器结构的简洁,从而便于在运算速度
受限的机载控制器中实现. 3)本文所设计的控制算法
不仅通过数值仿真进行了检验,其稳定性经过严格的
数学证明,确保了该控制方法的有效性和可实现性.

2 动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamics model)
四旋翼无人机吊挂系统的结构简图如图1所示:

图1(a)所示为四旋翼无人机吊挂系统3维模型示意图,
图1(b)为其对应的2维示意图.

图 1 四旋翼无人机吊挂系统结构简图

Fig. 1 Quadrotor UAV slung-load system

首先建立如图1(b)所示的坐标系,包括惯性坐标
系{I}和四旋翼无人机的体坐标系{B},图1(b)中
{xi, zi}和{xb, zb}分别表示坐标系{I}和坐标系{B}
各坐标轴的正方向.图1(b)中: F表示四旋翼无人
机4个旋翼的总升力, θ表示无人机的俯仰角, mQ和

mL分别为无人机和负载的质量, L为绳长, γ为绳索与
竖直方向的夹角, T表示绳索的张力. 根据实际飞行的
情况可以做出如下合理假设:

假假假设设设 1 在地面坐标系和四旋翼无人机体坐标

系下,吊挂物体都始终在飞行器的下方,即吊挂物体
相对于四旋翼无人机的摆角 γ∈(−90◦, 90◦),且−90◦

< γ − θ < 90◦.

假假假设设设 2 吊挂的绳索始终是张紧的,且其长度不
发生变化,即T > 0,且|PQ − PL| ≡ L,其中PQ(xQ,

zQ)与PL(xL, zL)分别为四旋翼无人机与负载的位置.

假假假设设设 3 吊挂物体可以看作质点,且吊挂点与四
旋翼无人机的质心重合.

将F分解: 1)按照图1(b)中的惯性坐标系下xi轴

和zi轴方向分解为Fx和Fz; 2)按照垂直与平行于绳的
方向分解为Fnx和Fny. 具体的表达形式为{

Fx = −F sin θ,

Fz = F cos θ,
(1a){

Fnx = F sin(γ − θ),

Fny = F cos(γ − θ).
(1b)

由假设 2可以将负载的水平和竖直方向的位置xL

和zL分别表示为{
xL = xQ + L sin γ,

zL = zQ − L cos γ.
(2)

对式(2)两边同时求时间的二阶导数得到负载的加
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速度在水平和竖直两个方向上的分量ẍL和z̈L分别为{
ẍL = ẍQ − Lγ̇2 sin γ + Lγ̈ cos γ,

z̈L = z̈Q + Lγ̇2 cos γ + Lγ̈ sin γ.
(3)

分析四旋翼无人机和吊挂负载可以得到
mQẍQ = Fx + T sin γ,

mQz̈Q = Fz − T cos γ −mQg,

mLẍL = −T sin γ,

mLz̈L = T cos γ −mLg.

(4)

将式(4)代入式(3),可以解出T和γ̈的具体表达式为
T =

mL(−Fx sin γ+Fz cos γ+LMQγ̇
2)

mQ +mL

,

γ̈ = − 1

mQL
(Fx cos γ + Fz sin γ) .

(5)

将式(5)中的T代回式(4),并经过整理可以得到四旋翼
飞行器吊挂飞行的动态模型:

mQẍQ =

F sin(γ − θ) cos γ−
mQ sin γ

mQ +mL

F cos(γ − θ) +
mQmL sin γ

mQ +mL

Lγ̇2,

mQz̈Q =

F sin(γ − θ) sin γ −mQg+
mQ cos γ

mQ +mL

F cos(γ − θ)− mQmL cos γ

mQ +mL

Lγ̇2,

mQLγ̈ = −F sin(γ − θ).

(6)

当假设1成立时,式(1b)为(F, θ)到(Fnx, Fny)一一

对应非线性映射. 因此为便于之后的分析,可以通过
式(1b)将(F, θ)替换为(Fnx, Fny)作为系统输入设计控

制器. 则式(6)可以改写为

mQẍQ = Fnx cos γ − mQ sin γ

mQ +mL

Fny+

mQmL sin γ

mQ +mL

Lγ̇2,

mQz̈Q = Fnx sin γ +
mQ cos γ

mQ +mL

Fny−

mQmL cos γ

mQ +mL

Lγ̇2 −mQg,

mQLγ̈ = −Fnx.

(7)

在如式 (7)所示的动力学模型中,系统参数mQ,
mL和L为已知恒值,状态量(xQ, ẋQ, zQ, żQ, γ, γ̇)为

可测量的变量, (Fnx, Fny)为系统输入.

3 基基基于于于能能能量量量方方方法法法的的的控控控制制制器器器设设设计计计(Energy-based
controller design)
基于能量的控制方法现目前已被广泛应用于桥式

吊车等欠驱动系统[13]. 本文将对四旋翼无人机吊挂系

统的能量变化进行分析,并利用系统动能的储能函数
来构建李雅普诺夫候选函数,设计控制器,并在此基
础上进行稳定性分析.

3.1 能能能量量量函函函数数数构构构建建建 (Energy storage function con-
struction)
对于式(7)所示的吊挂系统,考虑四旋翼无人机和

吊挂物体的动能:
EQ =

1

2
mQ(ẋ

2
Q + ż2Q),

EL =
1

2
mL(ẋ

2
L + ż2L).

(8)

对式(8)两边同时求时间的一阶导数得到{
ĖQ = ẋQ(mQẍQ) + żQ(mQz̈Q),

ĖL = ẋL(mLẍL) + żL(mLz̈L).
(9)

将式(4)代入式(9),并进行整理何以得到

ĖL = ẋQ(−T sin γ) + żQ(T cos γ −mLg)−
mLLgγ̇ sin γ. (10)

注意到若以摆角为零时的位置为零势能面,则吊挂物
体的势能可以表示为

ELp = LmLg(1− cos γ). (11)

对式(11)两边同时求时间的一阶导数得到

ĖLp = LmLγ̇g sin γ. (12)

由此,定义针对吊挂物体的能量函数E′
L,具体表达式

为

E′
L = EL + ELp. (13)

对式(13)两边同时求时间的一阶导数可以得到

Ė′
L = ẋQ(−T sin γ) + żQ(T cos γ −mLg). (14)

3.2 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
定义误差ex=xQ−xd, ez=zQ−zd,其中(xd, zd)

为四旋翼无人机的目标位置,且满足ẋd = 0, żd = 0.
选取李雅普诺夫候选函数

V (t) = kQEQ + kLE
′
L +

1

2
kp(e

2
x + e2z). (15)

显然V (t)是关于 ex, ẋQ, ez, żQ, γ, γ̇的正定函数. 对
V (t)两边同时求时间的一阶求导,并整理得到

V̇ (t) = ẋQ(kQFx + (kQ − kL)T sin γ + kpex) +

żQ(kQFz − (kQ − kL)T cos γ + kpez −
(kQmQ + kLmL)g). (16)

要使V̇ (t) 6 0,只需要设计控制器使得
kQFx+(kQ−kL)T sin γ+kpex=−kẋQ,

kQFz − (kQ − kL)T cos γ + kpez−
(kQmQ + kLmL)g = −kżQ.

(17)
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根据式(5)中T的表达式和式(1a)−(1b)可以整理
得到 

kQFnx cos γ − kMFny sin γ+

(kQ − kL)mQmL

M
Lγ̇2 sin γ = −A,

kQFnx sin γ + kMFny cos γ−
(kQ − kL)mQmL

M
Lγ̇2 cos γ = −B,

(18)

其中:

A = kpex + kẋQ,

B = kpez + kżQ − (mQkQ +mLkL)g,

M = mQ +mL,

kM =
mQkQ +mLkL

M
.

(19)

将式(18)看作关于Fnx和Fny的方程组,解之即得
到控制器的具体表达式形式为

Fnx =
1

kQ
(−A cos γ −B sin γ),

Fny =
1

kM
(A sin γ −B cos γ+

(kQ − kL)mQmL

M
Lγ̇2).

(20)

注注注 1 根据能量函数的设计可以较直观地看出, kQ
和kL分别影响“飞行器位置”和“吊挂负载摆动”在控制器

中的比重. 也即kL − kQ增大,则“减摆作用”在整个控制器

中的比重增大,反之该比重则减小. 同时注意到,当控制器参

数选取kQ = kL时,如式(24)所示的控制器将简化为简单的

PD控制器, kp与k分别为比例项与微分项的系数.

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 1 对于如式(7)所示的平面四旋翼无人机

吊挂系统,式(20)中的控制器可以使得四旋翼无人机
渐近收敛到目标位置,同时使得摆角渐近收敛到0,即

lim
t→∞

[xQ ẋQ zQ żQ γ γ̇] = [xd 0 zd 0 0 0].

证证证 将式(20)代入式(16)可以得到

V̇ (t) = −k(ẋ2
Q + ż2Q) 6 0. (21)

由此可知V (t) ∈ L∞,则 ex(t), ez(t), ẋQ(t), żQ(t),
γ̇(t) ∈ L∞,又由假设1可知γ(t) ∈ L∞.

下面将利用拉塞尔不变性原理[14]证明定理1.

首先,定义一个集合

Ω = {q|V̇ (t) = 0},

其中q = [xQ ẋQ zQ żQ γ γ̇]为系统(7)的状态变量.
则在Ω中: {

ẋQ = 0,

żQ = 0,
(22)

从而有 {
ẍQ = 0,

z̈Q = 0.
(23)

将式(23)代入式(7)可以得到

0 = Fnx cos γ − mQ sin γ

mQ +mL

Fny+

mQmL sin γ

mQ +mL

Lγ̇2,

0 = Fnx sin γ +
mQ cos γ

mQ +mL

Fny−

mQmL cos γ

mQ +mL

Lγ̇2 −mQg.

(24)

将式(24)看作关于Fnx和Fny的方程组,解之可以得到
Fnx和Fny的具体表达式为{

Fnx = mQg sin γ,

Fny = mLLγ̇
2 +Mg cos γ.

(25)

再将式(25)代回式(7)的第3个式子可以得到

Lγ̈ = −g sin γ. (26)

由式(20)与式(25)可以得到
kQmQg sin γ = −A cos γ −B sin γ,

kMmLLγ̇
2 + kMMg cos γ =

A sin γ −B cos γ +
(kQ − kL)mQmL

M
Lγ̇2.

(27)

将式(27)看作关于A和B的方程组,可以求出A和B的

具体表达式为
A = kLmLg sin γ cos γ + kLmLLγ̇

2 sin γ,

B = −kQmQg − kLmLg cos
2 γ−

kLmLLγ̇
2 cos γ.

(28)

对式(28)两边同时求时间的一阶导数,并经过整理可
以得到{

Ȧ = kLmLγ̇(Lγ̇
2 cos γ + g − 4g sin2 γ),

Ḃ = kLmLγ̇ sin γ(4g cos γ + Lγ̇2).

(29)

因为 {
Ȧ = kpẋQ + kẍQ = 0,

Ḃ = kpżQ + kz̈Q = 0,
(30)

所以 {
γ̇(Lγ̇2 cos γ + g − 4g sin2 γ) = 0,

γ̇ sin γ(4g cos γ + Lγ̇2) = 0.
(31)

为证明q = 0是Ω中最大的不变集,下面利用反证
法证明γ̇ = 0:

首先,假设在集合Ω中存在某一点qA,满足γ̇ ̸= 0.
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则此时由式(31)可以得到{
0 = Lγ̇2 cos γ + g − 4g sin2 γ,

0 = sin γ(4g cos γ + Lγ̇2).
(32)

注意到其中4g cos γ + Lγ̇2 > 0,则

sin γ = 0. (33)

由假设1可得γ = 0,所以由(31)中的第一个式子可以
得到

γ̇(Lγ̇2 + g) = 0. (34)

因为Lγ̇2 + g > 0,所以有γ̇ = 0. 这与原假设矛盾,所
以原假设不成立,即在集合Ω中总有γ̇=0,所以γ̈=0,

γ = 0.

将式(35)和式(36)代入式(28)可以得到{
A = 0,

B = −kQmQg − kLmLg.
(35)

由式(35)和式(19)可以得到ex = 0, ez = 0.

综上分析,在集合Ω中, q = 0,所以由拉塞尔不变
性原理可得定理1成立.

由此,本文所设计的控制方法具有如下特点:
1)所依据的非线性动力学模型并未进行线性化处理
或过多的简化,可以较为真实地反映实际四旋翼无人
机吊挂飞行系统的动力学特性. 2)本文通过将控制器
输入信号重新分解(将(Fx, Fz)重新分解为(Fnx, Fny))
等手段,使控制器结构更加简化,更易于在小型四旋
翼无人机的机载控制器上等计算能力受限的情况下

实现. 3)本文利用李雅普诺夫稳定性理论和拉塞尔不
变性原理对控制器的稳定性进行了证明,从而保证了
该控制方法的安全性和可靠性.

5 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
为测试控制器(20)对于四旋翼无人机吊挂飞行系

统的控制性能,在MATLAB/SIMULINK环境下,进行
了镇定控制和调节控制的数值仿真,由旋翼的升力和
姿态解算出对应的旋翼转速以验证控制器的合理性

和可行性. 并通过与LQR控制方法进行的比较,突出
了本控制策略的优势.

无人机吊挂系统的相关参数设定为[15]

ρ = 3.84× 10−7, Iθ = 4.9× 10−3, l = 0.225,

L = 0.9, mQ = 0.468, mL = 0.068, g = 9.81.

其中: Iθ为四旋翼无人机俯仰方向的转动惯量, l为每
个旋翼轴心到四旋翼无人机中心的距离, ρ满足

[
F

τθ

]
=

[
ρ ρ ρ ρ

−lρ 0 lρ 0

]
n1

n2

n3

n4

 . (36)

其中: τθ为四旋翼无人机俯仰方向的力矩, ni, i = 1,

2, 3, 4为四旋翼无人机4个旋翼的转速.四旋翼无人机
俯仰方向的姿态和力矩之间的关系为

θ̈Iθ = τθ. (37)

仿仿仿真真真结结结果果果1 镇定控制数值仿真.

给定上述参数,并选取系统状态初值xQ(0) = 0,

zQ(0) = 0, γ(0) = 20◦.

将控制器(20)应用于四旋翼无人机吊挂系统(7),
根据注1的分析结合对飞行器位置控制与减摆作用的
综合考虑,并考虑到系统输入幅值的约束,选取控制
器参数如下:

kQ = 0.5, kL = 5, kp = 0.3, k = 0.5.

则此时可以得到控制效果如图2−4所示,其中: 图2描
述了系统状态量随时间变化的曲线,图3描述了系统
控制输入随时间变化的曲线,图4描述了由输入解算
得到的四旋翼无人机旋翼转速随时间的变化曲线.图
像中: 实线代表本文所设计的控制的数据,点线为
LQR控制器的数据. 从图2−3中可以看出本文所设计
的控制器可以在较短的时间内达到抗摆的目标,摆角
震荡的衰减速度明显快于LQR控制的控制效果.期间
四旋翼无人机的位置变化虽然较LQR控制略大,但也
能较快速的回到平衡位置.

图 2 镇定控制:系统状态

Fig. 2 System states of stabilization control
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图 3 镇定控制:控制输入

Fig. 3 Control inputs of stabilization control

图 4 镇定控制:无人机旋翼转速
Fig. 4 Angular rates of quadrotor UAV rotors ofstabilization

control

仿仿仿真真真结结结果果果 2 调节控制数值仿真.

系统状态初值选取

xQ(0) = 0, zQ(0) = 0, γ(0) = 0◦.

设定目标位置为xd = 2, zd = 1.

根据与仿真1相同原则,选取控制器参数如下:

kQ = 0.5, kL = 5, kp = 0.3, k = 0.5.

则此时可以得到控制效果如图5−7所示,其中:
图5描述了系统状态量随时间变化的曲线,图6描述了
系统控制输入随时间变化的曲线,图7描述了由输入
解算得到的四旋翼无人机旋翼转速随时间的变化曲

线.图中: 实线代表本文所设计的控制的数据,点线为
LQR控制器的数据. 从图5−7中可以看出本文所设计
控制器在较短的时间内使四旋翼无人机从初始位置

到达了目标位置,并且期间四旋翼无人机的吊挂负载
摆角变化明显比LQR控制器更小.

图 5 调节控制:系统状态

Fig. 5 System states of regulation control

图 6 调节控制:控制输入

Fig. 6 Control inputs of regulation control
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图 7 调节控制:无人机旋翼转速
Fig. 7 Angular rates of quadrotor UAV rotors of regulation

control

注意到由于仿真给定的初始值有较大的扰动,本
文所设计的控制器的系统输入表现出较大的初始值

(如图3, 6所示),但是输入幅值的变化始终保持在一个
合理的范围之内,并且由控制输入得到的无人机4个
旋翼的转速变化也在合理范围内(如图4, 7所示). 仿真
结果通过与LQR控制算法的对比,表明本文所设计的
控制器可以较为快速地实现四旋翼无人机吊挂飞行

系统无人机定位,负载抗摆的控制效果.

6 结结结论论论(Conclusions)
针对四旋翼无人机吊挂飞行系统,本文建立了平

面情况下的动力学模型,并在此基础上提出了一种基
于能量方法的控制器,基于李雅普诺夫的分析方法和
拉塞尔定理分析证明了控制误差的收敛性和闭环系

统的稳定性. 与LQR控制算法的对比仿真结果表明该
控制器能够实现在对四旋翼无人机的准确定位的同

时快速抗摆的控制效果.

后续工作将对本文所设计的控制方法进行实验测

试,并且本论文只考虑了俯仰方向,后续的工作包括
将本控制方法扩展到包含俯仰方向和滚转方向的四

旋翼无人机吊挂飞行系统模型.
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