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摘要:针对传统自适应控制系统设计的自适应律参数收敛慢进而影响控制系统瞬态性能的问题,研究一类新的
基于参数估计误差修正的鲁棒自适应律设计.首先引入滤波操作给出参数估计误差的提取方法,构建出含参数估计
误差修正项的自适应律,进而将该自适应律用于控制器设计和分析中,可同时实现控制误差和参数估计误差指数收
敛. 对比分析了几类传统自适应律和所提出自适应律的收敛性和鲁棒性,并给出了保证参数收敛所需持续激励条
件的一种直观、简便的在线判别方法. 数值仿真及基于自制三自由度直升机系统俯仰轴实验结果表明,基于参数误
差修正的自适应律及控制器可得到优于传统自适应方法的跟踪控制和参数估计性能.
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Parameter estimation error based
robust adaptive law design and experiments

NA Jing†, YANG Guang-yu, GAO Guan-bin, ZHANG Jin-gang
(Faculty of Mechanical & Electrical Engineering, Kunming University of Science & Technology, Kunming Yunnan 650500, China)

Abstract: To address the sluggish parameter estimation and control performance of conventional adaptive control meth-
ods, this paper presents a new robust adaptive law based on the parameter estimation error. The information of parameter
estimation error is first derived via filter operations, which is used as a new leakage term in the adaptive law design. The
proposed adaptive law is further incorporated into the adaptive control system, which can retain exponential convergence of
the tracking control error and the parameter estimation simultaneously. Moreover, comparisons to other classical adaptive
laws are provided with respect to the parameter estimation convergence and robustness property. A simple and intuitive
approach to online test the required persistent excitation (PE) condition is suggested. Simulation and experimental results
based on a small 3 DOF-helicopter show that the newly suggested adaptive method can achieve better control and estimation
performance than other conventional adaptive schemes.
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1 引引引言言言(Introduction)
自适应控制[1–5]可通过设计自适应律在线估计系

统模型或控制器中的未知参数,有效处理系统未知动
态对控制性能的影响,故从20世纪60年代以来一直是
控制领域研究热点之一,并已在一些实际系统中得到
应用. 传统的直接自适应控制(如模型参考自适应)和
间接自适应控制(如自校正控制)均基于梯度算法并利
用控制误差或者观测/预测器误差设计自适应律来估
计参数[3]. 该类方法在无干扰的理想情况下能证明闭
环系统稳定性和估计参数稳态收敛(如渐进收敛),但
用于估计参数的误差是观测器误差/控制误差的动态

函数[4],故参数估计瞬态性能依赖于观测器和控制器
的收敛性能.为增强参数估计收敛性能, Slotine等结
合控制误差和预测器误差构造一种复合自适应控

制[3]. Volyanskyy等则提出了一种新的Q–修正法,通
过积分表征固定时间窗内系统动态来构建新的修正

项[6],故需要一个大的堆栈区记录系统历史动态. 最
近的研究[7]通过改变观测器设计和结构提出了一种有

限时间收敛参数估计方法. 张国柱等[8]进一步将该方

法推广到电机控制系统中同时实现了跟踪控制和参

数估计.但该类方法观测器设计中运用了无界积分操
作,同时需在线计求取递推矩阵的逆,计算较为复杂
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且可能遇到数值问题.作者先期成果[9]则通过引入参

数估计误差信息给出了几类可保证快速收敛的自适

应参数估计方法,并将该方法推广到时滞系统辨
识[10]、周期信号辨识[11]和车辆参数估计[12]中.

此外,传统梯度算法一个不足是系统存在干扰时
会产生参数估计漂移现象,甚至可能会导致系统不稳
定[1]. 为解决梯度算法在含干扰时鲁棒性差的问题,
Narendra和 Ioannou分别提出了e-modification[2] 和

σ-modification[4]方法,保证了估计参数的有界性和闭
环控制系统的稳定性,并增强了自适应系统鲁棒性.
该类鲁棒自适应律也被广泛用于非线性系统自适应

控制[13]. 最新的文献[14]则引入估计参数的低频滤波
量作为修正项,可以有效降低自适应系统中包含的高
频动态影响,以便在保障鲁棒性同时通过高增益学习
获得快速自适应过程. 但上述几类鲁棒自适应律由于
引入了阻尼项,不能获得未知系统参数的精确估计,
因此一般只能得到闭环控制系统一致最终有界的结

果而非收敛到零点.
为实现自适应参数估计收敛,一般系统递推向

量/矩阵必须满足持续激励条件(persistent excitation,
PE).但PE条件的在线测试和验证是一个公认重要但
尚未完全解决的问题[4]. 事实上,文献[7–8]中的有限
时间参数估计算法需要在线验证PE条件并在满足该
条件时计算矩阵的逆. 为放松PE条件,文献[15]提出
利用系统动态历史数据和当前数据一起设计自适应

律,通过扩展递推向量/矩阵,降低对当前数据激励条
件的依赖性. 而文献[16]则通过分析自适应系统收敛
性能,将对系统递推向量的持续激励条件等价为对给
定参考信号“充分丰富”(sufficient richness, SR)的要
求. 在作者先期研究[17]中,通过利用文献[9]提出的基
于参数估计误差的自适应律,设计了针对机器人系统
的自适应控制方法,并给出在线判别PE条件等价必要
条件的一种方法,并将该条件转换为对给定参考轨迹
的需求. 但在上述结果中PE条件的在线判别问题尚未
完全解决(如:只得到了必要条件,而对于该条件的充
分性未进行研究).
针对上述分析,本文旨在针对非线性系统提出一

种新的基于参数估计误差的自适应参数估计和控制

结构. 首先通过引入滤波操作并定义合理的辅助变量
得到实时参数估计误差(未知参数与估计参数之间的
误差)的表征形式,然后将该信息引入自适应律设计中
作为新的修正项,基于此自适应律构建的自适应控制
系统可保证控制误差和参数估计同时收敛. 该自适应
系统设计方法虽采用了直接自适应控制设计框架,但
融入了间接自适应控制的优点(如能实现估计参数收
敛),且不需要传统间接自适应控制所采用的观测/预
测器. 该自适应律设计仅利用系统当前已知动态,也
不依赖于系统状态的微分信号.本文还详细讨论了存

在建模误差、外部干扰及量测噪声情况下所提出算法

的鲁棒性,并将新提出的方法与梯度算法和σ–修正法
进行对比,分析了几种方法收敛性能和鲁棒性. 此外,
还提出了一种直观、有效的可在线判别持续激励条件

的方法,即将该条件等价为一个辅助矩阵的正定性(可
通过计算其最小特征值进行判别),并证明了二者等价
的充分性和必要性. 最后,将新提出的方法、传统梯度
方法和σ–修正算法进行了对比仿真,并在实验室自制
的小型三自由度直升机系统上进行实验,结果验证了
理论分析的正确性和新算法的有效性.

2 基基基于于于参参参数数数估估估计计计误误误差差差的的的自自自适适适应应应控控控制制制设设设计计计(Ad-
aptive control with estimation error)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下仿射形式非线性系统:

ẋ1 = x2,
...

ẋn = f(x) + g(x)u+ d,

y = x1,

(1)

其中: x = [x1, · · · , xn]
T ∈ Rn为系统状态变量, u (t)

∈ R为控制输入, y ∈ R为系统输出; f(x) ∈ R, g(x)
∈ R均为未知系统动态, d ∈ R表示外界干扰. 不失一
般性,假设d为有界变量.

本文目的在于: 1)设计控制器u使得系统状态x跟

踪给定参考信号xd = [xd1, · · · , xdn]
T; 2)利用系统

输入u和状态信息x重建未知动态f(x)和g(x).

假假假设设设 1 为保证系统(1)的可控性,本文假设g(x)

̸= 0, ∀x ∈ Rn.

为采用自适应方法进行建模,通常未知动态f(x)

和g(x)部分已知,即可表述为如下形式[13]:

f(x) = WT
1 ϕ1(x) + εf ,

g(x) = WT
2 ϕ2(x) + εg,

(2)

其中: ϕi(x) = [ϕi1, ϕi2, · · · , ϕili ]
T ∈ Rli(i = 1, 2)为

Lipschitz连续向量, W1 = [W11,W12, · · · ,W1l1 ]
T ∈

Rl1和W2 = [W21,W22, · · · ,W2l2 ]
T ∈ Rl2为未知参

数向量, εf和εg均为有界建模误差.

上述系统描述(2)在非线性自适应控制系统设计中
非常普遍,其中未知非线性动态可用神经网络和模糊
系统进行在线逼近,故该表述可用于描述实际系统,
如:飞行器、伺服电机和机器人等.

2.2 控控控制制制器器器设设设计计计(Control design)
本文中将考虑建模误差εf , εg,干扰d以及量测噪

声对自适应系统鲁棒性及参数估计收敛的影响.为此,
假设传感器量测的系统状态x受量测噪声n ∈ Rn影

响(不失一般性,假设噪声n及其导数有界). 此时,控
制系统跟踪误差即为量测状态和给定跟踪目标之间
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的误差e = x− xd + n. 设计误差变量为

r = [ΛT, 1]e, (3)

其中Λ = [λ1, λ2, · · · , λn−1]
T为常数向量使得多项

式sn−1 + λn−1s
n−2 + · · · +λ1满足Hurwitz稳定. 则当

r → 0可知e → 0. 根据系统(1)求取r微分可得

ṙ = WT
1 ϕ1(x) +WT

2 ϕ2(x)u+ εT +

[0, ΛT]e− ẋdn, (4)

其中: εT = εf + εgu+ d+ [0, ΛT]n+ ṅ为有界变量,
用于代表系统建模误差εf , εg,干扰d及量测噪声n的

作用,即满足|εT| 6 εN, εN > 0.

可设计自适应控制器为

u =
1

ŴT
2 ϕ2(x)

(−ŴT
1 ϕ1 (x)− kvr −

[0, ΛT]e+ ẋdn), (5)

其中: kv > 0为反馈增益, Ŵ1, Ŵ2分别为未知参数

W1,W2的估计值.

在上述控制器实现中,需要设计自适应律对未知
参数W1,W2进行在线估计.传统自适应控制中,通常
采用跟踪误差r并根据梯度算法设计自适应律[3, 5]. 这
些方法虽可在满足持续激励条件下证明估计参数渐

进收敛到真值,但其鲁棒性较差,特别在存在干扰条
件下甚至会破坏系统稳定性[1]. 而80年代发展起来的
鲁棒自适应律[4]通过引入e-modification, σ-modifica-
tion或者投影方法虽能保证估计参数有界性,但却失
去了估计参数收敛到真值的性质. 而由确定性等价条
件[1]可知,估计参数快速收敛将有助于提高系统控制
性能.为此,本文将同时考虑参数估计和控制问题.需
指出,本文仅采用系统状态变量x和输入u实现未知动

态建模,并且有别于间接自适应方法(如自校正控
制[1]、复合自适应控制[3]),本文参数估计收敛通过在
自适应律中引入新设计的基于参数估计误差的修正

项实现,而非通过构建复杂的观测/预测器进行叠加.

为设计基于参数估计误差的自适应律,需运用已
知的系统输入、输出信息提取出所蕴含的未知参数估

计误差信息(即未知参数和估计参数之间的误差信
息).为此,将方程(1)中最后一个式子写为

ẋn = WTϕ(x, u) + εT, (6)

其中: W =[WT
1 ,WT

2 ]T为扩展的未知参数向量, ϕ(x,
u) = [ϕT

1 , ϕ
T
2 u]

T为扩展的递推向量.

为设计自适应律,定义如下滤波变量xnf , ϕf为{
kẋnf + xnf = xn, xnf(0) = 0,

kϕ̇f + ϕf = ϕ, ϕf(0) = 0,
(7)

其中k > 0为滤波常数.

利用上述滤波变量ϕf , xnf和xn,可定义辅助变量
M ∈ R(l1+l2)×(l1+l2)和N ∈ R(l1+l2)为Ṁ = −ℓM + ϕfϕ

T
f , M(0) = 0,

Ṅ = −ℓN + ϕf [
xn − xnf

k
]T, N(0) = 0,

(8)

其中ℓ > 0为设计参数.
最后,根据辅助变量M和N引入误差变量Θ ∈

Rl1+l2为

Θ = MŴ −N, (9)

其中Ŵ为未知参数W的估计值.
则有如下引理:
引引引理理理 1 式 (9)中定义的变量Θ可等价为Θ =

−MW̃ +H ,其中: W̃ = W − Ŵ为参数估计误差,

H = −
w t

0
e−ℓ(t−r)ϕf(r)εTfdr代表系统误差动态(包

括建模误差、干扰及量测噪声),其中εTf为误差动

态εT的滤波变量(即kε̇Tf + εTf = εT).
证证证 将式(7)中滤波操作1/(ks+ 1)应用于式(6)并

考虑式(7)的第1个方程,可得

ẋnf =
xn − xnf

k
= WTϕf + εTf . (10)

此外,求解矩阵方程(8)可得其解为
M(t) =

w t

0
e−ℓ(t−r)ϕf(r)ϕ

T
f (r)dr,

N(t) =
w t

0
e−ℓ(t−r)ϕf(r)[

xn(r)− xnf(r)

k
]Tdr.

(11)

将式(10)代入式(11),可以验证N = MW −H成立,
并将其代入式(9)可得

Θ = MŴ −MW +H = −MW̃ +H (12)

成立. 证毕.
由引理1可知,通过对系统已知动态x, ϕ引入滤波

操作,并定义辅助变量M,N求得的变量Θ包含了参

数估计误差W̃的信息.特别是,当系统不存在误差动
态εT时,摄动误差H = 0,故Θ = −MW̃等价于参数

估计误差. 不失一般性,由于递推向量ϕ(x, u)为Lip-
schitz连续, εf , εg和d, n均有界,故摄动误差H有界且

满足∥H∥ 6 εH, εH > 0.
因此,辅助变量Θ可用于设计如下自适应律在线

得到参数估计变量Ŵ :
˙̂
W = Γ (rϕ (x, u)− κΘ) , (13)

其中: Γ > 0为学习增益, κ > 0为修正系数.

注注注 1 自适应律(13)中,首项rϕ为常用的梯度误差项,

而κΘ为新的包含参数估计误差W̃的修正项.如下述定理1证

明中所列,采用该修正项可在Lyapunov函数分析中引入关于

估计误差W̃的二次项,故可同时证明控制误差和参数估计误

差的指数收敛性能.故本文提出的新型修正项κΘ有别于常用

的鲁棒自适应方法(σ-modification, e-modification [4])和梯度
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方法,既克服了梯度方法鲁棒性差的问题,也解决了鲁棒自适

应律参数不收敛的问题.

注注注 2 在自适应控制器(5)中,分母中包含在线估计的

系统动态ŴT
2 ϕ2(x). 在实际系统控制中为避免可能存在的奇

异问题,可在自适应律(13)中引入投影算法[4]等保证ŴT
2 ·

ϕ2(x) ̸= 0, ∀t > 0.

2.3 稳稳稳定定定性性性及及及收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Stability and convergen-
ce analysis)
在系统辨识和自适应控制中,为保证参数收敛性

能,递推向量/矩阵需要满足持续激励条件(PE).但该
PE条件的在线验证非常困难,特别对于非线性系统尚
缺乏行之有效的验证策略[1, 4]. 本文通过引入辅助变
量M ,可给出一种PE条件的直观等价验证方法.

引引引理理理 2 若系统(6)中递推向量ϕ持续激励,则式
(8)中定义的辅助矩阵M 满足正定条件,即M的最小

特征值λmin(M) > σ > 0. 反之,若矩阵M满足正定

条件,则递推向量ϕ持续激励.

证证证 详细证明参见附录.

针对本文提出的自适应控制器(5)和自适应律(13),
有如下结论:

定定定理理理 1 针对系统(1),设计控制器(5)和自适应律
(13),若递推向量ϕ满足PE条件,则

1) 若无建模误差、干扰及量测噪声,即εT = 0,则
跟踪控制误差r, e和参数估计误差W̃指数收敛到零点.

2) 若存在建模误差、干扰及量测噪声,即εT ̸= 0,
则跟踪控制误差r, e和参数估计误差W̃收敛到零点附

近邻域内.

证证证 将式(5)代入式(4)可得闭环误差方程为

ṙ = −kvr + W̃Tϕ (x, u) + εT. (14)

由引理 1可知Θ = −MW̃ +H . 若ϕ持续激励,由引
理2知λmin(M) > σ > 0. 选择Lyapunov函数为

V =
1

2
r2 +

1

2
W̃TΓ−1W̃ . (15)

可由式(12)–(14)计算V̇为

V̇ = rṙ + W̃TΓ−1 ˙̃W =

r(−kvr + W̃Tϕ+ εT)− W̃T (rϕ− κΘ) =

−kvr
2 + rεT − κW̃TMW̃ + κW̃TH. (16)

1) 如不存在误差动态,即εT = 0则可得H = 0,
故方程(16)变为

V̇ = −kvr
2 − κW̃TMW̃ 6 −µV, (17)

其中µ = min{2kv, 2κσ/λmax(Γ
−1)}为正数. 故跟踪

误差r, e和估计误差W̃均指数收敛到0,且收敛速率
µ依赖于增益kv,持续激励度σ和自适应参数Γ , κ.

2) 若系统存在误差动态,此时εT ̸= 0,利用不等

式ab 6 a2η1/2 + b2/2η1, η1 > 0,则方程(16)变为

V̇ = −(kv −
1

2η1
)r2 − κ(σ − 1

2η1
)∥W̃∥2 +

η1
2
ε2N +

κη1
2

ε2H 6 −µ̃V + γ. (18)

选择控制参数满足kv >
1

2η1
且η1 >

1

2σ
,则

µ̃ = min{2(kv −
1

2η1
),

2κ(σ − 1

2η1
)

λmax(Γ−1)
},

γ = η1ε
2
N/2 + κη1ε

2
H/2

均为正数. 根据Lyapunov定理可知,跟踪误差r和估计

误差W̃均一致最终有界(uniformly ultimately bound-
ed, UUB).为进一步求其收敛边界,可得不等式(18)的
解满足V (t) 6 (V (0)−γ/µ̃)e−µ̃t + γ/µ̃,故误差变量
r和W̃将指数收敛到零点附近邻域Ω := L{r, W̃ |
∥W̃∥ 6

√
2γ/µ̃λmin(Γ−1), |r| 6

√
2γ/µ̃},且该紧集

大小依赖于误差动态εN, εH的幅值,持续激励度σ和

参数kv, κ和Γ . 此时,跟踪控制误差e也收敛到零点附

近邻域内,故控制系统状态x将收敛到给定参考信

号xd附近紧集内,且该紧集大小受量测噪声n影响.
证毕.

注注注 3 由引理2可知,通过引入辅助矩阵M ,递推向

量ϕ的持续激励条件等价为矩阵M的正定条件,故可通过判

定矩阵的正定性质(如计算其最小特征值或者条件数)在线判

别系统PE条件是否满足. 因此本文提出了一类有效的PE条件

判别方法. 此外如作者先期研究成果[17]所示,将控制器(5)引

入系统(1),则所要求的PE条件可等价为对参考轨迹xd满足

充分激励(SR)的要求,故可通过预先设计参考轨迹保证系统

满足PE条件,实现估计参数和控制误差同时收敛.

注注注 4 在本文中,考虑了建模误差εf , εg,量测噪声n和

外在干扰d的影响.根据定理1中证明可知,该总和误差εT幅

值越小,控制和参数估计误差最终收敛的边界也越小. 此外,

如下述对比分析亦可知,新提出的自适应律误差收敛边界亦

仅直接取决于εT的幅值.需指出,本文提取的参数估计误差

Θ用于自适应律(13)设计中,增强参数估计收敛性能,而非直

接用于反馈控制器设计.

2.4 自自自适适适应应应律律律对对对比比比分分分析析析(Comparisons of adaptive
laws)
本文主要贡献在于提出基于参数估计误差的新型

自适应律(13). 该自适应律在梯度算法基础上增加新
的修正项Θ,同时实现跟踪误差及估计误差收敛,并可
获得良好的鲁棒性能.本小节将对比分析所提出自适
应律(13)和其他常用的自适应律(如:梯度和σ−modi-
fication算法)的收敛性能和鲁棒性能.为方便分析,下
述分析将以标量参数W ∈ R为例.
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1) 梯度算法. 此时自适应律完全由跟踪误差r驱

动,即为
˙̂
W = Γrϕ (x, u) , (19)

可知梯度算法对应的参数估计误差方程为

˙̃W = −Γrϕ (x, u) . (20)

上述梯度算法(19)主要问题在于当系统不满足PE条
件时无法保证估计参数误差W̃和Ŵ的有界性,特别在
存在建模误差情况下鲁棒性较差(甚至引发系统不稳
定[1]). 事实上,从式(20)可知,当跟踪误差r有界时,
W̃亦可能无界.

2) σ–modification算法. 为保证估计参数有界,在
梯度算法(19)基础上引入阻尼修正项得到σ–modi-
fication算法为

˙̂
W = Γ (rϕ (x, u)− κŴ ), (21)

其中κ > 0为修正系数. 可得估计误差方程为
˙̃W = Γ (−rϕ+ κŴ ) = −κΓW̃ − Γrϕ+ κΓW.

(22)

可见,修正项在上述误差方程(22)中引入遗忘因子
κΓW̃ ,因此误差方程(22)满足有界输入–有界输出性
质(bounded-input-bounded-output, BIBO).对任意有
界控制误差r和未知参数W ,估计误差W̃均有界,因
此估计参数Ŵ亦有界. 故该自适应律可保证估计参数
有界性,鲁棒性较强.

但由于自适应律(21)中修正项κŴ起阻尼作用,因
此估计参数Ŵ将只能收敛到给定值附近,而非真实
值W本身. 即使系统满足PE条件情况下,估计误差
W̃也不能收敛到0. 事实上,估计误差方程(22)可表

述为传递函数形式W̃ =
1

s+ Γκ
(−Γrϕ+ΓκW )(s为

Laplace算子). 因此,估计误差W̃大小取决于未知参

数W ,故即使当跟踪误差r = 0, W̃也不能收敛到0.

3) 基于估计误差修正算法. 本文所提出自适应
律(13)中,在梯度自适应律(13)基础上引入了修正项
κΘ,对应的估计误差方程为

˙̃W = −κΓMW̃ − Γrϕ+ κΓH. (23)

式(23)中亦存在遗忘因子κΓMW̃ ,因此自适应律
(13)将具有如σ−modification(22)方法的鲁棒性质,即
式(23)中估计误差W̃也满足BIBO稳定性质.

此外,自适应律(13)中修正项κΘ可保证即使在存

在误差εT和H情况下,估计参数Ŵ始终收敛到真实

值W附近邻域内.事实上,估计误差方程(23)可写为

传递函数形式W̃ =
1

s+ κΓM
(−Γrϕ+ κΓH). 故

在控制误差r = 0情况下,估计误差W̃边界大小将只

取决于建模误差H本身. 因此,本文提出的自适应律
(13)可获得比σ–modification(22)更好的参数估计收敛
性能.

3 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulations)
为验证所提出的算法有效性,考虑如下包含机翼

摇滚非线性动态特性的飞行器系统[15]:{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = f(x) + u,
(24)

其中: f(x) = W11x1+W12x2+W13|x1|x2+W14|x2|
x2+W15x

3
1为系统高频未建模动态; W11= 0.2314,

W12= 0.6918,W13= −0.6254,W14 = 0.0095, W15

= 0.0214为需要估计的未知参数, ϕ1(x) = [x1, x2,

|x1|x2, |x2|x2, x
3
1]为递推参数向量. 给定跟踪参考轨

迹xd由周期60 s,幅值20 rad的方波信号经过自然频
率ωn = 0.4 rad/s,超调系数为ζ = 0.707的二阶参考

模型生成.

本文所提出控制器参数选择为λ1 = 0.16, kv = 2,
自适应参数为Γ =diag{8, 8, 8, 8, 0.008}, ℓ=1, k =

0.001, κ = 1. 图1给出了控制系统响应图以及对应的
控制信号,由图1可知本文所提出的自适应方法所得
的控制系统具有良好的性能,且控制信号比较平滑.
这是因为所提出的新的基于参数估计误差修正的自

适应律(13)可实现快速、准确的参数估计(如图2所
示),因而限制了系统所蕴含的高频未建模动态对于控
制系统瞬态和稳态性能的影响.

为对比验证自适应律(13)有效性,本文亦给出
了σ–modification方法(22)的对比仿真结果.为公平对
比,控制器参数和自适应学习参数保持不变.系统响
应如图3所示,而对应的参数估计结果由图4所示.

图 1 基于参数估计误差算法的自适应控制效果

Fig. 1 Tracking control performance with estimation error
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图 2 基于参数估计误差算法的参数估计

Fig. 2 Parameter estimation via estimation error

图 3 基于σ–modification算法的自适应控制效果

Fig. 3 Tracking control performance via σ–modification

对比本文提出的基于参数估计误差自适应方法,
传统控制器虽然能得到较好的控制输出响应(图3子
图1)但控制信号u(图3子图2)含有高频振动成分,且
传统σ-modification方法得到的在线参数估计并不收
敛到真实值.特别在参考轨迹xd发生激烈变化的时刻,
参数产生较大波动,因而影响了系统的动态性能.

图 4 基于σ–modification算法的参数估计
Fig. 4 Parameter estimation via σ–modification

4 实实实验验验验验验证证证(Experiments)
本文采用自制的三自由度小型直升机系统作为实

验平台,该系统由基座、平衡杆、直升机体、驱动电机
等组成,其工作原理示意图如图5所示.

图 5 三自由度直升机系统俯仰轴示意图
Fig. 5 Elevation dynamics of 3DOF-helicopter model

机体升降及旋转由直流电机驱动的2个螺旋桨提
供动力,并通过控制两个电机带动螺旋桨转动产生所
需要的升力,可模拟飞行器的俯仰、横测和旋转等动
作. 3个位置传感器分别安装在机体与轴的连接处,用
来采集三个轴的角度信息.本实验装置由作者所在实
验室成员自主设计和加工而成,控制器部分采用飞思
卡尔公司的Kinetis K60系列芯片运行,并以IAR嵌入
式软件作为开发工具,通过USB 2.0 OTG接口进行上
位机和下位机间通信. 本次实验考虑该直升机系统俯
仰轴运动,其运动平衡示意图如图5所示,俯仰轴的转
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矩是由两个螺旋桨产生的升力Fh = F1 + F2产生,当
升力Fh产生的力矩比重力G产生的力矩大时,直升机
就会上升,反之直升机下降.
根据力矩平衡方程可得俯仰运动方程为

Jeθ̈ = kc(uL + uR)La − Tg, (25)

其中: θ为俯仰运动角度; Je为直升机俯仰轴转动惯

量; La为直升机本体到支点的距离, kc为电机电压/力
矩系数. 可见该系统可写成系统(1)形式,此时输入动

态 g(·) = kcLa

Je

为已知常数. 此外, Tg = (mhgLa −

mwgLw) cos θ代表直升机的重力. 故对比系统(1)和

(25)可知,系统中等效的未知动态为f(x) =
Tg

Je

,进而

可以用反馈项ŴT
1 ϕ1(x)进行在线学习和补偿.目前采

用的控制策略大多假设直升机在水平位置附近变化

很小, Tg可以忽略不计.这种线性化方法存在误差,而
且没考虑飞机起飞降落以及飞行实际过程中俯仰角

的剧烈变化[18]. 故有必要设计自适应控制器补偿系统
动态Tg的影响,以获得满意的控制效果.
实验中选择幅度大小为±10◦的方波信号作为参

考输入rd,并通过参考模型[
ẋd1

ẋd2

]
=

[
0 1

−1 −2

][
xd1

xd2

]
+

[
0

1

]
rd

来产生理想跟踪参考信号xd. 根据在直升机系统反
复实验,选择控制器参数为: λ1 = 3, kv = 2.5. 选择
递推基函数为ϕ1(x) = [a/(1+e−bθ)+c, a/(1+e−bθ̇)

+ c], a = 1, b = 2, c = −0.5,控制和学习参数为
Γ = diag{100, 100}, ℓ = 0.1, κ = 0.3, k = 0.001.
本文所提出的控制器及自适应律的跟踪效果和参数

估计值分别如图6和图7所示.

图 6 基于估计误差控制算法的俯仰轴跟踪效果图

Fig. 6 Tracking performance via estimation error

从实验结果可以看出,最大正超调为1,最大负超
调为–3,响应时间约为2.52 s. 参数估计值W11能较快

收敛到–0.3附近,且基本在–0.2到–0.4之间波动;而
W12较快收敛到0.55附近,且仅在0.45到0.65之间波
动.值得指出,本文实验中俯仰角由位置传感器测量
得到,而用于控制和参数估计的角速度由传感器采集

信号直接差分而得,故会导致高频量测噪声放大进而
引发估计参数和控制误差小幅波动.

图 7 基于估计误差算法的未知参数估计值

Fig. 7 Parameter estimation via estimation error

为对比提出自适应律的有效性,本文对传统σ–
modification自适应律进行了实验对比. 为公平对比,
控制器参数和自适应参数如上述所示. 实验结果如
图8和图9所示.

图 8 基于σ–modification算法控制的俯仰轴跟踪效果图

Fig. 8 Tracking performance via σ–modification

图 9 基于σ–modification算法的未知参数估计值

Fig. 9 Parameter estimation via σ–modification
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由图8可见,俯仰轴的跟踪效果较差,最大超调量

为–5,响应时间为4.4 s,特别是对俯仰角上升阶段因

为要克服的重力未能得到快速有效补偿,故收敛较慢;

而下降时超调大于上升时的超调.这可由参数估计

值(图9)可以看出,传统自适应律的估计参数W11和

W12大幅波动,很难实现收敛.

为进一步验证和对比所提出算法鲁棒性,在系统

中增加均值为0,方差为0.1的白噪声作为干扰d(t). 本

文所提出自适应控制算法以及σ–modification自适应

律对比实验结果分别如图10和图11所示.

由图可见,本文提出的自适应律和传统自适应律

均能保证估计参数有界性,但基于参数估计误差的方

法能获得更好的收敛性能,而σ–modification方法所

得参数随着系统动态变化有较大幅值波动(图11(a)).

这些估计参数的波动影响了控制系统输出跟踪性

能(如图11(b)具有较大的超调甚至稳态误差).

(a) 控制系统输出

(b) 参数估计

Fig. 10 含干扰时基于估计误差控制算法实验结果

Fig. 10 Experimental results via estimation error with noise

(a) 控制系统输出

(b) 参数估计

图 11 含干扰时基于σ–modification算法实验结果
Fig. 11 Experimental results via σ–modification with noise

由上述实验结果可见,与传统自适应律相比,本文
提出的基于参数估计误差的自适应方法能实现更加

准确的估计效果,且参数估计波动范围明显较小,进
而实现更好的控制效果(如响应时间短、超调量小).

5 结结结论论论(Conclusions)
传统自适应控制方法设计自适应律一般采用控制

误差驱动,鲁棒性较差;而引入σ−modification和e−
modification的鲁棒自适应律虽能保证估计参数有界
性但无法保证估计参数收敛到真实值,因此闭环系统
为一致最终有界而非收敛到零点. 为此,本文提出一
种新的自适应律设计方法,通过引入滤波操作并定义
辅助变量,用已有的系统动态表述未知参数以及估计
参数之间的误差信息,进而将其引入自适应律中作为
新的修订项.新提出的自适应律可用于设计控制器中,
可在直接自适应控制框架下结合间接自适应控制的

优点,能同时实现控制误差和参数估计指数收敛,此
外还能保证等同于σ−modification方法的鲁棒性能.
还给出了一个持续激励条件的在线等价判别方法. 对
比仿真和基于自制小型三自由度直升机平台的实验
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表明,新提出的控制方法能获得更快的参数估计收敛
速度和更好的控制效果.
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附附附录录录 引引引理理理2证证证明明明(Appendix Proof of Lemma 2)
证证证 考虑式(7)中滤波多项式1/(ks+ 1)为最小相位且严

格正实稳定多项式,故当递推向量ϕ满足PE条件时,滤波向

量ϕf也满足 PE条件,即有
w t+T

t
ϕT
f (τ)ϕf(τ)dτ > εI ,进而w t

t−T
ϕT
f (τ)ϕf(τ)dτ > εI , t > T > 0成立.

1) 首先证明若ϕf满足PE条件,则矩阵M正定. 由上述分
析可知,当ϕf满足PE,则在积分区间τ ∈ [t− T, t]内满足t−
τ 6 T故有e−ℓ(t−τ) > e−ℓT > 0成立,且w t

t−T
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ >
w t

t−T
e−ℓTϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ > e−ℓT εI. (26)

此外,对于t > T > 0有w t

0
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ >
w t

t−T
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ .

(27)

由式(26)−(27),可知

M =
w t

0
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ >

e−ℓT
w t

t−T
ϕT
f (τ)ϕf(τ)dτ > e−ℓT εI. (28)

故矩阵M为正定矩阵,即存在σ = e−ℓT ε使得λmin(M)

> σ > 0成立.

2) 现证明若M为正定矩阵,则ϕf满足PE条件.根据M为

正定矩阵知M =
w t

0
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ > εI成立,故可
得

εI 6
w t

0
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ =

w t−T

0
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ +

w t

t−T
e−ℓ(t−τ)ϕT

f (τ)ϕf(τ)dτ 6

e−ℓT

ℓ
∥ϕf∥2∞I +

w t

t−T
ϕT
f (τ)ϕf(τ)dτ . (29)

上式中最后一个不等式可由
w t−T

0
e−ℓ(t−τ)dτ 6 e−ℓT /ℓ

且0 < e−ℓ(t−T ) 6 1, τ ∈ [t− T, t]推得. 故根据方程(29)
得知 w t

t−T
ϕT
f (τ)ϕf(τ)dτ > ε†I, t > T, (30)

其中ε† = ε− e−ℓT ∥ϕf∥2∞/ℓ,当ℓ和T足够大时为正数. 故可

知ϕf满足PE条件,进而知ϕ也满足PE条件.
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