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摘要:针对一类含有Bouc-Wen迟滞的输出受限非线性系统设计了反步控制器. 首先分析了Bouc-Wen模型的特性
并得到其上界值,然后设计了对称型障碍Lyapunov函数(barrier Lyapunov function, BLF),保证了BLF有界,从而满足
了输出受限的条件,最后利用反步法设计控制器. 该方法消除了迟滞引起的振荡和超调并且使得系统输出约束在
设定的范围内,同时解决了迟滞和系统输出受限两个方面的影响,提高了控制精度.仿真和实验结果表明了控制方
法的可行性.
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output-constrained nonlinear systems with hysteresis
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Abstract: A backstepping controller is proposed for a class of output-constrained nonlinear system with hysteresis de-
scribed by Bouc-Wen model. First, the property of Bouc-Wen mode is discussed and the upper bound is derived. Then
the symmetric barrier Lyapunov function (BLF) is proposed to ensure the boundedness and achieve the output-constrained
conditions. Finally, the backstepping controller is proposed to eliminate oscillation and overshoot caused by hysteresis. Fur-
thermore, it constrains the output of system in set range. This controller solves the influence of hysteresis and constrained
output simultaneously. Moreover, the controller can improve the control precision. The simulation and experimental results
prove that this control method is practicable.
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1 引引引言言言(Introduction)
在超精密定位系统中,通常采用基于智能材料(如

压电陶瓷、磁致伸缩材料、形状记忆合金等)的驱动
器,然而这些智能驱动器存在固有的迟滞特性,迟滞
是一种具有非平滑、多映射、记忆性的非线性,能够引
起系统误差和振荡甚至造成系统不稳定,难以采用常
规方法对其进行精确控制[1]. 迟滞控制主要有两类:
基于逆模型的控制和直接控制.基于逆模型的控制从
控制结构上主要分为直接开环逆控制[2]、逆模型作为

前馈与常规反馈相结合的控制[3]、逆模型线性化后与

常规控制相结合的控制[4]. 直接控制分为直接融合迟
滞模型的控制[5–7]和将迟滞作为扰动的控制[8]. 目前
对迟滞系统的研究一般都是在输出不受限的情况下.

输出受限是指实际系统的输出不能超过某个特定

范围[9],传统的控制器设计方法比如Lyapunov方法缺
少自身受限条件,仅保证了系统稳定而忽略了系统输
出受限,难以用于输出受限的非线性系统.为满足系
统的输出约束条件,一些学者提出barrier Lyapunov
function(BLF),以约束区间为定义域来构造Lyapunov
函数,当约束量趋向于临界约束条件时, Lyapunov函
数值将趋向于无穷大,进而保证约束量始终保持在约
束区间内.在文献[10]中,通过构造log型的对称BLF,
解决了Brunovsky类型输出受限系统的控制问题.文
献[11]针对一类严反馈形式的非线性系统,通过构造
带约束限制的Lyapunov函数来保证输出有界,解决了
系统输出受限问题.文献[12]针对输出受限的非线性
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系统,扩大了约束量的初值选取区间,提出了基于非线
性映射的自适应反推控制方法. 文献[13]提出了非对
称时变BLF,研究了具有时变输出受限的反馈非线性
系统的输出跟踪控制问题.文献[14]针对一类非参数
不确定系统的约束迭代学习控制问题,采用了二次分
式型BLF设计了控制器. 文献[15]针对全状态约束的
机器人系统,基于BLF设计了自适应神经网络控制器,
处理了系统的不确定性和扰动.文献[16–17]针对一类
欠驱动吊车系统,采用Lyapunov-like函数的方法设计
了控制器,实现吊车的快速定位和防摆控制.这些研
究推动了输出受限非线性系统控制的发展.然而,当
迟滞特性与输出受限相结合时,在控制器设计时需要
同时考虑迟滞和输出受限这两个方面的影响.

本文针对一类含有Bouc-Wen迟滞模型的输出受
限非线性系统,将对称型BLF和反步控制方法相结合
来设计控制器,在闭环系统中保证了BLF有界,从而
满足了输出受限的条件.与其他文献相比,本文的创
新点在于: 1)引入对称型BLF来保证系统输出在约束
区间内,从而实现对具有输出受限的迟滞系统的有效
控制; 2)直接结合迟滞模型来设计反步控制器,同时
解决了迟滞和输出受限的影响,消除了迟滞引起的振
荡和超调并且使得系统输出约束在设定的范围内,提
高控制精度,保证系统稳定.

2 迟迟迟滞滞滞非非非线线线性性性系系系统统统结结结构构构 (The structure of
Hysteresis nonlinear system)
基于智能材料执行器的非线性系统结构描述如

图1所示.

图 1 迟滞非线性系统

Fig. 1 Hysteresis nonlinear system

图1中: H表示智能材料执行器中的迟滞特性,
M表示驱动的动态系统, ν(t)为迟滞输入, u(t)为迟滞
输出及动态系统的输入, y(t)为动态系统的输出.

整个系统描述如下:

ẋi = fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1,

i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn = fn(x̄n) + gn(x̄n)u,

y = x1,

u = H(ν),

(1)

其中: f1,· · ·, fn, g1,· · ·, gn是光滑的函数, x1, · · · , xn

为系统状态,定义x̄ = [x1 x2 · · · xi]
T;输出y受约

束|y| 6 kc1 , ∀t > 0, kc1为正数.

注注注 1 系统输出受限体现在输出y(t)约束在某个范围

之内,影响系统的控制性能.同时,迟滞H的多映射性和非平
滑性会引起振荡和超调,进一步增加了控制器设计的难度.

假假假设设设 1 期望输出yd是关于时间 t的有界函数,
其导数也有界.

假假假设设设 2 函数 gi(x̄i), i = 1, 2, · · · , n为严格正
定或严格负定,且有正常g∗i和已知光滑函数ḡi(x̄i), 0
< g∗i 6 |gi(x̄i)| 6 ḡi(x̄i).

迟滞H由Bouc-Wen模型来表示,表达式如下:

ḣ = Abwν̇ − β |ν̇|h |h|n−1 − γν̇ |h|n , (2)

u(t) = dpν(t)− h(t), (3)

其中: ν(t)为迟滞输入, u(t)为迟滞输出, Abw为恢复

力振幅的控制参数, β, γ为迟滞形状控制参数, dp =

1.6, Abw = 1.1, β = 0.2, γ = −0.1, n = 2;当v(t) =

e−0.1t sin t时,其Bouc-Wen模型的输入输出曲线如图
2所示.

图 2 Bouc-Wen模型表示的迟滞特性

Fig. 2 Hysteresis characteristics of Bouc-Wen model

从图2可以看出迟滞的3个特性: 其一为多映射性,
即相同的输入对应不同的输出;其二为非平滑性,即
在输入方向变化时,在转折点处是不可微分的;其三
为记忆性,即当前输出不仅与当前输入有关,与先前
的极值也有关.

3 控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Controller design)
Bouc-Wen迟滞模型通过微分方程的形式来描述,

但是到目前为止还不能得到该微分方程的通解.在解
的特性未知的情况下不能采用常规的控制算法来对

迟滞系统直接设计控制器,这也是Bouc-Wen迟滞系
统控制器设计的难点. 为了将常规的控制器设计算法
应用于迟滞系统,首先需要对Bouc-Wen模型的微分
方程进行分析,文[18]证明了Bouc-Wen模型的中间变
量h有界,并给出了上界值hM:

h = φβ,γ,n
n

√
Abw

β + γ
, (4)

其中: 0 6 φβ,γ,n 6 1,可以得到hM = n

√
Abw

β + γ
. 上

界值hM是反步控制算法设计的关键.
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定定定义义义 1 BLF(barrier Lyapunov function)是一个
标量函数V (x),定义一个包含原点的开区间D,V (x)

在D中每一点的一阶偏微分都连续,当x趋向于D的

两端时, V (x) → ∞,当x(0) ∈ D,满足V (x(t)) 6 b,

∀t > 0.

基于上界hM和定义1,针对系统(1),反步控制器设
计如下:
第第第1步步步 令z1 = x1 − yd, zi = xi − αi−1, i = 2,

· · · , n. 取

V1 =
1

2
log

K2
b1

K2
b1

− z21
, |z1(0)| < Kb1

, (5)

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i , i = 2, · · · , n. (6)

对V1求导得

V̇1 =
z1ż1

K2
b1

− z21
=

z1(f1 + g1(z2 + α1)− ẏd)

K2
b1

− z21
. (7)

设计α1为

α1 =
1

g1
(−f1 − (K2

b1
− z21)K1z1 + ẏd). (8)

将式(8)代入式(7)得

V̇1 = −K1z
2
1 +

g1z1z2
K2

b1
− z21

. (9)

第第第2步步步
V2 = V1 +

1

2
z22 . (10)

对V2求导得

V̇2 = V̇1 + z2ż2 =

−K1z
2
1 +

g1z1z2
K2

b1
− z21

+

z2(f2 + g2(z3 + α2)− α̇1). (11)

设计α2为

α2 =
1

g2
(−f2 + α̇1 −K2z2 −

g1z1
K2

b1
− z21

). (12)

将式(12)代入式(11)得

V̇2 = −K1z
2
1 −K2z

2
2 + g2z2z3. (13)

第第第i步步步(3 6 i 6 n− 1)

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i . (14)

对Vi求导得

V̇i = V̇i−1 + ziżi =

V̇i−1 + zi(fi + gi(zi+1 + αi)− α̇i−1). (15)

设计αi为

αi =
1

gi
(−fi + α̇i−1 −Kizi − gi−1zi−1). (16)

将式(16)代入式(15)得

V̇i = −
i∑

j=1

Kjz
2
j + gizizi+1. (17)

第第第n步步步

对Vn求导得

V̇n = V̇n−1 + znżn =

−
n−1∑
j=1

Kjz
2
j + gn−1zn−1zn +

zn(fn + gn(dpν(t)− h(t))− α̇n−1). (18)

设计实际控制律为

ν =
1

dpgn
(−fn + α̇n−1 −Knzn −

gn−1zn−1 − sgn znD̂), (19)
˙̂
D = d |zn| , (20)

其中: D = ḡnhM, D̂是D的估计值, K1, · · · ,Kn都是

正实数.

定定定理理理 1 考虑迟滞非线性系统(1),在满足假设1
的前提下,通过BLF函数(5)和(6)设计反步控制律(19)
和(20),则系统输出能够满足输出约束条件,且闭环系
统的所有信号均有界.

证证证 首先证明满足系统输出受限的条件.因
y(t)=z1(t)+yd(t),而|z1(t)|<Kb1

, |yd(t)|6A0, A0

为一正常数,所以|y(t)| < Kb1
+A0,满足输出约束.

然后证明系统稳定性. 选取Lyapunov函数

V = Vn +
1

2d
D̃2, (21)

其中D̃ = D − D̂. 对V求导得

V̇ = V̇n +
1

d
D̃ ˙̃D =

−
n∑

j=1

Kjz
2
j − znsgn znD̂ − zngnh− 1

d
D̃

˙̂
D 6

−
n∑

j=1

Kjz
2
j − |zn| D̂ + |zn|D − 1

d
D̃

˙̂
D =

−
n∑

j=1

Kjz
2
j + |zn| (D − D̂)− 1

d
D̃

˙̂
D =

−
n∑

j=1

Kjz
2
j + |zn| D̃ − 1

d
D̃

˙̂
D =

−
n∑

j=1

Kjz
2
j + D̃(|zn| −

1

d
˙̂
D) 6 0. (22)

因此 z1, z2, · · · , zn, yd, α1, α2, · · · , αn−1均有界,则
x1, x2, · · · , xn也是有界的,因此系统的所有信号都是
有界的.

4 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
本文首先采用二阶迟滞非线性系统
ẋ1 = θ1x

2
1 + x2,

ẋ2 = θ2x1x2 + θ3x1 + (1 + x2
1)u,

u(t) = dpν(t)− h(t),

ḣ = Abwν̇ − β |ν̇|h |h|n−1 − γν̇ |h|n ,
其中: θ1 = 0.1, θ2 = 0.1, θ3 = −0.2, dp = 1.6, Abw

= 0.9, β = 0.02, γ = −0.01. 期望输出轨迹yd =

0.2 cos (2t) + 0.1 sin t,输出约束|y| < Kc1 = 0.32.
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初始条件x1(0) = 0.2, x2(0) = 0.5,同时控制增益K1

= K2 = 2.0. 因为|yd| 6 0.3,所以Kb1
= 0.32− 0.3

= 0.02.
图3–5分别表示该系统的控制量、实际输出和期望

输出比较、跟踪误差. 从图4可以看出,系统经过1 s左
右时间就基本跟踪上系统的期望轨迹,并且实际输出
能够精确跟踪期望轨迹. 从图5可以看出,本方法与未
考虑迟滞相比,相对误差减少了1/3,提高了控制精度.
为了说明本文方法的控制效果,将本文的控制方法和
与经典的PID控制方法进行比较,其中PID参数利用
Ziegler-Nichols方法来整定. 图6为两种控制器的输出
效果比较,图7为跟踪误差比较.

图 3 系统控制量

Fig. 3 Control signal

图 4 系统输出轨迹

Fig. 4 The system output trajectory

图 5 系统输出误差
Fig. 5 The system output error

图 6 系统输出比较

Fig. 6 The system output comparison

图 7 跟踪误差比较

Fig. 7 Comparison of tracking error

为了进一步说明该方法的有效性,另外针对可调
金属切削系统[19]进行实验验证. 系统描述如下:

ẋ1 = x2,

ẋ2 =
ka
m

u− c

m
x2 −

k − h

m
x1−

hµ

m
x1(t− τ)+

1

m
f(x1 − µx1(t− τ)),

y = x1,

u(t) = dpν(t)− h(t),

ḣ = Abwν̇ − β |ν̇|h |h|n−1 − γν̇ |h|n ,

其中: 系统参数

m = 20 kg, c = 1.2,

f(x1 − µx1(t− τ)) = 0.2 sin(x− µx(t− 1)),

µ = 1, h = 4500, k = 6500N/m, ka = 3000,

期望输出轨迹

yd = 0.2 cos(2t) + 0.1 sin t.

图8为该实际系统的输出与期望的比较,图9为实
际系统输出误差. 由仿真结果可知本文的控制方法针
对实际可调金属切削系统也有良好的控制效果.
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图 8 实际系统输出
Fig. 8 The actual system output

图 9 实际系统输出误差
Fig. 9 The actual system output error

5 总总总结结结(Conclusions)
本文针对具有输出受限的迟滞非线性系统,利用

Bouc-Wen模型来描述迟滞特性,采用对称型BLF来解
决输出受限问题并设计反步控制器. 该方法同时解决
了迟滞和系统输出受限两个方面的影响,能够有效削
弱迟滞特性产生的不良影响,保证期望的跟踪精度,
并能将系统输出约束在设定范围内,提高了系统的控
制性能.仿真结果表明该方法是有效的.
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