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摘要:区间二型模糊控制器的降型算法需要使用迭代计算,是导致其解析结构推导困难的主要原因.针对乘积型
区间二型模糊控制器,本文提出了一种新的解析结构推导方法. 区间二型模糊控制器的配置为:三角形输入模糊集,
一型输出模糊单值,集合中心法降型器,平均法解模糊器和基于乘积型“与”操作的规则前件.通过对比传统
PID控制器的解析结构,证明了区间二型模糊控制器等效于两个PI(或PD)控制器之和.利用KM算法的迭代终止条
件,提出了6步骤IC划分法,保证了激活子空间的正确划分. 叠加各个子空间,即可得出全局IC划分图. 为了避免重
复求解符号数学方程,提出了IC边界线的直接定义法,改进了6步骤IC划分法的便利性. 本文方法避开了降型算法
的迭代计算,可以保证推导出区间二型模糊控制器的闭环解析表达式.
关键词: 模糊系统;模糊集合;模糊控制器;隶属度函数;区间二型模糊逻辑;解析结构
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Analytical structure of a class of product &
interval-type-2 fuzzy controllers
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Abstract: The difficulties in deriving the analytical structure of IT2 (interval type-2) fuzzy controllers chiefly come
from the iterative computation in type-reduction algorithms. In this paper, we propose a novel technique for deriving the
analytical structure of the IT2 fuzzy controllers based on product AND operators. The controllers are configured with
triangle IT2 input fuzzy sets, T1 output fuzzy singletons, center-of-sets type reducer, centroid defuzzifier, and product
AND operators in precedent parts of fuzzy rules. In comparison to the analytical structure of traditional PID controllers, it
is proven that such IT2 fuzzy controllers are equivalent to the sum of two nonlinear PI (or PD) controllers. By means of the
iteration-stopping conditions of KM algorithm, an IC-partitioning approach with six steps is presented, which guarantees
that a fired subspace can be partitioned correctly. Superimposing all subspaces can produce an overall figure of IC partitions.
To avoid solving the symbolic mathematical equations repeatedly, a direct method is given to determine IC boundaries,
which facilitates the six-step approach of IC partitioning. Our approach sidesteps the iterative computation in type-reducing
algorithm, and guarantees that the closed-loop analytical expression of the IT2 fuzzy controllers can be obtained.

Key words: fuzzy systems; fuzzy sets; fuzzy controllers; membership functions; IT2 fuzzy logic; analytical structure

1 引引引言言言(Introduction)
研究者通常把模糊控制器视为黑箱控制器,其原

因是很难获得它的解析结构信息,严格数学意义上的
系统分析与设计(例如,稳定性分析)很难展开. 在大多
数情况下,模糊控制器需要采用试错法反复地进行仿
真或实物实验. 相反地,若能够获知模糊控制器的解
析结构,则可避免试错法的耗时费力的弊端,有助于

实现模糊控制器的系统化设计与分析.更重要地,若
能获知模糊控制器的解析结构,则可以改善模糊控制
理论的完整性与严谨性,对其后续发展具有重要意义.
为此,一些学者进行了大量的探索与研究,取得了许
多重要成果.这些成果可分为两类: 一型模糊控制器
的解析结构研究[1–9]和区间二型模糊控制器的解析结

构研究[10–16]. 对于一型模糊控制器,推导解析结构的
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困难主要来自于模糊规则前件的“与”操作.对于乘
积型“与”操作,解析结构的推导过程相对容易[6];对
于Zadeh“与”操作(即最小推理法),解析结构的推导
过程相对复杂. 这是因为Zadeh“与”需要判断相关隶
属度函数以选择最小隶属度作为规则的激活强度,这
个判断与选择过程正是推导控制器解析结构的最大

障碍.为了解决这个问题, Ying等人提出了把输入空
间划分为一组IC(input combination),以保证在每
个IC内最小推理法得到相同的隶属度函数,从而避开
了上述判断与选择过程,为解析结构的推导创造了便
利条件[5, 9]. 特别地,文献[9]把这种方法推广到了基
于任意形状模糊集和Zadeh“与”操作的一型模糊控
制器,标志着这一类模糊控制器的解析结构推导方法
已经趋于成熟.

相对于一型模糊控制器,区间二型模糊控制器的
解析结构推导过程就要困难得多,其原因在于需要迭
代计算以求取降型算法的切换点. 降型算法包括KM
(Karnik-Mendel)算法和类KM算法. 对于这类控制器,
迭代计算是解析结构推导的最大障碍.已有研究的解
决方法大致可分3步[10–13]: 第1步,针对上(下)界隶属
度函数的形状导出一组Input-IC;第2步,针对切换点
利用KM算法的迭代终止条件导出一组Case-IC[13];
第3步,叠加前述两步的IC,使每个IC内有确定的上
(下)界隶属度函数和切换点,从而获得每个IC对应的
解析表达式. 但是,已经有成果仅研究了基于Zadeh
“与”操作的区间二型模糊控制器,没有讨论乘积
型“与”操作的情况. 然而,这两种“与”操作对前件
隶属度函数的处理方式完全不同,从而导致了解析结
构的推理方法存在较大差异.另外,乘积型“与”操作
亦是一类重要的模糊规则前件推理方法,因其计算方
便得到了很多学者与工程师的欢迎.因此,研究乘积
型区间二型模糊控制器的解析结构有重要的理论意

义与应用价值.

2 乘乘乘积积积型型型区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊控控控制制制器器器的的的配配配置置置(Confi-
guration of product & IT2 fuzzy controllers)
考虑如下双输入单输出区间二型模糊控制器,其

规则前件采用乘积型“与”操作,后件采用一型模糊
单值,降型器采用集合中心法,解模糊采用平均法.
设k为控制器的采样步,两个输入变量分别记为x1(k)

和x2(k),且x2(k) = x1(k)− x1(k − 1),输出变量采
用增量型输出方式且记为∆u(k). 为了简化记号,使
用x1, x2和∆u替代x1(k), x2(k)和∆u(k). x1的论域

U1 = [L1, Lm]划分为m− 1个子区间[L1, L2], · · · ,
[Li, Li+1], · · · , [Lm−1, Lm],且对应于m个三角形区

间二型模糊集Ã1, Ã2, · · · , Ãm,如图1所示. 类似地,
x2的论域U2 = [S1, Sm]划分为n− 1个子区间

[S1, S2], · · · , [Sj, Sj+1], · · · , [Ln−1, Ln],

且对应于n个三角形区间二型模糊集B̃1, B̃2, · · · ,
B̃n,如图2所示.

图 1 论域U1 = [L1, Lm]的模糊集合

Fig. 1 Fuzzy sets of the universe U1 = [L1, Lm]

图 2 论域U2 = [S1, Sm]的模糊集合

Fig. 2 Fuzzy sets of the universe U2 = [S1, Sm]

为简化问题,本文做如下假设:

假假假设设设 1 对于任意的x1 ∈ [Li, Li+1] (1 6 i 6 m

−1),仅有两个相邻的模糊集(Ãi和Ãi+1)被激活.

假假假设设设 2 对于任意的x2 ∈ [Sj, Sj+1] (1 6 j 6 n

−1),仅有两个相邻的模糊集(B̃j和B̃j+1)被激活.

在图1–2中,虚线表示不确定域的中心线.不确定
域的边界由参数θ(0 < θ < 0.5)描述,即上(下)边界
的位置是通过从中心线出发,垂直地向上(下)移动θ数

值单位来确定的. 两个相邻模糊集Ãi和Ãi+1的上(下)
界隶属度函数定义如下:

µ
Ãi
(x1) =

aix1 + bi, x1 ∈ [Li, Li+1],

0, x1 /∈ [Li, Li+1],
(1)

µÃi
(x1) =

aix1 + bi, x1 ∈ [Li, Li+1],

0, x1 /∈ [Li, Li+1],
(2)

µ
Ãi+1

(x1) =

ai+1x1 + bi+1, x1 ∈ [Li, Li+1],

0, x1 /∈ [Li, Li+1],

(3)

µÃi+1
(x1)=

ai+1x1+bi+1, x1∈ [Li, Li+1],

0, x1 /∈ [Li, Li+1],
(4)

其中:

ai =
1− 2θ

Li − Li+1

, bi = −Li+1(1− 2θ)

Li − Li+1

,
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b̄i = −Li+1(1− 2θ)

Li − Li+1

+ 2θ, ai+1 =
1− 2θ

Li+1 − Li

,

bi+1 = −Li(1− 2θ)

Li+1 − Li

, bi+1 = −Li(1− 2θ)

Li+1 − Li

+ 2θ.

类似地,两个相邻模糊集B̃j和B̃j+1的上(下)界隶属度
函数定义如下:

µ
B̃j
(x2) =

cjx2 + dj, x2 ∈ [Sj, Sj+1],

0, x2 /∈ [Sj, Sj+1],
(5)

µB̃j
(x2) =

cjx2 + d̄j, x2 ∈ [Sj, Sj+1],

0, x2 /∈ [Sj, Sj+1],
(6)

µ
B̃j+1

(x2) =

cj+1x2 + dj+1, x2 ∈ [Sj, Sj+1],

0, x2 /∈ [Sj, Sj+1],

(7)

µB̃j+1
(x2) =

cj+1x2 + d̄j+1, x2 ∈ [Sj, Sj+1],

0, x2 /∈ [Sj, Sj+1],

(8)

其中:

cj =
1− 2θ

Sj − Sj+1

, dj = −Sj+1(1− 2θ)

Sj − Sj+1

,

d̄j = −Sj+1(1− 2θ)

Sj − Sj+1

+ 2θ, cj+1 =
1− 2θ

Sj+1 − Sj

,

dj+1 = −Sj(1− 2θ)

Sj+1 − Sj

, d̄j+1 = −Sj(1− 2θ)

Sj+1 − Sj

+ 2θ.

相邻模糊集Ãi和Ãi+1与相邻模糊集B̃j和B̃j+1共有4
种组合形式,对应的4条模糊规则如下:

R1: 如果x1为Ãi且x2为B̃j ,则u为h(i,j);
R2: 如果x1为Ãi且x2为B̃j+1,则u为h(i,j+1);
R3: 如果x1为Ãi+1且x2为B̃j ,则u为h(i+1,j);
R4: 如果x1为Ãi+1且x2为B̃j+1,则u为h(i+1,j+1),

其中h(i,j)为一型模糊单值.在本文中,全体输出模糊
集记为C1, C2, · · · , Cρ,且ρ > 2. h(i,j)的具体数值由

索引函数fh(i, j)从输出模糊集之中查找得到. 设置索
引函数的目的,是建立h(i,j)与输出模糊之间的对应关

系[12].

3 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊控控控制制制器器器的的的解解解析析析结结结构构构推推推导导导

(Derivation of analytical structure of IT2
fuzzy controllers)
在推导区间二型模糊控制器的解析结构之前,有

必要简单地回顾一下∆u的计算过程. 根据文献
[10, 12, 17],为了得到∆u,首先需要计算出模糊规则
(R1, R2, R3和R4)的激活区间,然后将推理结果降为
一型模糊集,最后使用平均法解模糊,从而得到精确
的输出值.因为本文模糊规则的前件采用乘积型
“与”操作,所以激活区间F̃1, F̃2, F̃3和F̃4可分别表

示为

[f
1
, f1] = [µ

Ãi
(x1)µB̃j

(x2), µÃi
(x1)µB̃j

(x2)], (9)

[f
2
, f2] = [µ

Ãi
(x1)µB̃j+1

(x2), µÃi
(x1)µB̃j+1

(x2)],

(10)

[f
3
, f3] = [µ

Ãi+1
(x1)µB̃j

(x2), µÃi+1
(x1)µB̃j

(x2)],

(11)

[f
4
, f4]=[µ

Ãi+1
(x1)µB̃j+1

(x2), µÃi+1
(x1)µB̃j+1

(x2)].

(12)

为了应用集合中心法,假设h(i,j), h(i,j+1), h(i+1,j)

和h(i+1,j+1)的排列方式已满足从小到大的排列要

求[12, 17]. 在实际工作中,对于不满足此排列要求的情
况,可以通过调整R1, R2, R3和R4的排列顺序来解

决. 为简化符号,记h1 = h(i,j), h2 = h(i,j+1), h3 =

h(i+1,j)和h4 = h(i+1,j+1),且h1 6 h2 6 h3 6 h4. 使
用KM算法进行降型操作,得到的一型模糊集可记
为UIWA(x1, x2) = [∆uL,∆uR],其中

∆uL =

L∑
k=1

hkfk +
4∑

k=L+1

hkfk

L∑
k=1

fk +
4∑

k=L+1

f
k

, (13)

∆uR =

R∑
k=1

hkfk
+

4∑
k=R+1

hkfk

R∑
k=1

f
k
+

4∑
k=R+1

fk

. (14)

∆uL和∆uR分别称之为左边点和右边点. 使用
KM算法的目的,就是用来找出转换点(L, R) (L ∈
{1, 2, 3}, R ∈ {1, 2, 3}). 当然,还有一些其他算法
亦可解决上述问题,例如EKM(enhanced KM)算法.
考虑到KM算法是一种广泛应用的迭代算法,本文使
用此算法. 最后,由平均法得出区间二型模糊控制器
的输出为

∆u =
1

2
(∆uL +∆uR). (15)

本文发现,对于任意切换点(L, R), ∆uL和∆uR分别

共享形如式(16)–(17)所示的表达式结构:

∆uL =
ξ1Lx1x2 + ξ2Lx1 + ξ3Lx2 + ξ4L

ξ5Lx1 + ξ6Lx2 + ξ7L
, (16)

∆uR =
η1
Rx1x2 + η2

Rx1 + η3
Rx2 + η4

R

η5
Rx1 + η6

Rx2 + η7
R

, (17)

其中 ξpL(p = 1, 2, · · · , 7)和 ηq
R(q = 1, 2, · · · , 7)为中

间参数. 如果有明确的切换点(L, R),这些中间参数即
可表达为基于原始参数θ, Li, Li+1, Sj , Sj+1, h1, h2,
h3和h4的表达式.

定定定理理理 1 假设输入变量x1和x2分别为误差和误

差变化率,则基于乘积型“与”操作的区间二型模糊
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控制器等效于两个增量型PI控制器之和,其比例增
益、积分增益以及补偿项均为非线性可调.

证证证 位置型PID控制器的解析结构可表达为

u(k) = KPx1(k) +KI

k∑
i=1

x1(i)+KDx2(k), (18)

其中: KP, KI和KD分别为常数形式的比例增益、积

分增益和微分增益.根据第 2节的控制器配置,有
x2(k) = x1(k)−x1(k−1). 令∆u=u(k)−u(k−1),
对应的增量型PID控制器的解析结构可改写为

∆u=KPx2(k) +KIx1(k) +

KD(x2(k)− x2(k − 1)). (19)

当KD设置为0时, PID控制器即简化为PI控制器. 根据
式(15)–(17), ∆u可改写为

∆u= [K1
I (x1, x2)x1 +K1

P(x1, x2)x2+

δ1(x1, x2)] + [K2
I (x1, x2)x1+

K2
P(x1, x2)x2 + δ2(x1, x2)], (20)

其中:

K1
I (x1, x2) =

ξ1Lx2 + ξ2L
2(ξ5Lx1 + ξ6Lx2 + ξ7L)

, (21)

K1
P(x1, x2) =

ξ3L
2(ξ5Lx1 + ξ6Lx2 + ξ7L)

, (22)

δ1(x1, x2) =
ξ4L

2(ξ5Lx1 + ξ6Lx2 + ξ7L)
, (23)

K2
I (x1, x2) =

η1
Lx2 + η2

L

2(η5
Lx1 + η6

Lx2 + η7
L)
, (24)

K2
P(x1, x2) =

η3
L

2(η5
Lx1 + η6

Lx2 + η7
L)
, (25)

δ2(x1, x2) =
η4
L

2(η5
Lx1 + η6

Lx2 + η7
L)
. (26)

由以上结果可知, K1
I (x1, x2)和K2

I (x1, x2)可视

为两个非线性可调的积分增益, K1
P(x1, x2)和K2

P(x1,

x2)可视为两个非线性可调的比例增益, δ1(x1, x2)和

δ2(x1, x2)可视为两个非线性可调的补偿项. 证毕.

推推推论论论 1 假设输入变量x1和x2分别为误差和误

差变化率,基于乘积型“与”操作的区间二型模糊控
制器等效于两个位置型PD控制器之和,其比例增益、
微分增益以及补偿项均为非线性可调.

证证证 根据PID控制器的位置型与增量型的对应关
系,推论1可由定理1立即可得.

注注注 1 定理1和推论1与文献[12]的相同之处在于,均

可表达成非线性增益可调的PI或PD控制器. 不同之处在于:

1)本文使用乘积型“与”操作,文献[12]使用Zadeh“与”操

作; 2)两者非线性增益的调整规律完全不同,即K1
I (x1, x2),

K2
I (x1, x2), K

1
P(x1, x2), K

2
P(x1, x2), δ

1(x1, x2), δ2(x1, x2)

与文献[12]完全不同.

注注注 2 常见的“与”操作有Zadeh型和乘积型两种类

型. Zadeh“与”需要利用MIN函数计算规则的激活区间,该

函数一般需要分段处理,通常会显著增加IC划分的数量,从

而增加理论分析的难度.相反地,乘积型“与”采用直接相乘

方式,避免对两个隶属度函数进行分段比较与判断,有利于减

少IC总量,对理论分析非常有利.

4 区区区间间间二二二型型型模模模糊糊糊控控控制制制器器器的的的闭闭闭环环环解解解析析析表表表达达达

式式式 (Closed-loop analytical expression of IT2
fuzzy controllers)
对于变量形式的x1和x2,无法通过KM迭代计算

求出L和R. 因此,式(15)不能最终写成基于原始参数
θ, Li, Li+1, Sj , Sj+1, h1, h2, h3和h4的闭环解析表达

式. 可喜的是,文献[10, 12–13]提出的IC概念,对解决
上述问题提供了一条非常有益的思路. 利用IC概念,
L和R的数值可以由本文方法(步骤1–6)直接得出,并
不需要使用KM迭代计算.为此,根据文献[17],先整
理出KM算法的终止条件如下:

1) 对于左边点∆uL,当h1 6 ∆uL 6 h2,停止迭
代计算,得L = 1;当h2 < ∆uL 6 h3,停止迭代计算,
得L=2;当h3 < ∆uL 6 h4,停止迭代计算,得L = 3;

2) 对于右边点∆uR,当h1 6 ∆uR 6 h2,停止迭
代计算,得R = 1;当h2 < ∆uR 6 h3,停止迭代计算,
得R=2;当h3<∆uR6h4,停止迭代计算,得R = 3.

由假设1和2可知,对于任意输入x1和x2,总是可
以找到一个被激活的子空间[Li, Li+1]× [Sj, Sj+1].
上述终止条件用于这个划分子空间,使之成为一组IC.
因为每个IC内有固定的切换点(L, R),所以中间参
数ξpL(p = 1, 2, · · · , 7)和ηq

R(q = 1, 2, · · · , 7)可以用
原始参数表示,由式(15)–(17)即可得出每个IC对应的
闭环解析表达式. 叠加所有的子空间,可得出全局论
域[L1, Lm]× [S1, Sn]的IC划分图和所有IC对应的闭
环解析表达式. 由此可见,对于任意输入x1和x2,如何
推导出被激活子空间的各个IC边界线是求解区间二
型模糊控制器解析表达式的关键环节. 受文献[13]的
启发,本文提出如下方案:

步步步骤骤骤 1 首先,针对左边点∆uL,构建(L = 1)与

(L = 2或3)的边界线,并记为V 12
L . 令f12

L =∆uL−h2,
求解方程f12

L = 0,即可得出边界线V 12
L 的解析表达

式. 在该边界线的左边或右边,随机选取一个测试
点(x′

1, x′
2)代入f12

L ,做如下分析:

a) 若对于左边的测试点有f12
L < 0,或者对于右

边的测试点有f12
L > 0,则可推导出在边界线V 12

L 的左

边区域有L = 1,右边区域有L = 2或3;

b) 若对于左边的测试点有f12
L > 0,或者对于右

边的测试点有f12
L < 0,则可推导出在边界线V 12

L 的左

边区域有L = 2或3,右边区域有L = 1;

c) 如果对于边界线上的测试点,则L = 1, 2或3均
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可.

步步步骤骤骤 2 针对左边点∆uL,构建(L = 1或2)与

(L = 3)的边界线,并记为V 23
L . 令f23

L = ∆uL − h3,
求解方程f23

L = 0,即可得出边界线V 23
L 的解析表达

式. 使用与步骤1相同的方法,即可确定L的数值.

步步步骤骤骤 3 针对右边点∆uR,构建(R = 1)与(R =

2或3)的边界线,并记为V 12
R . 令f12

R = ∆uR − h2,求
解方程f12

R = 0,即可得出边界线V 12
R 的解析表达式.

使用与步骤1相同的方法,即可确定R的数值.

步步步骤骤骤 4 针对右边点∆uR,构建(R = 1或2)与

(R = 3)的边界线,并记为V 23
R . 令f23

R = ∆uR − h3,
求解方程f23

R = 0,即可得出边界线V 23
R 的解析表达

式. 使用与步骤1相同的方法,即可确定R的数值.

步步步骤骤骤 5 在子空间[Li, Li+1]× [Sj, Sj+1]叠加

上述4条边界线V 12
L , V 23

L , V 12
R 和V 23

R ,该子空间即被
划分为一组IC.

步步步骤骤骤 6 将各个IC内的L和R的数值代入式(16)
–(17)后,即可得出各个IC对应的闭环解析表达式.

由步骤1–6可看出,使用KM算法的终止条件构建
4个符号数学方程f12

L = 0, f23
L = 0, f12

R = 0和f23
R =

0是推导区间二型模糊控制器解析表达式的关键步骤.
因此,本文方法又可称之为基于构造方程的解析结构
推导法.

注注注 3 由假设1和2可知,共有(m− 1)× (n− 1)个可

能的激活子空间[Li, Li+1]× [Sj , Sj+1]. 为了在全局论域

[L1, Lm]× [S1, Sn]得到所有IC对应的解析表达式,有必要

对(m− 1)× (n− 1)个可能的激活子空间逐个重复地使用步

骤1–6. 一旦该项工作完成,对任意输入x1和x2总是可以找到

相关的IC和解析表达式.

基于构造方程的解析结构推导法可以保证每

个IC对应一个区间二型模糊控制器的闭环解析表达
式. 它的不足之处在于: 需要针对每个IC重复地求解
步骤1–4中的符号数学方程f12

L = 0, f23
L = 0, f12

R =

0和f23
R = 0,以获得边界线V 12

L , V 23
L , V 12

R 和V 23
R 的解

析表达式. 这是一件非常费时耗力的工作.尽管使用
一些辅助计算软件(例如, MATLAB符号数学工具箱,
Mathematica或者Maple)来实现上述过程,它仍然不
是一件轻松的工作.为了进一步减轻求解符号数学方
程的负担,本文提出了定理2. 根据该定理,边界线的
解析表达式可以由控制器的原始参数直接定义.

定定定理理理 2 在子空间[Li, Li+1]× [Sj, Sj+1],如果
两个相邻模糊集Ãi和Ãi+1(1 6 i 6 m− 1)由式(1)–
(4)定义,另两个相邻模糊集B̃j和B̃j+1 (1 6 j 6 n−
1)由式(5)–(8)定义,那么IC边界线V 12

L , V 23
L , V 12

R 和

V 23
R 的解析表达式可依次直接写为

px1x2 + q1x1 + v1x2 + w1 = 0, (27)

px1x2 + q2x1 + v2x2 + w2 = 0, (28)

px1x2 + q3x1 + v3x2 + w3 = 0, (29)

px1x2 + q4x1 + v4x2 + w4 = 0, (30)

其中p, qξ, vξ和wξ (ξ = 1, 2, 3, 4)均为中间参数,它们
可以分别表达为基于原始参数θ, Li, Li+1, Sj , Sj+1,
h1, h2, h3和h4的表达式.

证证证 先推导 IC边界线V 12
L 的解析表达式,即式

(27). 令f12
L = 0,则∆uL − h2 = 0可表达为

(h1−h2)f1+(h3−h2)f3
+(h4−h2)f4

= 0. (31)

由式(9)–(12),可得

f1 = aicjx1x2 + aidjx1 + b̄icjx2 + bidj, (32)

f
3
= ai+1cjx1x2 + ai+1djx1 + bi+1cjx2 + bi+1j,

(33)

f
4
= ai+1cj+1x1x2 + ai+1dj+1x1+

bi+1cj+1x2 + bi+1dj+1. (34)

把上述f1, f
3
和f

4
代入式(31),即可得出边界线V 12

L 的

解析表达式,如式(27)所示,其中:

p = (h1 − h2)aicj + (h3 − h2)ai+1cj +

(h4 − h2)ai+1cj+1, (35)

q1 = (h1 − h2)aidj + (h3 − h2)ai+1dj +

(h4 − h2)ai+1dj+1, (36)

v1 = (h1 − h2)bicj + (h3 − h2)bi+1cj +

(h4 − h2)bi+1cj+1, (37)

w1 = (h1 − h2)bidj + (h3 − h2)bi+1dj +

(h4 − h2)bi+1dj+1. (38)

根据式(1)–(8)关于参数ai, bi, bi, ai+1, bi+1, bi+1, cj ,

dj , dj , cj+1, dj+1, dj+1的定义, p, q1, v1和w1即可立

即改写为基于原始参数θ, Li, Li+1, Sj , Sj+1, h1, h2,
h3和h4的表达式.

同理, V 23
L , V 12

R 和V 23
R 的解析表达式可依次写为

式(28)–(30). 证毕.

例例例 1 假设区间二型模糊控制器有两个输入变

量x1和x2,其论域分别为U1 = [−2, 2]和U2 = [−2,

2]. U1被划分为2个子论域[L1, L2]和[L2, L3],并根据
式(1)–(4)定义了3个模糊集Ã1, Ã2, Ã3. U2被划分

为3个子论域[S1, S2], [S2, S3]和[S3, S4],并根据式(5)

–(8)定义了 4个模糊集 B̃1, B̃2, B̃3, B̃4. 令参数 θ =

0.1, L1 = −2, L2 = 0, L3 = 2, S1 = −2, S2 = −1,
S3 = 1和S4 = 2. 输出变量∆u对应有11个模糊一型
单值,分别为C1 = −3, C2 = −1, C3 = 0, C4 = 1, C5

= −2, C6 = −0.5, C7 = 0.5, C8 = 1.5, C9 = 1, C10

= 3和C11 = 3,且索引函数fh(i, j) = i+ 2j. 当取x1

= −0.7和x2 = 1.6时,试推导被激活子空间的各个IC
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对应的闭环解析表达式.

由已知条件x1 = −0.7和x2 = 1.6,可容易得出被
激活的子空间为[L1, L2]× [S3, S4],对应的模糊
集Ã1, Ã2, B̃3和B̃4亦被激活. 由式(1)–(8)得出模糊集
的参数: a1 = −0.4, b1 = 0, b1 = 0.2, a2 = 0.4, b2 =
0.8, b2 = 1, c3 = −0.8, d3 = 1.6, d3 = 1.8, c4 = 0.8,
d4 = −0.8, d4 = −0.6. 使用索引函数fh(i, j) = i +

2j,可得h(1,3) = C7, h(1,4) = C9, h(2,3) = C8, h(2,4) =

C10. 因此,可得h(1,3) = 0.5, h(1,4) = 1, h(2,3) = 1.5,
h(2,4) = 3,若采用简化符号,即可记h1 = 0.5, h2 = 1,
h3 = 1.5, h4 = 3. 根据定理2,边界线V 12

L , V 23
L , V 12

R 和

V 23
R 可依次表达为

0.32x1x2 + 0.04x1 + 1.04x2 − 0.82 = 0, (39)

0.32x1x2 + 0.12x1 + 1.04x2 − 1.26 = 0, (40)

0.32x1x2 + 0.2x1 + 1.2x2 − 0.3 = 0, (41)

0.32x1x2 + 0.12x1 + 1.2x2 − 0.9 = 0. (42)

上述4条边界线V 12
L , V 23

L , V 12
R 和V 23

R 如图3所示.

图 3 子空间[L1, L2]× [S3, S4]的IC划分

Fig. 3 IC Partition of the universe [L1, L2]× [S3, S4]

由第4节的步骤1–4可得: 对于边界线V 12
L 左边测

试点,总有f12
L < 0;对于边界线V 23

L 左边测试点,总
有f23

L < 0;对于边界线V 12
R 左边测试点,总有f12

R < 0;
对于边界线V 23

R 左边测试点,总有f23
R < 0. 于是,可推

导出:
1) 在IC1中,必有L = 1和R = 1;
2) 在IC2中,必有L = 1和R = 2;
3) 在IC3中,必有L = 1和R = 3;
4) 在IC4中,必有L = 2和R = 3;
5) 在IC5中,必有L = 3和R = 3.
令IC1, IC2, IC3, IC4和IC5对应的区间二型模糊

控制器的输出量分别记为∆uIC1, ∆uIC2, ∆uIC3,
∆uIC4和∆uIC5. 由式(9)–(12)可得f1, f2, f3, f4, f1,
f2, f3和f4的表达式. 由式(13)–(15),可得IC1, IC2,
IC3, IC4和IC5所对应的解析表达式为

∆uIC1 =
1

2
(
−16x1x2 + 2x1 − 44x2 − 9

4x1 + 8x2 − 50
+

16x1x2 + 14x1 + 68x2 + 39

4x1 + 8x2 + 54
), (43)

∆uIC2 =
1

2
(
−16x1x2 + 2x1 − 44x2 − 9

4x1 + 8x2 − 50
+

16x1x2 + 18x1 + 60x2 + 45

8x1 + 60
), (44)

∆uIC3 =
1

2
(
−16x1x2 + 2x1 − 44x2 − 9

4x1 + 8x2 − 50
+

8x1x2 + 6x1 + 36x2 + 3

2x1 + 4x2 + 17
), (45)

∆uIC4 =
1

2
(
−16x1x2 + 6x1 − 52x2 − 3

8x1 − 44
+

8x1x2 + 6x1 + 36x2 + 3

2x1 + 4x2 + 17
), (46)

∆uIC5 =
1

2
(
−8x1x2 − 20x2 − 21

2x1 + 4x2 − 35
+

8x1x2 + 6x1 + 36x2 + 3

2x1 + 4x2 + 17
). (47)

5 结结结论论论(Conclusions)
推导区间二型模糊控制器解析结构的主要障碍在

于使用KM迭代计算以寻找切换点. 针对一种双输入
单输出的模糊控制器结构,本文取得了如下研究结论:

1) 若两个输入变量分别为偏差和偏差变化率,则
乘积型区间二型模糊控制器等效于两个增量型PI(或
位置型PD)控制器之和,且具有非线性可调的比例增
益、积分增益和控制补偿项;

2) 提出了基于构造方程的解析结构推导法,使用
步骤1–6可推导出各个IC对应的区间二型模糊控制器
的解析结构. 其中, KM算法的迭代终止条件用于推
导IC边界线的解析表达式. 通过叠加各个子空间的
IC边界线,即可得到一个完整的IC划分图. 每个IC
对应一个具体的切换点,避免了使用迭代算法;

3) 为了减轻求解符号数学方程的负担,提出了定
理2,利用它可以直接定义IC边界线的解析表达式,为
推导区间二型模糊控制器的解析结构创造了便利条

件.

本文的研究工作是针对乘积型“与”操作的情况,
而已有的相关文献[10, 12–13]是针对Zadeh型“与”
操作的情况. 也就是说,二者的控制器配置类型不同.
对于这两种不同类型的控制器,其解析结构的推导方
法既有相同点又有不同之处. 相同点在于,二者都是
把输入空间划分为一组IC,使每个IC对应一个具体的
切换点. 不同之处在于,二者划分IC的具体方法不相
同.基于KM算法迭代终止条件的6步骤IC划分法和定
理2是本文与已有相关文献的主要相异之处,也是本
文的主要创新点. 由本文提出的新方法,一定可以推
导出乘积型区间二型模糊控制器的闭环解析表达式.
这非常有利于系统的分析与设计,对于减少试错法的
次数和改善模糊控制理论的完整性与严谨性有一定
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积极意义.
不足之处在于,本文只研究了三角形区间二型模

糊集,没有考虑任意形状的区间二型模糊集. 尽管三
角形区间二型模糊集是最常用的,但是从理论的通用
性角度看,研究如何把本文方法推广到任意形状的区
间二型模糊集是非常必要的. 这是未来研究工作需要
进一步解决的问题.
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