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摘要:本文提出联立框架下的自主泊车动态优化方法. 不同于通常采用的几何方法,该联立方法对障碍环境和车
辆模型进行统一的描述和处理. 提出基于互补约束的数学规划方法(MPCC)与R函数方法描述泊车过程的避障条件
约束,并联立车辆的运动学、动力学、相关物理约束建立行车系统模型;在此基础上以运动学相关的最短时间为优
化目标,构造泊车轨迹动态优化命题;基于有限元正交配置离散化方法实现该动态问题的精确求解,得到具有时间
信息的、可直接用于指导车辆操作的泊车轨迹. 多种泊车位情形下的数值试验验证了本文方法的有效性.
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Simultaneous dynamic optimization for autonomous parking

CHEN Rong-hua, WANG Ke-xin, SHAO Zhi-jiang†

(College of Control Science and Engineering, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China)

Abstract: A simultaneous framework is put forward for dynamic optimization for autonomous parking. In contrast to
geometric methods, models of the vehicle as well as environment with obstacles are handled all together in this approach.
Mathematical programs with complementarity constraints (MPCC) and R-functions methods are proposed to describe the
conditional constraints relating to obstacle avoidance. Combined with the vehicles’ kinematic and physical constraints,
a driving system model is established. Based on this model, a dynamic trajectory optimization problem is formulated
with a kinematics related objective, the minimum operating time. Discretization based on orthogonal collocation over
finite elements is applied to obtain accurate numerical solution of the dynamic problem. The resulting trajectory with
time information can be employed directly to vehicle operation. Performance of the proposed method is demonstrated by
numerical experiments of various parking cases.

Key words: autonomous parking; trajectory optimization; simultaneous method; dynamic optimization; MPCC; R-
functions

1 引引引言言言(Introduction)
自主泊车(auto-parking system, APS)技术是无人

驾驶系统的重要组成部分,其目的是辅助或替代驾驶
员完成车辆的安全泊位. 随着车辆的增多,泊车位空
间越来越小,驾驶员泊车更加困难,因此自主泊车技
术快速发展起来.

国内外学者结合飞行器轨迹优化理论、智能算法

和自主泊车问题的特殊性就控制和优化两方面进行

了大量研究.如基于模糊控制的方法[1]将技术成熟的

驾驶员的泊车经验整理为模糊规则,通过控制汽车转
向角和相对停车位的位置实现实时在线泊车.然而控
制过程缺乏连贯的规划性,需要反复调整车速和转向
角,前后挪动需要较大停车空间,难以量化[2]. 可量化

的方法有基于最小转向半径圆、单方向从任意起始位

置运动到任意目标位置的最短路径几何规划方法[3],
以及可以前进、后退变换行驶方向的车辆最短路径规

划方法[4]. 由此发展而来的几何法成为目前实现障碍
环境下泊车的主要方法,即通过分析泊车环境约束,
结合最小转向半径圆和直线段得到分段连续的无碰

路径. 然而,几何法存在以下几点局限:

1) 几何法受限于车位形状,不同的泊车模式下路
径规划模型差别很大,无法消除车位差异对规划模型
的影响;

2) 几何规划方法没有直接考虑小车的动力学模
型、无法得到满足小车动力学性能指标的实时轨迹信

息.需要再次规划,将无碰路径转换为带有时间信息
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的、车辆可跟踪的轨迹;
3) 几何法只能得到最短泊车路径,无法直接求解

如泊车时间最短、油耗最少等目标函数下的优化问

题;
4) 几何法的泊车策略受限于车位形状和泊车轨

形. 例如在垂直泊车时需要设计1/4圆弧和直线段相
连接的轨形[5],而平行泊车中要运用最小转向半径圆
设计两段圆弧相接的S形路径[6],在不同的轨形下需
要研究不同的转向策略;

5) 该方法对泊车起始位置要求严格,不适当的起
始位置会导致泊车操作失败[6];
除了几何规划的定量研究方法,还有学者将泊车

轨迹优化问题描述为非线性动态优化命题,采用序列
二次规划(SQP)算法、分段打靶方法、配置法、伪谱
法[7–8]、联立法等进行求解.
本文按照非线性规划(NLP)的思路在联立框架下

研究自主泊车的最短时间轨迹优化问题.通过建立包
含泊车环境信息的行车系统模型,构造最短时间动态
优化命题,求解得到满足无碰、以及车辆物理约束的
可行泊车轨迹.

2 泊泊泊车车车系系系统统统模模模型型型(Parking system model)
2.1 车车车辆辆辆运运运动动动学学学模模模型型型(Kinematic model)
车辆行为的研究要考虑其运动学和动力学约束,

由于自主泊车过程车辆低速运行、轮胎滑移较小,研
究重点可以简化为纯滚动无滑动的车辆运动学模型,
也称为非完整约束模型[9]. 大部分学者将低于10 km/h
的速度定义为低速而自主泊车期望速度可控范围更

小,本文将车速限制在5.6 km/h以下.
本文基于前轮驱动车辆(图1),建立其运动学微分

方程模型如式(1)所示. (x, y)为车辆后轮轴中心点的
坐标; v, a为前轴中心点纵向速度及加速度; ϕ, w为
车辆前轴中心点转向角(即前轮方向与车身方向的夹
角)及角速度,这里假设两前轮转向角近似相等,所以
上述模型又称作“自行车”模型; θ为车辆中心轴与水
平方向的夹角; L为前后轮轴距,即车辆前后轮轴中心
点连线的距离; Lp车辆前轴与前端的距离; Lr车辆后

轴与后端的距离; d为车宽; C为车辆的瞬时旋转中心,
由垂直于前后轮滚动方向的直线的交点确定; R为车
辆瞬心C与后轮轴心的连线,将前轮转角最大时的R

作为最小转弯半径.

dx

dt
= v(t) cosϕ(t) cos θ(t),

dy

dt
= v(t) cosϕ(t) sin θ(t),

dθ

dt
=

v(t)

L
sinϕ(t),

dv

dt
= a(t),

dϕ

dt
= w(t).

(1)

图 1 车辆参数示意图

Fig. 1 Car parameters

2.2 车车车辆辆辆物物物理理理约约约束束束(Physical constraints)
自主泊车系统除了考虑车辆的非完整约束之外,

还要考虑车体运动中的物理极限约束,如最高车速
vmax、最大前轮转角ϕmax、最大加速度amax、最大角

速度wmax等. 其中最大加速度表征实际中油门刹车的
快慢,其值的大小选择要考虑驾驶员舒适性的需求.

由瞬时曲率函数κ(t) =
sinϕ(t)

L
的一阶导数

dκ(t)

dt

=
w(t) cosϕ(t)

L
可知,角速度w(t)有界用以保障曲

率的瞬时变化有界. 本文借鉴实际行车情况对操作变
量采用如下约束:

|v(t)| 6 vmax,

|a(t)| 6 amax,

|ϕ(t)| 6 ϕmax,

|w(t)| 6 wmax.

(2)

2.3 避避避障障障模模模型型型(Obstacle avoidance model)
为了实现无碰泊车,需要建立障碍环境模型,以及

相应的避撞约束. 以图2中描绘的倾斜泊车位为例.

图 2 泊车车位示意图

Fig. 2 Parking slot

图2中: A,C,D,B代表车身四角,用(xi, yi)表示

小车四角坐标, i∈{A,C,D,B},则其与车辆后轴中
心点(x, y)的关系如下(参照图1):
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xA(t) = x(t)− Lr cos θ(t) +
d

2
sin θ(t),

yA(t) = y(t)− Lr sin θ(t)−
d

2
cos θ(t),

xB(t) = x(t)− Lr cos θ(t)−
d

2
sin θ(t),

yB(t) = y(t)− Lr sin θ(t) +
d

2
cos θ(t),

xC(t)=x(t)+(L+LP) cos θ(t)+
d

2
sin θ(t),

yC(t)=y(t)+(L+LP) sin θ(t)−
d

2
cos θ(t),

xD(t)=x(t)+(L+LP) cos θ(t)−
d

2
sin θ(t),

yD(t)=y(t)+(L+LP) sin θ(t)+
d

2
cos θ(t).

(3)

要使车身避开车位线,那么四角坐标需要满足下面的
约束:

yi > y1 or L1 6 xi 6 L2,

L1(x, y) = 0, L2(x, y) = 0,
(4)

水平泊车位、垂直泊车位情况下L1, L2为常量.
以下将式(4)中的避障条件约束分别用基于互补约

束的数学规划方法(mathematical programs with com-
plementarity constraints, MPCC)和R函数两种方法转
化为非线性代数约束,构造车位避障模型.

2.3.1 MPCC方方方法法法(MPCC method)
MPCC是指基于互补约束的数学规划方法,在化

工领域中用于处理条件模型、离散决策等问题.
MPCC的一般形式如下[10]:

min f(x, y, z),

s.t.


h(x, y, z) = 0,

g(x, y, z) 6 0,

0 6 x⊥y > 0,

(5)

其中⊥表示互补约束,含义为x和y至少有一个为0,即
互补的两个约束至少有一个在边界上. 这样的互补约
束需要进一步转化才可以交给NLP算法处理. 这里分
别采用Reg和PF两种转化方法.
根据Reg方法,互补约束转化为{

xy > 0,

xy 6 ε,
(6)

其中较小的正数ε用来控制转化的精度[11]. PF方法将
命题(5)的目标函数及互补约束分别转化为

f(x, y, z) + ρxTy, (7a){
x > 0,

y > 0,
(7b)

目标函数(7a)中的惩罚项与式(7b)共同促使互补约束
得到满足. 选择不同的罚因子ρ对求解效率的影响不

同.可见通过Reg(ε)和PF(ρ)方法得到的NLP问题是
原MPCC问题的近似,近似程度取决于参数ε和ρ的值.

回到泊车中的避障条件约束(4),首先引入非负辅
助变量spi, sni, µi将其转化为MPCC的一般形式:

yi − y1 = spi − sni,

spi > 0 ⊥ µi > 0,

sni > 0 ⊥ (1− µi) > 0,

µi(L1 + ε0) 6 µixi 6 µi(L2 − ε0),

(8)

ε0为车辆四角距离车位线的安全裕量. 将式(8)中的互
补约束用Reg(ε)方法转化如下:

yi − y1 = spi − sni,

spiµi > 0,

spiµi 6 ε,

sni(1− µi) > 0,

sni(1− µi) 6 ε,

µi(L1 + ε0) 6 µixi 6 µi(L2 − ε0).

(9)

用PF(ρ)方法转化得到的目标函数和约束分别为

f(x, y, z) + ρ1is
piµi + ρ2is

ni(1− µi), (10a)

yi − y1 = spi − sni,

spi > 0,

µi > 0,

sni > 0 ,

(1− µi) > 0,

µi(L1 + ε0) 6 µixi 6 µi(L2 − ε0).

(10b)

2.3.2 R函函函数数数方方方法法法(R-functions)
式(4)中条件约束可采用R函数法转化. R函数最

早是由乌克兰学者Rvachev[12]引入的连续函数,在含
有几何约束的非线性规划、计算机图形学及机械设

计[13]等多种领域取得了较好的应用. 一个R函数总与
一个逻辑表达式相对应,任何一个用集合理论表示的
形体可以转化为隐函数的不等式形式[14]. 如用f1> 0,
f2 > 0表示两个区域,采用R0

[15]函数转换方法,得到
这两区域的集合布尔“或”运算(两区域的并集)用公
式11(a)表示,“且”运算(两区域的交集)用式11(b)
中的隐函数表达:

f1 ∨ f2 = f1 + f2 +
√
f2
1 + f2

2 > 0, (11a)

f1 ∧ f2 = f1 + f2 −
√
f2
1 + f2

2 > 0, (11b)

由此(4)中描述泊车安全区域的车位避障逻辑表达式
可以转换为一个隐函数F :

f1 = yi−y1 > 0,

f2 = xi − L1 > 0 ,

f3 = L2 − xi > 0,

F2 = f1 ∨ (f2 ∧ f3) > 0.

(12)

用式11(a)−11(b)中的R0函数转换规则得到的F > 0
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表示车位上方区域和车位凹区域的并集.

2.3.3 面面面积积积法法法(Area method)
MPCC和R函数转换下的车位避障模型虽然保证

了小车四角不会撞入车位线,但为了防止图3中情况
出现,还需要增加一些约束将车位的两个尖角P限制

在车身以外.

图 3 车位拐点碰撞图

Fig. 3 Corner collision

这里采用面积比较法进行判断: 若点P位于矩形

ACDB之外,那么该点与矩形四角连成的三角形面
积之和大于矩形的面积,否则二者面积相等. 所以在
避障模型中需要加入下面的约束:

SPAB + SPBD + SPDC + SPCA ≻ SACDB, (13)

其中海伦公式可以用任意三点的坐标得到其连结成

的三角形面积,例如三角形PAB的面积可以表示为

SPAB =
1

4

√
4PA2PB2 − (PA2 + PB2 −AB2)2.

2.4 泊泊泊车车车动动动态态态优优优化化化命命命题题题(Dynamic optimization for-
mulation for parking system)
基于前面建立的车辆模型、避障模型,构造泊车动

态优化命题.首先确定动态问题的初值条件,即初始
时刻小车相对于车位坐标系的位姿和速度信息.参考
车辆的运动学模型可以表示如下:

x(0) = x0,

y(0) = y0,

θ(0) = θ0,

v(0) = v0,

ϕ(0) = ϕ0.

(14)

其次动态问题的终值条件,即泊车完成时的状态信
息(如位移、车身方向、速度、前轮转角),以及操作变
量信息(如加速度和前轮转角速度)描述如下:

x(tf) = xtf ,

y(tf) = ytf ,

θ(tf) = θtf ,

v(tf) = vtf = 0,

ϕ(tf) = ϕtf = 0.

(15)

由上述分析可以基于MPCC和R函数方法构造自
主泊车的最短时间轨迹优化命题.其约束由小车运动
学模型(1)、小车物理约束(2)、避障约束(包括条件避
障转化约束(9)或者式(10b)或者式(12),以及拐点避障
约束(13))、初值条件(14)、终端约束(15)构成;目标函

数为泊车行驶时间tf最短,当采用PF方法建模时目标
函数按照式10(a)加入相应惩罚项.

3 动动动态态态优优优化化化命命命题题题的的的全全全联联联立立立求求求解解解策策策略略略(Simulta-
neous approach)
不失一般性,上一小节中最后得到的轨迹优化问

题可以表达为如下形式的微分–代数方程(DAE)动态
优化问题[16]:

min φ(z(tf)),

s.t.



dz(t)

dt
= F (z(t), y(t), u(t)),

C(z(t), y(t), u(t)) = 0,

G(z(t), y(t), u(t)) 6 0,

z(0) = z0,

z(tf) = ztf ,

t ∈ [0, tf ],

(16)

其中: z为优化问题的状态变量, y为代数变量, u为控
制变量,它们都是时间的函数. 上述动态问题比较复
杂,通常得不到解析解,需要运用数值方法求解. 此时
必须将无限维的动态问题离散化,转化成有限维的问
题来处理. 离散化方法对动态问题的求解精度具有重
要影响.

配置法离散[16]的思想是用配置点上的插值函数

来逼近原问题,在配置点上无离散化误差. Lagrange
插值函数常用于数值逼近,但高阶插值会导致龙格现
象,因此分段低阶插值是常用方式. 通过选择正交配
置点可使Lagrange插值具有高阶代数精度.正交配置
点的选择并不唯一,本文选择基于Radau正交配置点
的Lagrange插值函数逼近状态变量和控制变量的原函
数. 状态变量的Lagrange插值函数如下:

lj(τ) =
K∏

k=0, ̸=j

(τ − τk)

(τj − τk)
,

z(t) =
K∑
j=0

zijlj(τ),

(17)

其中: K为插值阶次,本文选择K = 3,使离散化求解
具有5阶精度; zij为第i个有限元第j个配置点上状态

变量的值.状态变量的初值和终值条件为

z1,0 = z0,

zf = zNE,K.
(18)

由于状态变量可导,所以相邻有限元连接处的节点上
状态变量值也应该连续,故有下面的连续性条件:

zi+1,0=
K∑
j=0

lj(1)zij, i ∈ 1, · · · , NE − 1. (19)

控制变量的Lagrange插值多项式如下:

l̃j(τ) =
K∏

k=1, ̸=j

(τ − τk)

(τj − τk)
,

u(t) =
K∑
j=1

uij l̃j(τ),

(20)
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对于控制变量不要求在有限元节点处的连续性.

相比于其他插值方法, Lagrange插值多项式的优
势在于变量在各个配置点上的值恰好等于其系数,即

tij = ti−1 + (ti − ti−1)τj,

z(tij) = zij,

u(tij) = uij,

(21)

这样动态优化问题(16)离散化后的NLP命题形式如
下:

min φ(z(tf)),

s.t.



K∑
k=0

·
lk(τj)zik − hiF (zij, yij, uij) = 0,

C(zij, yij, uij) = 0,

G(zij, yij, uij) 6 0,

z(0) = z0,

z(tf) = ztf ,

t ∈ [0, tf ], i ∈ 1, · · · , NE; j ∈ 1, · · · ,K.

(22)

离散化后产生的大规模NLP问题求解方法主要有
SQP和内点法[17–18]. 目前应用广泛的SQP算法多是基
于有效集方法实现,并在中小规模的优化求解中具有
较好性能.但是随着问题规模的扩大,不等式约束的
增多,对最优有效集的确定成为SQP算法的瓶颈. 而
内点法在求解包含不等式约束的NLP问题时,将边界
约束作为障碍项加入到目标函数当中构造障碍问题.
通过一系列的障碍问题求解来逼近原优化问题的解.
从而在求解过程中避免了确定最优有效约束集的困

难.因此,内点法在求解含有大量不等式约束的优化
问题时有明显的优势. 目前,在学术界和工业界应用
较多的内点法求解器包括KNITRO, LOQO, IPOPT
等. 本文采用IPOPT求解离散化后的自主泊车优化命
题(22).

4 仿仿仿真真真实实实例例例及及及分分分析析析(Simulation analysis)
4.1 泊泊泊车车车数数数据据据(Parking cases)
根据文献[5],本文研究的前驱车辆运动学相关参

数见表1.

表 1 车辆参数
Table 1 Car parameters

参数 描述 数值

L 轴距 2.47 m
Lp 前轴与前端距离 0.825 m
Lr 后轴与后端距离 1.07 m
d 车宽 1.66 m

vmax 最大车速 1.56 m/s
amax 最大加速度 3 m/s2

ϕ 最大前轮转角 0.599 rad
w 最大角速度 1.55 rad/s

表2中设计了不同泊车位下的3个案例. 每个案例
均采用MPCC和R函数建模求解.

表 2 泊车仿真案例
Table 2 Simulation cases

泊车类型 初始位置 初始航向 终端位置 终端航向

水平泊车 (10, 8) 水平向右 (--0.93, 1) 水平向右

垂直泊车 (3.6, 7.5) 水平向右 (0, 1.4) 竖直向上

与x轴正向
斜式泊车 (7, 7) 水平向右 (0.82, 1.85)

夹角60◦

4.2 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
对表2中各案例进行求解得到了一组最短时间泊

车优化轨迹,如表3所示. 同一泊车轨迹优化命题
下3种方法的求解结果差别不大,但迭代次数有较大
差异.

表 3 仿真结果
Table 3 Simulation results

泊车类型 求解结果 R函数 Reg PF

tf(s) 12.3 12.27 12.72
水平泊车

迭代次数 155 1733 502

tf(s) 6.76 6.63 6.71
垂直泊车

迭代次数 221 842 327

tf(s) 6.23 6.23 6.38
斜式泊车

迭代次数 116 2141 781

仿真时Reg模型下参数ε的选取对优化结果会有影

响,平行泊车案例中ε = 10−4,在垂直泊车和斜式泊
车案例中ε = 10−8. 参数ε越小,转化后的NLP问题越
接近原泊车轨迹优化命题,但是对初值要求高,收敛
困难; PF模型中惩罚因子ρ = 106. 惩罚因子足够大
时,相应NLP问题就等价于原问题,否则需要求解一
系列ρ值较小的NLP问题来近似原问题的解;而R函数
可以直接构造等价于泊车优化原问题的NLP问题,仿
真实验中发现该NLP命题对初值不敏感,求解鲁棒.

不同案例在3种模型下求解所需迭代次数表明: 一
般情形下PF方法转化的NLP命题的优化效率较高,
Reg模型可能耗费更多的迭代次数搜索到更优的局部
解,而R函数建模方法在求解时表现出了高效、优质
的特点.

图4是R函数模型下3种泊车案例的优化轨迹曲线.
矩形框代表小车,起止位姿点处小车用较粗的矩形框
表示,车位和小车的尺寸是按照1:1绘制的. 虽然求解
结果是有限元配置点上的离散值,但由于泊车空间小,
程序中采用15个有限元、45个配置点,确保了足够的
精度让小车连续运行.

R函数模型下全联立求解得到了泊车过程中车辆
的前轴中心速度、加速度、前轮转角、前轮角速度信

息,如图5所示. 可见3种泊车案例下小车四角及车身
均可以无碰地进入车位,沿着光滑轨迹顺利到达车位
中指定位姿点.
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图 4 泊车轨形示意图

Fig. 4 Parking trajectories

(a) 平行泊车

(b) 垂直泊车

(c) 斜入库泊车

图 5 泊车操作变量曲线

Fig. 5 Profiles of control variables

4.3 R函函函数数数模模模型型型与与与几几几何何何法法法(R-functions method VS
the geometric method)
文献[5]采用几何法研究车辆垂直泊车的转向控

制问题,针对待泊车辆的不同起始位置提出了3种
泊车模式. 其中模式1的转向策略最为简单: 车辆挂
入倒档,方向盘向右打到极限位置即可.同时文中划
分了该模式下的停车起始区域.本文垂直泊车案例
中选取的泊车起点属于该区域.为了进行比较,在

MATLAB下建立了基于几何法路径规划的垂直泊
车Simulink运动学模型. 仿真结果显示几何路径的
最后一段垂直向下到达终点, 1/4圆弧与直线段连接
处不光滑,表示车辆在此处停车转向,这样会损耗
轮胎. 然而几何路径配以的转向策略与R函数优化
命题下求解的泊车策略是一致的: 前轮先顺时针打
到极限位置,让小车沿着圆弧倒车,然后到达某个
位置前轮逆时针回正,最后直线倒车至终点.
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图6是两种方法下小车的车身方向角和前轮转
角的曲线.可以看到星号线描绘的几何法操作轨迹
大概在4.4 s处车身方向角有明显拐点同时前轮转角
发生跳变.而R函数方法求解的车辆车身方向角和
前轮转角连续曲线均有超调,这是因为泊车轨迹优
化模型中对这两个变量有连续可导、不能突变的约

束.

(a) 车身方向角

(b) 前轮转角

图 6 车身方向角和前轮转角比较图

Fig. 6 Comparison of orientation and front wheel angles

假设小车沿最小转向半径按照最大速度匀速运

动,考虑到泊车起停时的加减速时间以及前轮转
向、回正的时间,几何方法泊车所耗时间大约8.1 s,
相比较而言,本文方法可以找到更短时间下的安全
泊车轨迹.

5 结结结语语语(Conclusions)
针对多种车位下的自主泊车问题,本文用MPCC

和R函数解决了障碍环境的条件建模困难,建立了
带有复杂避障约束的轨迹动态优化命题,采用全联
立Lagrange配置法将DAE模型离散化为NLP,选用
IPOPT求解器高效求解得到最短时间目标函数下的
优化轨迹. 本文提出的方法具有以下特点:

1) 对于不同车位下的自主泊车问题建立了统一
描述框架,设计了优化目标,便于多样化深入研究
泊车问题;

2) 高效的全联立求解算法一次性规划出小车轨
迹及操作变量,可用于指导车辆下层直接跟踪控制;

3) 比较MPCC和R函数建立的避障模型的求解
效果,发现MPCC作为化工领域转化条件建模的强
大技术具有普适性,可以解决泊车轨迹规划. 然
而R函数模型解决泊车问题更高效、鲁棒性更强;

4) 本文在自主泊车轨迹优化建模中发掘了R函
数理论新的应用价值,后续可以将该算法应用于机
器人或是小车多边形避障的轨迹优化研究中.
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