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摘要:对于普通的矩阵乘积,当一个方程或者不等式有解时,有可能存在无数多个解,而直接求解它们又是很困
难的. 同样,对于有限论域上采用最大–最小合成算子的模糊关系方程或者不等式也存在着类似的问题.不幸的是,
研究此类问题的文献相对较少. 本文致力于研究模糊关系不等式A ◦X ◦B 6 C的一种新求解方法. 首先,利用两
个重要的公式,将所考虑的模糊关系不等式转化成较简单的形式. 对于模糊关系不等式的可解性给出一个充分必
要条件.它表明模糊关系不等式A ◦X ◦B 6 C的解可以由有限个节点解来刻画. 然后,利用矩阵的半张量积,给出
具体的求解算法. 最后,介绍了具有模糊关系不等式限制的格化线性规划,来说明本文所提出方法的有效性.
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Solutions to fuzzy relation inequality A ◦X ◦B 666 C

FAN Hong-biao1,2, FENG Jun-e1†, MENG Min1

(1. School of Mathematics, Shandong University, Jinan Shandong 250100, China;
2. School of Mathematics Sciences, Dezhou University, Dezhou Shandong 253023, China)

Abstract: For traditional matrix product, there may exist infinite solutions, in a sense that some matrix equations or
inequalities can be solved. Furthermore, it is very difficult to solve them directly. Similarly, for max-min composition in
finite course, fuzzy relational equations or inequalities may also have the same trouble. Unfortunately, there are few papers
referring to the problem. This paper devotes to deriving a new method of solving fuzzy relation inequality (FRI) in terms
of A◦X ◦B 6 C. First of all, two important formulas are proved. Then, the considered FRIs are converted into simplified
ones taking use of the two transformations. While for solvability of FRIs, a necessary and sufficient condition is obtained.
It illustrates that the solutions of considered FRIs can be depicted by finite ones. Via semi-tensor product (STP) of matrices,
a concrete algorithm is derived. Finally, with FRIs constraints latticized linear programming is presented to demonstrate
effectiveness of the proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
在描述某个目标变量时,使用模糊量要比使用精

确的量更加合适. 原因之一就是模糊量能包含更多的
信息. 1965年, L. A. Zadeh首次提出了模糊概念[1]. 自
此,为了促进模糊理论的发展[2–5]及其应用[6–8],又有
很多相关学术著作相继发表.模糊关系是模糊理论中
的重要内容之一,故而,越来越多的学者致力于模糊
关系的方程. 此外,例如影像压缩[9]、医疗诊断[10]等

诸多实际应用领域也与模糊关系方程密切相关.因此,
很多求解模糊关系方程的算法被提出.例如,文献[11]
研究了一系列相容模糊关系方程的解集,该文献还指
出此类模糊关系方程的全部解是由几个最小解和一

个最大解所刻画的. 当然,对于如何求解,该文献提出

了一种多项式时间算法. 文献[12]考虑了由最大–T模
合成的区间值模糊关系方程,并讨论了这类模糊关系
方程的三类解. 值得一提的是文献[12]还涉及了一类
模糊关系不等式的体系.

事实上,模糊关系不等式也是模糊理论中至关重
要的一部分内容.因而,从理论上说研究一系列模糊
关系不等式的求解是很有意义的. 通过最大–最小模
糊合成算子,文献[13]定义了一个线性目标函数. 然
后,研究了具有多个模糊关系不等式限制的线性目标
函数的最优化问题,并提出一个关于此类问题的充分
必要条件.此外,对于具有模糊关系不等式限制的最
优化问题,基于一个给定的最优化必要条件,文献[14]
提出了一种新方法. 这种全新的思路能明显地缩小研
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究范围.有一种线性规划问题叫做格化线性规划问题,
它是一种定义在模糊格上的逻辑线性规划问题.文
献[15]便研究了其求解方法,并给出数值算例来表明
其求解步骤. 然而,在现有的方法中,很少能得出模糊
关系不等式的全部解.本文的主要工作就是提出一种
能够得到模糊关系不等式整个解集的方法.

另一方面,程代展教授提出了一种叫矩阵的半张
量积(STP)的有用工具[16],而且STP已被用于很多领
域[17–21]. 基于矩阵的STP,本文致力于推导出求解模
糊关系不等式的一种新的代数求解方法,且能得到整
个解集. 事实上,利用STP求解模糊关系方程的思想
已经在文献[19]中被提出.为方便阅读,将在本文中简
单介绍STP的概念.

本文剩余内容的框架如下: 第2节给出了一些预备
知识和所研究问题的简单描述. 在第3节中,运用代数
的一些技巧,将求解模糊关系不等式的问题转化为较
简单的形式. 并进一步揭示一般解与节点解之间的关
系,它表明有限个节点解是足以刻画全体解集的.
第4节介绍了模糊关系不等式在模糊规划中的应用.
此外,本节还给出了一个具体的数值算例来说明本文
所提方法的有效性. 最后,第5节是对本文的一个简单
概括.

记记记号号号: Dk代表集合{0, 1

k−1
,

2

k−1
, · · · , k−2

k−1
, 1}

(k > 2); D∞,{a|0 6 a 6 1}且Dk
m×n是元素都在集

合Dk中的m× n阶矩阵的集合; D∞
m×n是元素均属于

集合D∞的m× n阶矩阵的集合; F(U × V )表示定义

在U × V上的模糊关系集合; Mm×n是m× n阶的实

矩阵集;单位矩阵 In的第 i列被记为 δin,并且∆n :=

{δin|i = 1, · · · , n};若一个矩阵L ∈ Mn×r的形式为

L = [δi1n δi2n · · · δirn ],则称矩阵L为逻辑矩阵,简记为
L = δn[i1 i2 · · · ir]; n× r阶逻辑矩阵集记为Ln×r;
Vc(A)表示矩阵A的列展开形式; Vr(A)表示矩阵A的

行展开形式.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
在本节中,将介绍一些必要的预备知识和所要研

究的模糊关系不等式. 整篇文章中,仅考虑有限论域
上的情形,且假设

U = {u1, · · · , um}, V = {ν1, · · · , νn},
W = {ω1, · · · , ωq}, H = {h1, · · · , hp}.

此外,如果令R ∈ F(U × V ),那么为方便叙述,仍然
用R来表示相应的模糊关系矩阵. 为了描述所要考虑
的问题,首先给出如下常用于比较矩阵大小的定义.

定定定义义义 1 [19] 设A=(ai,j), B=(bi,j)∈D∞
m×n. 如

果ai,j > bi,j , i=1, · · · ,m; j=1, · · · , n,则称A> B.
进而,如果A > B且A ̸= B,则称A > B.

从以上定义,容易得到下面的结论.

引引引理理理 1 [19] 设A,B ∈ D∞
m×n且C,D ∈ D∞

n×p. 若
A > B, C > D,那么

A ◦ C > B ◦D,

其中符号“◦”表示布尔乘积[19].

现在,可以介绍本文所要考虑的问题了. 假设已知
A ∈ F(U × V ), B ∈ F(H ×W ), C ∈ F(U ×W ).
笔者希望找到一个模糊关系X ∈ F(V ×H),使其满
足模糊关系不等式

A ◦X ◦B 6C. (1)

本文的目的就是推导出一种能够得到模糊关系不等

式(1)的所有解的代数方法. 除了矩阵的STP外,本文
的思想还涉及到多值逻辑的向量表达[18]. 为方便读
者,下面,给出STP的一些性质. 首先,回顾一下STP
的定义.

定定定 义义义 2 [16] 设A∈Mm×n且B∈Mp×q. n和p的

最小公倍数记为s=lcm(n, p). 那么矩阵A和矩阵B

的STP定义为

AnB := (A⊗ I s
n
)(B ⊗ I s

p
),

其中“⊗”是矩阵的克罗内克积[22].

注注注 1 通常,矩阵的STP被认为是普通矩阵乘积的扩

展.下文中若无异议,将省略符号“n”.

在用代数形式表达逻辑关系时,矩阵的STP起着
非常重要的作用. 而在逻辑关系的代数表达中,一个
逻辑变量的向量表示是最简单的情形. 事实上,设一

个逻辑变量x ∈ Dk,可以将
i

k − 1
与δk−i

k 认为是等价

的,即
i

κ− 1
∼δκ−i

κ , i=0, 1, · · · , κ− 1. 如果仍用符

符号x表示相应的代数形式,那么有x∈∆κ,这就是x

的向量表达形式. 而对于一个逻辑函数的代数形式,
有下面的引理.

引引引理理理 2 [18] 设f是一个r维κ–值的逻辑函数. 那
么存在唯一一个逻辑矩阵Mf ∈ Lk×kr ,使得逻辑函
数f的向量表达形式为

f(x1, · · · , xr) =Mf n x1 n · · ·n xr. (2)

等式(2)被称为逻辑函数f的代数形式. 矩阵Mf称

为逻辑函数f的结构矩阵,关于如何得到结构矩阵
Mf ,读者可参考文献[18]. 注意到等式(2)左边的xi(1

6 i 6 r)是逻辑变量,而等式的右边则是相应的向量
形式. 在整篇文章中,对于逻辑变量和其向量表达,采
用相同的符号.

交换矩阵是STP理论中最为常见的矩阵之一,它
满足W[p,q] n xn y = y n x, x ∈ ∆p, y ∈ ∆q,其中
W[p,q]表示相关的交换矩阵. 关于交换矩阵的详细描
述,读者可参考文献[23]. 在本文中,除了矩阵的STP
外,以“∗”所标记的矩阵的Khatri-Rao乘积[24]也将被
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使用. 它的定义为

A ∗B =

[Col1(A)n Col1(B),Col2(A)n Col2(B), · · · ,
Colr(A)n Colr(B)],

其中: A ∈ Mm×r, B ∈ Mn×r.

显然,模糊关系不等式(1)的解是和模糊矩阵A,B,

C相关的. 类似于文献[19],挑选出模糊矩阵A,B,C

中的不同元素,可以构造一个集合Ω . 然后,有序集Ξ

就可以被定义为

Ξ = {0 = ξ1 < ξ2 < · · · < ξr = 1, ξi ∈ Ω ,

1 6 i 6 r}, (3)

其中r为集合Ω的元素个数. 需要注意的是,如果集合
Ω中不包含数字0或者1,就将其加入到集合Ω中. 现
在,给出求解模糊关系不等式(1)所必需的两个映射.

定定定义义义 3 [19] 设x ∈ [0, 1]. 定义

1) π∗ : [0, 1] → Ξ为

π∗(x) = max
i

{ξi ∈ Ξ | ξi 6 x};

2) π∗ : [0, 1] → Ξ为

π∗(x) = min
i
{ξi ∈ Ξ | ξi > x}.

注意到如果x 6 y,那么π∗(x) 6 π∗(y), π
∗(x) 6

π∗(y). 若将上述中的“6”换成“>”,那么叙述仍是
正确的. 假设 r = [r1 r2 · · · rn] ∈ D∞

1×n,定义 r∗ ,
π∗(r) = (π∗(rj))1×n, r

∗ , π∗(r) = (π∗(rj))1×n. 由
定义,易得以上两个映射的如下所示的一些性质:

性性性质质质 1 设0 6 x, y 6 1且0 6 xi, yi 6 1(1 6 i

6 n),则

1) π∗(x) ∧ π∗(y) = π∗(x ∧ y),

π∗(x) ∧ π∗(y) = π∗(x ∧ y);

2) π∗(x) ∨ π∗(y) = π∗(x ∨ y),

π∗(x) ∨ π∗(y) = π∗(x ∨ y);

3) [π∗(x1) ∧ π∗(y1)] ∨ [π∗(x2) ∧ π∗(y2)] =

π∗[(x1 ∧ y1) ∨ (x2 ∧ y2)];

4) [π∗(x1) ∧ π∗(y1)] ∨ [π∗(x2) ∧ π∗(y2)] =

π∗[(x1 ∧ y1) ∨ (x2 ∧ y2)];

5)
n∨

i=1

[π∗(xi) ∧ π∗(yi)] = π∗[
n∨

i=1

(xi ∧ yi)];

6)
n∨

i=1

[π∗(xi) ∧ π∗(yi)] = π∗[
n∨

i=1

(xi ∧ yi)].

那么,由性质1便可得到下面的性质:

性性性质质质 2 假设矩阵A∈D∞
m×n, B∈D∞

n×p,那么

π∗(A ◦B) = π∗(A) ◦ π∗(B),

π∗(A ◦B) = π∗(A) ◦ π∗(B).

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
基于矩阵的STP,本节将研究模糊关系不等式(1)

的解集. 为简化问题,先将模糊关系不等式(1)转化为
较简单的形式,再讨论其可解性和求解方法.

3.1 模模模糊糊糊关关关系系系不不不等等等式式式的的的可可可解解解性性性 (Solvability of
FRIs)
本小节将讨论模糊关系不等式(1)的可解性. 为此,

需要推导出模糊关系不等式(1)的等价形式. 而在此之
前,先介绍一种算子.

定定定义义义 4 [16] 设α ∈ [0, 1], A=(aij)∈D∞
m×n, B=

(bth) ∈ D∞
p×q. 定义

α⊗B A = (α ∧ aij) ∈ D∞
m×n,

A⊗B B = (aij ⊗B B) ∈ D∞
mp×nq.

利用定义4,便可证明出下面的公式,它对于变换
模糊关系不等式(1)起着重要作用.

引引引理理理 3 设A ∈ D∞
m×n, B ∈ D∞

p×q,那么

(BT ⊗B Im) ◦ (Ip ⊗B A) = BT ⊗B A. (4)

证证证 设A=(aij)∈D∞
m×n, B = (bth) ∈ D∞

p×q,那
么由定义4有

BT ⊗B Im =


b11 ⊗B Im · · · bp1 ⊗B Im

...
...

b1q ⊗B Im · · · bpq ⊗B Im

 =



b11 0 · · · 0 bp1 0 · · · 0

0 b11 · · · 0 0 bp1 · · · 0
...

...
... · · ·

...
...

...
0 0 · · · b11 0 0 · · · bp1

...
...

b1q 0 · · · 0 bpq 0 · · · 0

0 b1q · · · 0 0 bpq · · · 0
...

...
... · · ·

...
...

...
0 0 · · · b1q 0 0 · · · bpq



.

同理,还可得到

Ip ⊗B A=


A · · · 0m×n

...
. . .

...
0m×n · · · A

 .

通过直接计算,就可以知道

(BT ⊗B Im) ◦ (Ip ⊗B A) =
b11 ⊗B A · · · bp1 ⊗B A

...
...

b1q ⊗B A · · · bpq ⊗B A

 =

BT ⊗B A.

综上所述,等式(4)是正确的.
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为了得到模糊关系不等式(1)的等价转换形式,除
了引理3之外,还需要证明另外一个重要的公式,也就
是下面引理所述内容.

引引引理理理 4 设A∈D∞
m×n, X∈D∞

n×p, B ∈ D∞
p×q,那

么

Vc(A ◦X ◦B) = (BT ⊗B A) ◦ Vc(X). (5)

证证证 由X=[Col1(X) · · · Colp(X)]容易推导

出

Vc(A ◦X) =

Vc(A ◦ Col1(X) · · ·A ◦ Colp(X)) =
A ◦ Col1(X)

...
A ◦ Colp(X)

 =


A

A
. . .

A

 ◦


Col1(X)

Col2(X)
...

Colp(X)

 =

(Ip ⊗B A) ◦ Vc(X). (6)

利用交换矩阵,有

Vc(X ◦B) = Vr(B
T ◦XT) =

W[n,q] n Vc(B
T ◦XT) =

W[n,q] ◦ Vc(B
T ◦XT)

(6)
=

W[n,q] ◦ [(In ⊗B BT) ◦ Vc(X
T)] =

W[n,q] ◦ [(In ⊗B BT) ◦ Vr(X)] =

W[n,q] ◦ (In ⊗B BT) ◦ [W[p,n] n Vc(X)] =

W[n,q] ◦ (In ⊗B BT) ◦ [W[p,n] ◦ Vc(X)] =

W[n,q] ◦ (In ⊗B BT) ◦W[p,n] ◦ Vc(X) =

(BT ⊗B In) ◦ Vc(X), (7)

其中最后一个“=”运用了公式W[n,q] ◦ (In ⊗B BT) ◦
W[p,n] = BT ⊗B In. 利用文献[18]中的技巧,便可很
容易得出这个公式. 因而在此省略其证明过程. 接下
来,利用上面所得等式,可得

Vc(A ◦X ◦B)
(7)
=

(BT ⊗B Im) ◦ Vc(A ◦X)
(6)
=

(BT ⊗B Im) ◦ (Ip ⊗B A) ◦ Vc(X)
(4)
=

(BT ⊗B A) ◦ Vc(X).

到此,整个证明过程结束.

根据式(5),模糊关系不等式(1)可以转化为

(BT ⊗B A) ◦ Vc(X)6 Vc(C). (8)

那么,求解模糊关系不等式(1)等价于求解模糊关系不

等式(8),它也可以表示为

D ◦ z 6 b, (9)

其中: D=BT⊗BA∈D∞
mq×np, z = Vc(X) ∈ D∞

np×1,

b=Vc(C)∈D∞
mq×1.因此,只需要考虑不等式(9)即可.

下面,模糊关系不等式(9)的可解性将被研究.

使用定义3中的映射,模糊关系不等式(9)的解的
结构可由下面的定理来刻画.

定定定理理理 1 矩阵r=(zh) ∈ D∞
np×1是模糊关系不等

式(9)的一个解,当且仅当r∗也是模糊关系不等式(9)
的一个解.

证证证 必要性. 根据假设,矩阵r是模糊关系不等

式(9)的一个解.因此

D ◦ r6 b. (10)

运用定义1和3,由不等式(10)易得

π∗(D ◦ r)6 b∗. (11)

根据性质2,从不等式(11)可推导出

D∗ ◦ r∗ 6 b∗. (12)

注意到D∗ = D, b∗ = b. 故不等式(12)等价于

D ◦ r∗ 6 b.

上述不等式表明矩阵r∗也是模糊关系不等式(9)的一
个解.

充分性. 因为r6r∗,根据引理1,知D ◦ r6D ◦ r∗

6 b. 因此,结论是正确的.

注注注 2 关于定理1,文献[25]给出了详细的证明过程.

与之相比,本文所给出的证明过程更加简洁明了. 另一方面,

因为模糊关系不等式(1)和(9)是相互等价的,故模糊关系不

等式(1)有解当且仅当模糊关系不等式(9)有解.

如果将模糊关系不等式(9)中“6”替换成“>”,
便可得到如下所示的结论.

定定定理理理 2 矩阵r = (zh)np×1 ∈ D∞
np×1是模糊关系

不等式

D ◦ z > b (13)

的解,当且仅当r∗是模糊关系不等式(13)的解.

注注注 3 定理2的证明与定理1类似,故在此将其省略.定

理1和2分别展示了模糊关系不等式(9)和(13)的解结构. 而且,

对于模糊关系不等式(9)(或(1))的解集,只需要知道所有的节

点解(即定理1(或2)中所提及的r∗(或r∗))即可.

3.2 求求求解解解模模模糊糊糊关关关系系系不不不等等等式式式(Solving FRIs)
本小节将给出求解模糊关系不等式的具体算法,

进而得到整个解集. 通过定理1可知所有的节点解足
以刻画整个解集,故下面将研究如何得到所有的节点

解. 为此,设 ξi∼
i− 1

r − 1
∼δr+1−i

r ,那么Ξ∼Dr ∼∆r.
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接下来,介绍一种求解模糊关系不等式(9)所需的偏
序.

定定定义义义 5 如果i > j,定义一种序 δir 4 δjr ,对应于
ξr+1−i 6 ξr+1−j .

明显地,定义5中的序“4”是一个偏序,而且它具
有如下所示的一些特殊性质.

引引引理理理 5 对于序“4”,下面所述是成立的:

1) δir 4 δir,其中i = 1, 2, · · · , r.

2) 若δir 4 δjr且δjr 4 δir,则δir = δjr ,其中i, j = 1,

2, 3, · · · , r.

3) 若δir 4 δjr且δjr4δkr ,则δir 4 δkr ,其中i, j, k=1,

2, · · · , r.

4) ∆r满足佐恩引理
[26]的条件.

5) 若δir 4 δjr且δhr 4 δkr ,则(δir n δhr ) 4 (δjr n δkr ),
其中i, j, k, h = 1, 2, · · · , r.

假设D=(dij) ∈ D∞
mq×np, z=(zi) ∈ D∞

np×1, b =

(bi) ∈ D∞
mq×1. 那么,模糊关系不等式(9)等价于

Rowi(D) ◦ z 6 bi, (14)

其中1 6 i6mq. 前面曾提到,对于向量形式和对应的
逻辑表达,本文使用相同的符号.对于不等式(14)(即
模糊关系不等式(9)的第i个不等式)的左边(LHS),相
应的代数形式可以表示为

LHS =

(M r
d)

np−1(M r
cdi1z1) · · · (M r

cdi,npznp) =

(M r
d)

np−1(M r
cdi1)

np−1
n
k=1

[Irk ⊗ (M r
cdj,k+1)]

np
n
t=1

zt := Lix,

其中矩阵M r
d和M r

c分别是“∨”和“∧”的结构矩阵.
而矩阵

Li =

(M r
d)

np−1(M r
cdi1)

np−1
n
k=1

[Irk ⊗ (M r
cdj,k+1)] ∈

Lr×rnp ,

x =
n
n
t=1

zt ∈ ∆rnp .

那么,可以将不等式(14)重写为

Li n x4 bi, i = 1, · · · ,mq. (15)

将不等式(15)中mq个不等式的两边同时乘起来,就可
得到模糊关系不等式(9)的代数形式:

Ln x4 b̄, (16)

其中

L = L1 ∗ L2 ∗ · · · ∗ Lmq ∈ Lrmq×rnp ,

且b̄ =
mq
n
i=1

bi ∈ ∆rmq .

注意到,矩阵L是一个逻辑矩阵,且b̄ ∈∆rmq , x∈
∆rnp ,故不等式(16)的可解性便可由下面的定理来刻
画,在定理中Col(L)表示矩阵L的某一列.

定定定理理理 3 不等式(16)有解,当且仅当b̄ < Col(L).

令Λ′={λ | b̄<Colλ(L)}.根据定理3,不等式(16)
的节点解集为{x = δλrnp | λ ∈ Λ′}.当然,还要将所得
到的x转化回相应的逻辑形式. 这样,就得到模糊关系
不等式(9)的全部节点解.
综上所述,给出求解模糊关系不等式(9)的全部解

的一个算法.

算算算法法法 1 下面的步骤用以确定模糊关系不等式

(9)的整个解集.

1) 构造如式(3)所示的有序集Ξ ,并给出有序集Ξ

中所有元素的向量形式;
2) 将不等式(14)中的每一个不等式转换成相应的

代数表达式(15);

3) 将不等式(15)中mq个不等式的两边同时乘起

来,推导出不等式(16);

4) 求解不等式(16),得到定理1中所述的所有节点
解r∗;

5) 对于每一个节点解r∗,找出所有相应的r,也就
得到了模糊关系不等式(9)的整个解集.

为了进一步说明算法1,将在下一节中给出一个具
体的算例. 类似于求解模糊关系不等式(9)的方法,也
可以考虑模糊关系不等式(13)的求解.

假假假设设设 1 模糊关系不等式(13)的代数形式为

L1 n z < b1. (17)

在此假设下,容易推导出下面的结论.

推推推论论论 1 不等式(17)有解,当且仅当

b1 4 Col(L1).

注注注 4 对于如D ◦ z= b所示的模糊关系方程,文献[14]

提出了一种有效的代数求解方法. 结合这种方法,模糊关系

不等式D ◦ z > b和D ◦ z < b的解集便可得到. 事实上,仅需

要分别从模糊关系不等式(13)和式(9)的解集中去除满足

D ◦ z = b的解即可.

4 应应应用用用(Applications)
本节中,将介绍具有模糊关系不等式限制的格化

线性规划,并运用第3节中所述方法处理一个具体的
数值算例. 为方便阅读,首先给出格化线性规划的定
义.

定定定义义义 6 [27] 一个具有模糊不等式限制的格化线

性规划问题被描述为{
max f = C ◦X,

s.t. S 6 R ◦X 6 T,
(18)
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其中:

R = (rij) ∈ D∞
m×n,

CT = (c1, c2, · · · , cn)T ∈ D∞
n×1,

S = (si) ∈ D∞
m×1,

T = (ti) ∈ D∞
m×1

是给定的,且X = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ D∞

n×1是未知

的.

对于上述所说的格化线性规划的最优解问题,首
先要得到满足模糊关系不等式限制的全部解.此时,
上节中所给方法正好可以用于解决这一问题.下面,
给出一个数值算例来说明求解过程.

例例例 1 考虑如式(19)所示的格化线性规划问题,
其中的参数为

R=

[
0.3 0.1

0.2 0.5

]
, T =

[
0.1

0.1

]
,

S =

[
0.1

0

]
, C =

[
0.03

0.04

]T

.

记X = [ x1 x2 ]
T.首先,构造有序集Ξ . 根据式(3)中

有关集合Ξ的描述,可知Ξ ={0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 1}
且

1 ∼ δ16, 0.5 ∼ δ26, 0.3 ∼ δ36,

0.2 ∼ δ46, 0.1 ∼ δ56, 0 ∼ δ66.

那么,模糊关系不等式

R ◦X 6 T (19)

的代数形式就可以表示为{
M6

d(M
6
c δ

3
6x1)(M

6
c δ

5
6x2)4 δ56 ,

M6
d(M

6
c δ

4
6x1)(M

6
c δ

2
6x2)4 δ56 ,

它也等价于{
M6

dM
6
c δ

3
6[I6 ⊗ (M 6

c δ
5
6)]x4 δ56 ,

M6
dM

6
c δ

4
6[I6 ⊗ (M 6

c δ
2
6)]x4 δ56 ,

其中x = x1 n x2.

因此,有 {
G1 n x4 δ56 ,

G2 n x4 δ56 ,

其中:

G1 = δ6[ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6],

G2 = δ6[ 2 2 3 4 4 4 2 2 3 4 4 4 2 2 3 4 4 4

2 2 3 4 4 4 2 2 3 4 5 5 2 2 3 4 5 6].

最后,模糊关系不等式(19)被转化为代数形式

Ln x4 b̄, (20)

其中

L = G1 ∗G2 =

δ36[14 14 15 16 16 16 14 14 15 16 16 16

14 14 15 16 16 16 20 20 21 22 22 22

26 26 27 28 29 29 26 26 27 28 29 36],

且b̄ = δ56 n δ56 = δ2936.求解不等式(20),得到

x = δi36, i = 29, 30, 35, 36.

故模糊关系不等式(19)所有节点解为

δ2936 ∼ X∗
1 = [0.1 0.1]T, δ3036 ∼ X∗

2 = [0.1 0]T,

δ3536 ∼ X∗
3 = [ 0 0.1]T, δ3636 ∼ X∗

4 = [ 0 0 ]T.

再根据定义3,就可得到

X1 = [ α β ]T, X2 = [ α 0 ]T,

X3 = [ 0 β ]T, X4 = [ 0 0 ]T,

其中: 0<α60.1, 0<β6 0.1. 因此,模糊关系不等式
(19)的整个解集是

X = [ α β ]T, 0 6 α 6 0.1, 0 6 β 6 0.1.

同理,模糊关系不等式R ◦X > S的节点解为

x = δj36, j = 1, 2, · · · , 35.

将其转化回逻辑形式,得到[
1

1

] [
1

0.5

] [
1

0.3

] [
1

0.2

] [
1

0.1

] [
1

0

] [
0.5

1

]
[
0.5

0.5

] [
0.5

0.3

] [
0.5

0.2

] [
0.5

0.1

] [
0.5

0

] [
0.3

1

] [
0.3

0.5

]
[
0.3

0.3

] [
0.3

0.2

] [
0.3

0.1

] [
0.3

0

] [
0.2

1

] [
0.2

0.5

] [
0.2

0.3

]
[
0.2

0.2

] [
0.2

0.1

] [
0.2

0

] [
0.1

1

] [
0.1

0.5

] [
0.1

0.3

] [
0.1

0.2

]
[
0.1

0.1

] [
0.1

0

] [
0

1

] [
0

0.5

] [
0

0.3

] [
0

0.2

] [
0

0.1

]
.

那么, R ◦X > S的解集可以表示为

X1 = [α β]T, 0.1 6 α 6 1, 0 6 β 6 1

和

X2 = [γ η]T, 0 6 γ < 0.1, 0.1 6 η 6 1.

最后,选出同时满足模糊关系不等式

R ◦X 6 T,

R ◦X > S

的解,即式(18)中满足模糊关系不等式限制的解. 它们
是

X = [ 0.1 α ]T, 0 6 α 6 0.1
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和

X = [ β 0.1 ]T, 0 6 β < 0.1.

现在计算C ◦X ,发现当

X = [ 0.1 α ]T, 0.04 6 α 6 0.1

或者

X = [ β 0.1 ]T, 0 6 β < 0.1

时,得到目标函数的最大值f = 0.04.

5 总总总结结结(Conclusions)
本文研究了如何求解模糊关系不等式A ◦X ◦B

6 C. 先通过两个重要的公式将所考虑的模糊关系不
等式等价转化为简单形式. 然后,对于所得出的简单
形式的不等式,研究了其解的存在性,并推导出一个
解存在的充分必要条件.接下来,基于矩阵的半张量
积和代数技巧,给出求解模糊关系不等式D ◦ z 6 b

的具体算法. 最后,介绍了一个具有模糊关系不等式
限制的格化线性规划问题的数值算例,它也说明了在
处理类似模糊关系不等式时,本文所提方法的有效性.
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