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摘要:本文基于矩阵半张量积(semi-tensor product, STP)方法研究了普通Petri网(Petri nets, PNs)信标和陷阱的计算
问题.首先,利用STP方法建立了两个矩阵方程,分别称为Petri网的信标方程(siphon equation, SE)和陷阱方程(trap
equation, TE).其次,证明了计算Petri网的信标和陷阱分别等价于求信标方程(SE)和陷阱方程(TE)的非零解. 同时,
给出了计算Petri网所有信标和陷阱的算法. 最后,实例和实验结果说明了本文方法的可行性与有效性. 本文所提出
的方法对于Petri网信标和陷阱的计算是非常有效的,它只涉及到矩阵的乘法运算.
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Abstract: We address the problems of calculating siphons and traps in ordinary Petri nets (PNs) by resorting to the semi-tensor
product (STP) of matrices. First, two matrix equations, called the siphon equation (SE) and trap equation (TE), respectively, are
established by using STP. Second, it is proved that the problems of calculating all of the siphons and the traps in PNs are equivalent
to solve all nonzero solutions of SE and TE, respectively. An algorithm is proposed to calculate all siphons and traps in PNs. Finally,
an example and some experimental results are presented to illustrate the theoretical results and show that the proposed approach is
more effective than the existing approach in calculating all siphons and traps in PNs. The proposed approach only requires matrix
manipulations.
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1 引引引言言言(Introduction)
Petri网是离散事件系统建模、分析和控制的有效

工具之一[1–4],尤其是描述和管控系统的冲突、并发、
同步、不确定和随机等行为非常有效. 它受到了来自
控制领域和计算机领域学者的普遍关注,并被广泛应
用于柔性制造系统[5–6]、并行软件系统[7]和系统生物

学[8]等领域.
Petri网系统有许多性质,如死锁、陷阱、活性和可

达性等. 这些性质可分为两类,一类和初始状态无关
且只反映网系统的结构特性. 另一类和初始状态有关

且反映的是 Petri网系统的动态特性. 信标和陷阱作
为Petri网系统死锁重要的结构特征,它们具有如下特
性: 一个信标一旦在某一状态下被清空,则在该状态
的所有后续状态此信标总是被清空的(即一个不含标
识的信标,永远不会得到标识). 一个陷阱一旦在某一
状态下含有标识,则在该状态的所有后续状态此陷阱
总是含有标识的(即一个含有标识的陷阱,永远不会失
去标识). 这样,对于一个被清空的信标来说,它的后
继变迁都是不具有发生权的. 因此,这些变迁是死的,
进而导致了包含这些变迁的网系统出现死锁状态.
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在实际系统中,死锁状态是人们最不希望看到的.
因为它的发生会产生很大成本,而且有时会带来非常
严重的后果.如在自动炼钢生产系统中,一旦出现死
锁状态将可能使钢水凝固,从而使某些设备报销,甚
至会造成重大事故. 因此,死锁避免和预防是Petri网
系统研究的重要问题之一[6, 9–10].
为了解决死锁引起的问题,首先面对的问题是如

何找到Petri网系统的信标和陷阱. 到目前为止,计算
信标和陷阱的主要方法有不等式[3]、逻辑等式[11–13]、

线性代数和不变量[14]、带松弛变量的线性方程[15]、

符号关联矩阵[16]和可重复向量[17]等. 事实上,由于信
标和陷阱随网系统规模呈指数增长. 这样,当网系统
规模非常大的时候,计算Petri网所有信标和陷阱是非
常困难的. 据作者所知,所存在的这些计算方法大都
是基于搜索算法的,且都是指数复杂性的.
针对上述的这些方法,计算Petri所有信标和陷阱

最常用的方法是基于逻辑等式方法[11–12]. 该方法形
式相对简单,其主要思想是计算Petri网的信标和陷阱
问题等价于求某些逻辑等式(见本文引理4)的根.在文
献[12],首先将布尔函数转换成合取范式(conjunctive
normal form, CNF).然后利用泰伦方法求CNF的所有
素蕴含项(prime implicants),进而得到一个搜索树. 再
利用这些素蕴含项构造一个三元矩阵,对三元矩阵进
行组合搜索可求得Petri网的所有信标和陷阱. 但是,

所求的搜索树的节点数最多为1 +
n∑

i=1

i∏
j=1

Lj ,其中Lj

表示第j个子句中的文字个数,这是一个很大的数. 为
了降低搜索树的大小(节点个数),文献[11]提出了泰
伦启发式算法,其思想是对CNF中的子句(clauses)和
变量(variables)先进行排序.再求其素蕴含项.实验表
明该方法大大降低了搜索树的大小,但在最坏的情况
下(即CNF中的子句及其文字不重复出现)并没有改变
其计算复杂性. 众所周知,矩阵技术对于系统的理论
分析和计算机实现是非常方便和有效的工具. 因此,
一种基于矩阵计算Petri网信标和陷阱的方法是至关
重要的.
最近,一种新的矩阵乘积,叫半张量积(STP),由程

代展教授提出的[18],它是普通矩阵乘法的推广. 至今
已形成了相当规模的应用研究领域,包括: 布尔网
络[19–20]、博弈论[21–22]、有限自动机[23–24]和模糊控

制[25]等,更详细的介绍见文献[26]. 熟知,当问题涉及
有限集、有限状态的逻辑动态系统时, STP是非常有
效的工具. 基于计算Petri网信标和陷阱问题可归纳为
布尔逻辑等式求解问题.因此,利用STP方法计算Petri
网信标和陷阱是很自然和有意义的尝试.接下来将会
看到,本文所建立的数学模型不仅形式非常简单,而
且根的求解是直接计算的工作.

本文的主要贡献如下:

1) 一种新的矩阵工具,即矩阵的半张量积,首次
应用于计算Petri网的信标和陷阱.

2) 提出了一种新颖的计算信标和陷阱的求解技
术. 即利用STP将逻辑等式转化为矩阵方程,分别称
之为Petri网的信标方程和陷阱方程. 并证明了计算
Petri网信标和陷阱问题分别等价于求信标方程和陷阱
方程的非零解.

3) 设计了计算Petri网所有信标和陷阱的一个有
效算法,实验结果表明了该算法的可行性和优越性.

本文内容安排如下: 第2节介绍了本文所用到的基
础知识,包括基本符号、STP的概念及相关结论、Petri
网信标和陷阱的概念及相关结论.第3节基于STP方法
建立了Petri网的信标方程和陷阱方程,并设计了计算
Petri网所有信标和陷阱的有效算法. 第4节为实例分
析.第5节为实验结果.第6节为本文结论和未来研究
方向.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
2.1 符符符号号号说说说明明明(Notations)

·Mm×n表示m× n实矩阵的集合.

· coli(M)表示矩阵M的第i列.

· col(L)表示矩阵L列构成的集合.

· D := {0, 1}.

· |X|表示集合X的势.

·∆n := {δ1n, δ2n, · · · , δnn},其中δkn是单位矩阵In
的第 k列, k = 1, 2, · · · , n. 特别地,当n = 2, ∆2 :=

{δ12, δ22}. 并简记为∆2 = ∆.

·若L ∈ Mm×n,且col(L) ⊆ ∆m,则称L为逻辑

矩阵. Lm×n表示逻辑矩阵构成的集合.若L ∈
Lm×n,则L = [δi1m, δ

i2
m, · · · , δinm ]. 简记为

L = δm[i1, i2, · · · , in], ik ∈ {1, 2, · · · ,m}.

· Rn表示实数域上n维向量构成的集合.

2.2 矩矩矩阵阵阵的的的半半半张张张量量量积积积 (Semi-tensor product of ma-
trices)
这一子节,只给出本文所用到矩阵半张量积(STP)

的一些内容.有关STP更详细介绍见文献[27].

定定定义义义 1 设矩阵A∈Mm×n, B∈Mp×q,则A与

B的半张量积定义如下:

AnB = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p), (1)

其中: t = lcm(n, p)为n与p的最小公倍数, ⊗为矩阵
的Kronecker积.

注注注 1 当n=p时,式(1)变为AnB=AB,即STP是普通

矩阵乘积的推广. 在不导致混淆情况下,本文略去符号“n ”.

定定定义义义 2 一个换位矩阵W[m,n]是一个mn×mn

矩阵,其定义如下:

W[m,n] = δmn[1,m+ 1, · · · , (n− 1)m+ 1,

2,m+ 2, · · · , (n− 1)m+ 2, · · · ,
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m, 2m, · · · , nm]. (2)

引引引理理理 1 设X∈ Rm和Y ∈ Rn为两个列向量,则

W[m,n]XY = Y X, W[n,m]Y X = XY. (3)

引引引理理理 2 1) 设X ∈ Rt为行向量,且A ∈ Mm×n,
则

AX = X(It ⊗A). (4)

2) 设X ∈ Rt为列向量,且A ∈ Mm×n,则

XA = (It ⊗A)X. (5)

引引引理理理 3 设降幂矩阵Mr = δ4[1, 4],则

X2 = MrX, ∀X ∈ ∆. (6)

2.3 Petri网网网(Petri nets)
为节省空间,这一子节只给出本文所用到Petri网

的一些概念及结论.有关Petri网理论和应用更具体的
介绍见文献[2]或文献[3].
一个Petri网图是一个4元组N = (P, T, F,W ),其

中: P = {p1, p2, · · · , pn}为有限库所集, T = {t1, t2,
· · · , tm}表示有限变迁集, F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P )

表示弧/流关系集合, P ∩ T = ϕ且P ∪ T ̸= ϕ, W :

F → {1, 2, 3, · · · }为弧上的权函数. 带有初始标识/
初始状态M0的Petri网图N = (P, T, F,W )是一个动

态系统,称为Petri网系统,记为 ⟨N,M0⟩. 如果W :

F → {1}(即权函数W的函数值恒等于1),称其为普
通Petri网,并简记为N = (P, T, F ). 本文以下部分只
讨论普通Petri网.
为了方便起见,在本文中节点x ∈ P ∪ T的前集与

后集分别记为 ·x = {y ∈ P ∪ T |(y, x) ∈ F}和x· =

{y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F}.
一个非空库所子集S(即ϕ ̸= S ⊆ P )称为信标当

且仅当·S ⊆ S·. S称为陷阱当且仅当S· ⊆ ·S. 如果一
个信标(陷阱)S不能表示成其他信标(陷阱)的并,则
称S为基本信标(基本陷阱). 如果一个信标(陷阱)S不
包含其他任何信标(陷阱),则称S 为最小信标(最小陷
阱). 所有的最小信标(最小陷阱)皆为基本信标(基本
陷阱),但并不是所有的基本信标(基本陷阱)皆为最小
信标(最小陷阱).
众所周知, Petri网的信标和陷阱是对立的概念. 换

句话说,能够用于计算信标的方法同样适用于计算陷
阱. 因此,为了避免重复,本文以信标为例讨论其计算
方法,陷阱只给出相应的结论.

3 Petri网网网信信信标标标和和和陷陷陷阱阱阱的的的计计计算算算 (Calculation of
siphons and traps in Petri nets)

3.1 信信信标标标和和和陷陷陷阱阱阱的的的逻逻逻辑辑辑表表表示示示 (Logic expression of
siphons and traps)
信标作为Petri网死锁的结构特性,它与初始状态

无关且可由Petri网的结构分析而得到. 从信标的定义

可知,一个信标S必满足如下条件:

对任意变迁 t ∈ T ,如果存在库所 pi ∈ S,使得
(t, pi) ∈ F . 则存在库所Pj ∈ S,使得(pj, t) ∈ F .

下面考虑上述条件如何由逻辑方程表示. 为此,考
虑逻辑变量集X = {x1, x2, · · · , xn},其中: n = |P |,
xi ∈ D, i=1, 2, · · · , n. 设xi=1当且仅当pi ∈ S. 则
在集合X与S之间存在一个双射f ,其定义如下:

f(xi) = pi, 1 = xi ∈ X. (7)

记Xi和X ·
i分别表示相应于

·ti和t·i的X的子集.
∨ [Xi]和∨ [X ·

i ]分别表示对应变量的析取形式. 则对
于变迁tj ,有如下的逻辑等式:

∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj] = 1, j = 1, 2, · · · ,m. (8)

这样, Petri网N = (P, T, F )的所有信标满足如下逻

辑等式: 
∨[X ·

1] → ∨[X1] = 1,

∨[X ·
2] → ∨[X2] = 1,

...
∨[X ·

m] → ∨[Xm] = 1.

(9)

利用逻辑的合取运算将式(9)等价的表示为
m∧
j=1

(∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj]) = 1, (10)

其中m = |T |.
类似地,对Petri网N = (P, T, F )的陷阱,有

m∧
j=1

(∨ [Xj] → ∨
[
X ·

j

]
) = 1, (11)

其中m = |T |.
因此,有如下引理:

引引引理理理 4 Petri网N = (P, T, F )的所有信标和陷

阱可由上述逻辑等式(10)和式(11)的根分别确定.

3.2 逻逻逻辑辑辑变变变量量量的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示(Matrix representation of
logical variables)
为了得到逻辑等式(10)和式(11)的矩阵形式,先讨

论逻辑变量的矩阵表示. 为此,设1∼δ12 , 0 ∼ δ22 ,则D
= {0, 1} ∼ ∆= {δ12, δ22},其中“ ∼ ”表示逻辑等价关

系.并且称 δ12为 1的向量形式, δ22 为 0的向量形式.
这样,在集合X ∈ D与x ∈ ∆之间可以建立一个双射

x =

(
X

¬X

)
,

其中¬X表示逻辑变量X的逻辑非.借助STP和下面
的引理6,可将这个双射推广为一般情形. 即在Dn和

∆n之间建立如下双射:

设X = (X1, X2, · · · , Xn)
T ∈ Dn,则有

x =

(
X1

¬X1

)
n · · ·n

(
Xn

¬Xn

)
∈ ∆n. (12)
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下面的两个引理对于Petri网的信标方程和陷阱方
程的建立和求解是至关重要的. 它们来自文献[20].

引引引理理理 5 设逻辑变量x, y∈ ∆, x ∨ y为析取运算,
x ∧ y为合取运算, x → y为蕴含运算.则

x ∨ y = Mdxy,

x ∧ y = Mcxy,

x → y = Mixy,

(13)

其中: Md = δ2[1, 1, 1, 2], Mc = δ2[1, 2, 2, 2], Mi =

δ2[1, 2, 1, 1].

引引引理理理 6 设x =
k
n
j=1

xj=δi2k ,则xj的标量值可由

下式递推得到:xj = [
Bj−1

2k−j
],

Bj = Bj−1 − xj ∗ 2k−j, j = 1, 2, · · · , k,
(14)

其中: B0 := 2k − i, [a]表示不超过a的最大整数.

3.3 主主主要要要结结结果果果(The main results)
定定定理理理 1 逻辑等式(10)和式(11)可分别等价地表

示为如下矩阵方程:

L1x = b, (15)

L2x = b, (16)

其中: Li ∈ L2×2n(i = 1, 2)是唯一存在的逻辑矩阵,
x =

n
n
k=1

xk, b = δ12 .

证证证 仅证式(10)和式(15)等价,式(11)和式(16)的
等价类似可证.

事实上,因为式(10)的左端只包含析取(∨),合取
(∧)和蕴含(→)3种逻辑运算,利用引理5,有
m∧
j=1

(∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj]) =

mm−1
c (∨ [X ·

1] → ∨ [X1])(∨ [X ·
2] → ∨ [X2]) · · ·

(∨ [X ·
m] → ∨ [Xm]) =

mm−1
c [mi(∨ [X ·

1])(∨ [X1])][mi(∨ [X ·
2])(∨ [X2])] · · ·

[mi(∨ [X ·
m])(∨ [Xm])] =

mm−1
c [mi(m

t1−1
d xk1

1
· · ·xk1

t1
)(ms1−1

d xu1
1
· · ·xu1

s1
)] · · ·

[mi(m
tm−1
d xkm

1
· · ·xkm

tm
)(msm−1

d xum
1
· · ·xum

sm
)] =

mm−1
c mim

t1−1
d xk1

1
· · ·xk1

t1
ms1−1

d xu1
1
· · ·xu1

s1
· · ·

mim
tm−1
d xkm

1
· · ·xkm

tm
msm−1

d xum
1
· · ·xum

sm

其中: m0
d =I2, |Xj| =sj,

∣∣X ·
j

∣∣= tj, xuj
v
∈Xj, xkj

w

∈ X ·
j, v = 1, 2, · · · , sj, w = 1, 2, · · · , tj, j = 1, 2,

· · · ,m.

反复利用引理1–3，可以得到
m∧
j=1

(∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj])=L1

n
n
i=1

xi.

为了证明唯一性,假设存在逻辑矩阵L1 ̸= L′
1,使

得

m∧
j=1

(∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj])=L1

n
n
i=1

xi,

m∧
j=1

(∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj])=L′

1

n
n
i=1

xi.

因为L1 ̸= L′
1,则至少存在t ∈ {1, 2, · · · , 2n},使得

colt(L1) ̸= colt(L
′
1).

这样,取x =
n
n
i=1

xi = δt2n ,则

m∧
j=1

(∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj])=L1

n
n
i=1

xi=colt(L1),

m∧
j=1

(∨
[
X ·

j

]
→ ∨ [Xj])=L′

1

n
n
i=1

xi=colt(L
′
1).

这与colt(L1) ̸= colt(L
′
1)矛盾,唯一性得证.

最后,令b = δ12 ,则式(15)成立. 证毕.

定定定义义义 3 矩阵方程 (15)和 (16)分别称为 Petri网
N = (P, T, F )的信标方程和陷阱方程. 逻辑矩阵L1

和L2分别称为N=(P, T, F )的信标矩阵和陷阱矩阵.

注注注 2 定理1中Petri网的信标方程和陷阱方程的主要

优势在于计算它们的所有解是非常方便和直接的工作.从下

面的引理7可以看出它们的优势所在.

设Li = δ2[i1, i2, · · · , i2n ], i = 1, 2, ij ∈ {1, 2},
j = 1, 2, · · · , 2n. 有如下引理:

引引引理理理 7 x=
n
n
t=1

xt=δk2n是矩阵方程(15)(式(16))

的解当且仅当ik = 1.

证证证 必要性. 设x =
n
n
t=1

xt = δk2n是方程 (15) (式

(16))的解. 则有

b = δ12 = Li

n
n
t=1

xt = δ2 [i1, i2, · · · , i2n ] δk2n = δik2 ,

即ik = 1.

充分性. 设x =
n
n
t=1

xt = δk2n且ik = 1,则

Li

n
n
t=1

xt = δ2 [i1, i2, · · · , i2n ] δk2n = δik2 = δ12 = b,

即x =
n
n
t=1

xt = δk2n是方程(15)(式(16))的解.

证毕.

注注注 3 由引理6和式(12)可知: x = δk2n(k < 2n)所对应

的向量为n维非零列向量, x = δ2
n

2n所对应的向量为n维零向

量. 为了便于Petri网信标和陷阱的计算,若x = δk2n(k < 2n)

和x=δ2
n

2n为方程(15)(式(16))的解,则称x=δk2n(k < 2n)为方

程(15)(式(16))的非零解; x=δ2
n

2n为方程(15)(式(16))的零解.

利用引理7,很容易求得信标方程(15)和陷阱方程
(16)的所有非零解. 设其为

x = δi12n , δ
i2
2n , · · · , δ

ik
2n ,

其中1 6 i1 6 i2 6 · · · 6 ik < 2n.
利用引理6和式(12),可以得到这k个解的向量形

式分别为
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α1, α2, · · · , αk,

其中αi ∈ Rn, i = 1, 2, · · · , k.
为了得到Petri网N = (P, T, F )的所有信标和陷

阱,在Si和αi(i=1, 2, · · · , k)之间建立如下一个双射:

Si = f (αi) =
{
pr ∈ P

∣∣xi
r = 1

}
, (17)

其中:

αi =
(
xi
1, x

i
2, · · · , xi

n

)T
, xi

r ∈ D, r = 1, 2, · · · , n.

例如,设αi = (1, 0, 1, 0)
T,则Si = {p1, p3}. 反之

亦然.

推推推论论论 1 设Petri网N = (P, T, F )的信标方程和

陷阱方程分别如式(15)和式(16)所示. 则

1) Petri网N = (P, T, F )的所有信标为信标方程

(15)的所有非零解.

2) Petri网N = (P, T, F )的所有陷阱为陷阱方程

(16)的所有非零解.

推推推论论论 2 设S= {pi1 , pi2 , · · · , piu}为Petri网库所

集P的一个非空子集. 并且令x=
n
n
i=1

xn=δk2n使得xi1

=xi2 = · · · =xiu =δ12 ,而其他的xj= δ22 . 则S为N =

(P, T, F )的一个信标(陷阱)当且仅当x为信标方程

(15)(陷阱方程(16))的一个非零解.

注注注 4 推论 2给出了判别一个非空库所子集是否为

Petri网一个信标(陷阱)的一个充要条件.

3.4 算算算法法法和和和复复复杂杂杂度度度分分分析析析(Algorithm and complexity
analysis)

3.4.1 算算算法法法的的的设设设计计计(Design of the algorithm)
基于以上的分析和讨论，本文给出计算Petri网所

有信标和陷阱的一个有效算法.

Petri网信标(陷阱)的计算.

Step 1 计算变迁tj的输入库所集和输出库所集
·tj = Xj和t·j = X∗

j , j = 1, 2, · · · ,m.

Step 2 利用引理4,建立逻辑等式(10)(式(11)).

Step 3 利用引理1–3和引理5建立信标方程(15)
(陷阱方程(16)).

Step 4 计算信标方程(15)(陷阱方程(16))的所有
非零解. 若信标方程(15)(陷阱方程(16))无非零解,说
明此Petri网没有信标(陷阱). 否则,继续Step 5.

Step 5利用引理6,将信标方程(15)(陷阱方程(16))
的所有非零解分别表示成X= (x1, · · ·xn)

T
形式. 再

利用式(17)可得到Petri网的所有信标(陷阱).

3.4.2 复复复杂杂杂性性性分分分析析析 (Complexity analysis of the pro-
posed algorithm)

这一子节,讨论本文所提出算法的计算复杂度.由
定理 1可知,求Petri网N=(P, T, F )的所有信标(陷

阱)等价于求矩阵方程(15)(式(16))所有非零解. 由于
这个线性方程组的系数矩阵Li(i = 1, 2)的维数为

2× 2n,因此,本文所提出的算法的计算复杂度为
o(2n),其中n表示N = (P, T, F )库所的个数.

由文献[16]可知, Petri网的信标和陷阱个数随着
网系统规模的变大呈指数级增长. 到目前为止,计算
Petri网的所有信标和陷阱仍没有找到一个多项式算
法. 也就是说,所存在方法的计算复杂度都是指数级
的. 虽然本文所提出的方法也是指数复杂性的
(o(2n)),但该方法仅涉及矩阵乘法的运算,其运算过
程简单直接. 此外,与其他存在的方法相比,本文所提
出的方法还具有以下优势:

1) 本文所提出的方法是基于精确的数学模型,它
具有信息的完备性.

2) 利用MATLAB的STP工具箱,逻辑方程(10)和
(11)能够很容易地转化为矩阵方程,即信标方程(15)
和陷阱方程(16). 这是一个标准的线性方程组,它不仅
结构简单、求解方便,而且便于计算机实现.

3) 利用引理7,计算Petri网N = (P, T, F )的信标

方程(15)和陷阱方程(16)的所有非零解是非常简单和
直接的工作.

注注注 5 关于STP计算的MATLAB工具箱已经被中科院

程代展教授等人创建,有关STP工具箱的详细介绍见网址:

http://lsc.amss.ac.cn/ dcheng/stp/STP.zip.

本文余下部分所有关于Petri网信标和陷阱实例的
计算都是基于这个MATLAB工具箱的.

4 实实实例例例分分分析析析(Example analysis)
为了说明如何应用本文方法计算Petri网的所有信

标和陷阱问题,考虑如下经典Petri网例子. 它来自于
文献[11].

例例例 1 考虑图1所示的Petri网图N = (P, T, F ).

图 1 Petri网的拓扑结构图

Fig. 1 The topology structure graph of a Petri net

由式(10)可得如下逻辑方程:

[(x2∨x3)→x1]∧[x6→(x3∨x5)]∧
[(x4∨x5)→x6]∧[x1→(x2∨x4)]∧[x1→x6]=1.

利用定理1和MATLAB工具箱,可以得到图1所示Petri
网的信标方程
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L1x = b, (18)

其中: x =
6
n
i=1

xi, b = δ12 ,

L=δ2[1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 1,

2, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,

2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1,

2, 2, 2, 1, 2, 2, 1].

由引理7可知,信标方程(18)有11个非零解,即

x = δ164, δ
3
64, δ

5
64, δ

7
64, δ

9
64, δ

13
64, δ

17
64, δ

19
64, δ

25
64, δ

57
64, δ

61
64.

利用引理6和式(12),将其转化为如下向量形式:

x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6)
T =

(1, 1, 1, 1, 1, 1)T, (1, 1, 1, 1, 0, 1)T, (1, 1, 1, 0, 1, 1)T,

(1, 1, 1, 0, 0, 1)T, (1, 1, 0, 1, 1, 1)T, (1, 1, 0, 0, 1, 1)T,

(1, 0, 1, 1, 1, 1)T, (1, 0, 1, 1, 0, 1)T, (1, 0, 0, 1, 1, 1)T,

(0, 0, 0, 1, 1, 1)T, (0, 0, 0, 0, 1, 1)T.

由推论2和式(17)可知,图1所示的Petri网有11个信标.
具体如下:

S1={p1, p2, p3, p4, p5, p6}, S2={p1, p2, p3, p4, p6},
S3 = {p1, p2, p3, p5, p6} , S4 = {p1, p2, p3, p6} ,
S5 = {p1, p2, p4, p5, p6} , S6 = {p1, p2, p5, p6} ,
S7 = {p1, p3, p4, p5, p6} , S8 = {p1, p3, p4, p6} ,
S9 = {p1, p4, p5, p6} , S10 = {p4, p5, p6} ,
S11 = {p5, p6} .

类似于信标问题的讨论,可以得到图1所示Petri网
的陷阱方程

L2x = b, (19)

其中

L=δ2[1, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1,

2, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,

2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,

2, 2, 2, 2, 2, 2, 1].

陷阱方程(19)也有11个非零解,即

x = δ164, δ
3
64, δ

5
64, δ

9
64, δ

11
64 , δ

12
64 , δ

13
64, δ

16
64, δ

17
64, δ

19
64, δ

21
64.

利用引理6和式(12),有

x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6)
T =

(1, 1, 1, 1, 1, 1)T, (1, 1, 1, 1, 0, 1)T, (1, 1, 1, 0, 1, 1)T,

(1, 1, 0, 1, 1, 1)T, (1, 1, 0, 1, 0, 1)T, (1, 1, 0, 1, 0, 0)T,

(1, 1, 0, 0, 1, 1)T, (1, 1, 0, 0, 0, 0)T, (1, 0, 1, 1, 1, 1)T,

(1, 0, 1, 1, 0, 1)T, (1, 0, 1, 0, 1, 1)T.

因此,图1所示的Petri网有11个陷阱,具体如下:

S1={p1, p2, p3, p4, p5, p6}, S2={p1, p2, p3, p4, p6},
S3 = {p1, p2, p3, p5, p6} , S4 = {p1, p2, p4, p5, p6} ,
S5 = {p1, p2, p4, p6} , S6 = {p1, p2, p4} ,
S7 = {p1, p2, p5, p6} , S8 = {p1, p2} ,
S9 = {p1, p3, p4, p5, p6} , S10 = {p1, p3, p4, p6} ,
S11 = {p1, p3, p5, p6} .

这与文献[11]计算Petri网信标和陷阱的结果一致.

5 实实实验验验结结结果果果(Experimental results)
为了说明本文算法的有效性,这一节,对文献[11]

中的方法和本文所提出的方法做了对比实验. 首先,
对本文算法进行了MATLAB编程. 然后,给予这两种
方法的一些实验结果(以计算信标为例),具体见表1所
示. 这个测试包含了12个随机生成的Petri网例子. 它
们按照Petri网的尺寸大小分成了6类,其中, Petri网的
尺寸大小是由它的库所数和变迁数决定的,即|P |+
|T |. CPU时间采用的是同类的2个Petri网信标计算的
平均CPU时间. 所有这12个Petri网例子的信标计算程
序都是在同一台计算机(2.53 Hz、2 GB内存、Win-
dows 7的操作系统)上运行的.

表 1 Petri网信标计算的实验结果
Table 1 Experimental results on calculation of

siphons in PNs

(|P |+ |T |) 信标数 CPU时间/s 文献[11]方法的CPU时间/s

5 2 0.00 0.00
10 16 0.01 0.12
15 45 0.02 1.28
20 98 0.26 2.27
25 324 1.18 3.38
30 568 3.69 5.60

实验结果表明,本文所提出的方法在计算Petri网
信标时要比文献[11]中方法的计算时间要快。

注注注 6 基于本文的算法和表1可知,利用本文算法计算
Petri网信标的CPU时间主要取决于以下两个因素:

1) 信标方程(15)中信标矩阵L1维数的大小. 因为本文已
经证明了一个Petri网所有信标的计算等价于求信标方程(15)
的所有非零解.

2) Petri网的拓扑结构. 笔者知道,一个Petri网信标个数

取决于这个网的拓扑结构. 一般情况下,信标个数随着Petri

网的尺寸大小呈指数增长.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文基于STP方法研究了Petri网信标和陷阱的计

算问题.首先,利用STP方法分别建立了Petri网的信标
方程和陷阱方程. 并证明了求一个Petri网信标和陷阱
分别等价于求其信标方程和陷阱方程的非零解. 其次,



第 7期 韩晓光等: Petri网信标和陷阱计算的矩阵半张量积方法 855

给出了求Petri网信标方程和陷阱方程的所有非零解
的简便方法. 同时,本文也给出了计算Petri网所有信
标和陷阱的一个算法. 最后,说明性实例和实验结果
表明了本文方法的可行性与优越性.

此外,由文献[28]可知,一般情况下,一个Petri网
的最小信标个数要比信标个数小得多. 且某些实际系
统(如柔性制造系统)的死锁控制问题通常取决于最小
信标.未来的工作笔者主要集中在利用STP方法研究
Petri网最小信标的计算问题.
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