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摘要:针对一类输入环节含死区非线性特性且误差初值非零的非参数不确定系统,提出滤波误差初始修正学习
控制方案,分别解决死区斜率下限可知与未知两种情形下的轨迹跟踪问题.给出了两种修正滤波误差信号构造方
法,并根据Lyapunov综合方法设计学习控制器,采用鲁棒学习策略处理非参数不确定性和死区非线性特性. 经过足
够多次迭代后,实现滤波误差在预设的作业区间也收敛于零. 文中所提出的控制方案,具有构造简单与实施方便的
特点,仿真结果表明了本文所提控制方法的有效性.
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Filtering-error rectified iterative learning control for
systems with input dead-zone
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Abstract: This paper presents the filtering-error rectified adaptive iterative learning control algorithms to tackle the
trajectory−tracking problem for a class of nonparametric uncertain systems with unknown input dead-zone, in the presence
of arbitrary initial states. To overcome the arbitrary initial states, two construction programs of the rectified filtering-error
are proposed. Two iterative learning controllers are designed by applying Lyapunov synthesis, suitable to the case that the
lower bound of the dead-zone’s slope is known and the case that it is unknown respectively, dealing with the nonparametric
uncertainties and the unknown dead-zone nonlinearity according to the robust learning strategy. As iteration increases, the
filtering error converges to zero on the specified interval. The rectified filtering-error signal can be simply constructed, and
the proposed learning control scheme, whose effectiveness is demonstrated in the presented numerical results, is easy for
implementation.

Key words: dead-zone; iterative learning control; initial condition problem; nonparametric uncertainties; Lyapunov
approach

1 引引引言言言(Introduction)
在伺服电机等实际系统的执行环节中,常存在死

区非线性特性. 这种非线性特性的存在,不仅降低了
系统的稳态精度,还会损害系统瞬态性能,严重时甚
至导致系统发散.为确保闭环系统稳定以及实现精确
跟踪,在设计控制器时必须采取措施对死区予以估计
和补偿.因此,研究死区非线性的处理问题是一项有
意义的工作.

若系统中含有的输入死区特性参数完全已知,那
么通过简单的常数逆向补偿就可以直接在数值上完

全消除死区非线性对控制性能的影响.但现实中的死
区非线性特性常系参数不可知,故上述常数补偿方法
在设计控制系统时很难实施[1]. 为此,人们尝试利用
自适应方法估计死区参数[2–4],并由此补偿死区非线
性. 利用死区的结构特点,可将未知死区分解为两部
分,其一为系统输入与未知常数的积,另一部分被视
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作有界不确定性. 对于该有界不确定性,可以利用神
经网络/模糊系统对其予以逼近[5–6],也可以利用鲁棒
方法予以补偿[7–9]. 文[7]针对一类输入死区两侧斜率
相等的参数不确定系统,给出鲁棒自适应控制设计方
案.文[8]采用鲁棒自适应方法补偿两侧斜率不等的输
入死区. 文[9]考虑含输入死区的非参数不确定时滞系
统,提出鲁棒自适应算法解决轨迹跟踪问题.

迭代学习控制技术适用于在有限作业区间上实施

具有重复性的控制任务,它利用前次或前几次迭代运
行过程中的系统信息,修正本次运行中的被学习量,
逐渐并最终完全补偿在每次迭代运行中重复出现的

各类不确定性,在整个作业区间上实现状态/输出对目
标轨迹的精确跟踪. 在问世至今的30余年中,迭代学
习控制一直是控制领域的研究热点之一,并取得大量
的理论和应用成果[10–14]. Lyapunov综合方法是近年
来学习控制领域的重要研究课题之一[15–16]. 至今,人
们对线性参数化系统的研究已经比较充分,相关文献
讨论的主题多为利用学习方法补偿系统中的定常/时
变/混合参数不确定性,并由此设计轨迹跟踪控制器,
实现相应的跟踪任务[17]. 有关参数化系统的其他研究
成果还涉及参数以某种已知模式沿迭代轴变

化[18]、非线性参数不确定性[19]. 非参数不确定系统的
学习控制方法研究已经引起人们的兴趣,文[20]采用
鲁棒方法处理非参数不确定性,即利用界函数设计反
馈项对其予以补偿.文[21]采用鲁棒方法与学习方法
相结合的方法处理非参数不确定性. 文[22]采用傅立
叶级数逼近非参数不确定性.

初值问题是迭代学习控制的基本问题,指的是常
规迭代学习控制算法要求系统能够精确复位,使得各
次迭代中系统误差初值次次为零[23–24]. 这样,经过足
够多次迭代后,可以实现整个作业区间上的零误差轨
迹跟踪. 但在现实中,初始误差的存在限制了这些迭
代学习控制算法在现实中的应用. 为拓宽迭代学习控
制技术在实际中的应用范围,多年来,人们一直探索
适用于初始误差非零情形的迭代学习控制算法. 到目
前为止,基于Lyapunov综合方法的初值问题解决方案
还比较少. 文[25]在构造时变边界层的基础上,提出模
糊学习控制算法. 文[17]研究非线性系统的误差跟踪
学习算法,并将误差跟踪方法与参考信号初始修正方
法进行对比. 文[26]考虑非参数不确定系统的状态受
限误差跟踪学习控制方法. 参考信号初始修正方法的
提出可追溯到20世纪90年代,人们在基于压缩映射原
理设计学习控制系统时,即利用这一方法设计学习
律,实现系统输出对修正极限输出轨迹的跟踪[27].
近年来,参考信号初始修正方法重新受到人们的关
注[28–29].

本文研究含输入死区系统的滤波误差初始修正学

习控制方法. 为解决任意系统初态情形下的的精确跟

踪问题,针对一类输入环节含死区非线性特性且系统
状态初值任意的非参数不确定系统,在构造相应修正
滤波误差的基础上,给出两套自适应学习控制设计方
案,分别适用于死区斜率下界已知与未知场合.上述
算法根据鲁棒学习策略处理非参数不确定性与死区

非线性特性,经过足够多次迭代后,可使修正滤波误
差在整个作业区间收敛于零,并由此实现滤波误差在
预设的部分作业区间上收敛于零,同时保证闭环系统
所有信号有界. 在本文提出的控制设计方案中,修正
滤波误差信号的构造较为简单,控制方案本身的实施
也较为方便.

2 问问问题题题的的的提提提出出出与与与准准准备备备(Problem formulation)
考虑在有限时间[0, T ]上迭代运行的含输入死区

非参数不确定系统:ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn,k = f(xxxk, t) + g(xxxk, t)u(vk),
(1)

式中: k(= 0, 1, 2, · · · )为重复作业次数, t ∈ [0, T ], xxxk

= [x1,k · · · xn,k]
T ∈ Rn为可量测的系统状态, f(xxxk,

t) ∈ R, g(xxxk, t) ∈ R为未知的光滑函数,分别满足假
设1和假设2. 参考信号为xxxd = [x1,d x2,d · · · xn,d]

T

=[xd ẋd · · · x
(n−1)
d ]T,并且x

(n)
d 存在,xxxk(0) ̸=xxxd(0),

u(vk) ∈ R为执行机构的实际输出, vk ∈ R是控制输
入,

u(vk) =


mr(vk − br), vk > br,

0, bl 6 vk < br,

ml(vk − bl), vk < bl,

(2)

其中mr和ml均为未知正数. 本文考虑mr =ml =m

>0,但其具体大小未知情形.

假假假设设设 1 ∀ξξξ1 ∈ Rn, ∀ξξξ2 ∈ Rn,函数 f(ξξξ1, t)和

g(·, ·)分别满足

|f(ξξξ1, t)− f(ξξξ2, t)| 6 αf(ξξξ1, ξξξ2, t)∥ξξξ1 − ξξξ2∥ (3)

与

|g(ξξξ1, t)− g(ξξξ2, t)| 6 αg(ξξξ1, ξξξ2, t)∥ξξξ1 − ξξξ2∥, (4)

其中, αf(·, ·, ·)和αg(·, ·, ·)为非负连续函数.

假假假设设设 2 存在已知连续函数gm(xxxk, t),满足0 <

gm(xxxk, t) 6 g(xxxk, t).

为了叙述简便,下文分别简记gm(xk, t), f(xxxk, t),
g(xxxk, t), f(xxxd, t), g(xxxd, t), αf(xxxk,xxxd, t), αg(xxxk,xxxd,

t), u(vk)为gmk, fk, gk, fd, gd, αfk, αgk, uk. 在不引起
歧义时,函数的自变量t常被略去.

3 修修修正正正滤滤滤波波波误误误差差差信信信号号号的的的构构构造造造(Construction of
the rectified filtering error)

定义
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eeek = [e1k e2k · · · enk]

T = xxxk − xxxd,

sk = c1e1k+c2e2k + · · ·+ cn−1en−1k+enk.
(5)

上式中, c1, · · · , cn−1为合适的正数,使得多项式∆(p)

= pn−1 + cn−1p
n−2 + · · · + c2p + c1为Hurwitz多项

式. 倘若利用Lyapunov函数V0k(t) =
1

2
s2k设计控制器,

V0k(0) ̸= 0将为设计学习控制系统带来不便.为克服
这一障碍,对上述滤波误差sk(t)予以修正,得到修正
滤波误差

sϕk = sk − sk(0)ϕ(t), (6)

其中: ϕ(t)为一类连续可导的单调递减函数,满足
ϕ(0) = 1, ϕ(t)=0(∀t∈ [t1, T ], t1 > 0). 不难看出,在
t ∈ [0, t1]上选择合适的ϕ(t),是构造修正滤波误差信
号的主要内容.

可以通过待定系数法确定关于t的多项式中的各

系数来确定ϕ(t). 下面给出具体的实现方案:在t ∈
(t1, T ]上,选择ϕ(t) = 0;在t ∈ [0, t1]上,选择ϕ(t) =

a3t
3 + a2t

2 + a1t + a0,其中:[
a3

a2

]
= −

[
3t21 2t1
t31 t21

]−1 [
a1

a1t1 + a0

]
, (7)

a0 = 1, a1可为任意非正数,例如不妨可取a1 = 0. 类
似的, ϕ(t)在t ∈ [0, t1]上的选择方案还有

ϕ(t) =
10(t1 − t)3

t31
− 15(t1 − t)4

t41
+

6(t1 − t)5

t51
,

ϕ(t) =
t2

t21
− 2t

t1
+ 1

等. 此外,也可根据含t算式的定积分来构造

ϕ(t) = (1−
w t

0
ω(τ)dτ)2, (8)

其中ω(t)满足 ω(t) = 0, t > t1,w t1

0
ω(τ)dτ = 1.

一种可选的方案为

ω(t) =


et

et1 − 1
, 0 6 t 6 t1,

0, t > t1.
(9)

根据ϕ(t)的性质,由式(6)可以看出,经过足够迭代
后,若能够实现在整个作业区间[0, T ]上的sϕk(t) =

0,即可实现sk(t) = 0, t ∈ [t1, T ]. 这是下文中进行控
制器设计的策略所在.

4 控控控制制制器器器设设设计计计与与与收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Control design
and convergence analysis)

4.1 m已已已知知知情情情形形形(Case of m known)
本小节考虑m的下界已知情形,即存在已知正数

m,满足0 < m 6 m. 由式(6)可得

ṡk = cccTeeek + fk + gkuk − ẋn,d − sk(0)ϕ̇(t),

其中ccc = [0 c1 c2 · · · cn−1]
T. 对Lyapunov函数Vk

=
1

2
s2ϕk求关于时间的导数,知

V̇k = sϕk(ccc
Teeek + fk + gkuk − ẋn,d − sk(0)ϕ̇(t)) 6

sϕk(ccc
Teeek + fk − fd − sk(0)ϕ̇(t))+

msϕk(gkvk − gkvdk + gkvdk − gdvdk+

gdvdk − gdvd) + |sϕk|mgk max(br, |bl|) 6
|sϕk|(∥ccc∥+ αfk)∥eeek∥+ sϕksk(0)ϕ̇(t)+

m|sϕk|αgk|vdk|∥eeek∥+msϕk(gkvk − gkvdk)+

msϕk(gdvdk − gdvd) + |sϕk|mgk max(br, |bl|).
(10)

上式中, vd为产生xxxd的控制量,满足ẋi,d = xi+1,d, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn,d = fd +mgdvd.
(11)

注意到

|sϕk|mgk max(br, |bl|) 6
m|sϕk|gd max(br, |bl|)+
m|sϕk|max(br, |bl|)αgk∥eeek∥. (12)

由式(10)与式(12)可得

V̇k 6 |sϕk|(∥ccc∥+ αfk)∥eeek∥+ sϕksk(0)ϕ̇(t)+

m|sϕk|αgk|vdk|∥eeek∥+msϕk(gkvk − gkvdk)+

msϕk(gdvdk − gdvd) + |sϕk|mθ1+

|sϕk|mθ2αgk∥eeek∥. (13)

上式中, θ1为 gd max(br, |bl|), θ2 = max(br, |bl|). 至
此,设计控制器

vk = − γ1sϕk + vdk −
∥eeek∥
mgmk

(αfk + ∥ccc∥)×

tanh(µ(αfk + ∥ccc∥)∥eeek∥sϕk)−
1

mgmk

|sk(0)ϕ̇(t)|tanh(µ|sk(0)ϕ̇(t)|sϕk)−

∥eeek∥
gmk

αgk|vdk|tanh(µ∥eeek∥αgk|vdk|sϕk)−

1

gmk

θθθTkϕϕϕ1k, (14)

式中: µ = (k + 1)(k + 2), θθθk用于估计θθθ = [θ1 θ2]
T,

ϕϕϕ1k =
[
tanh(µsϕk) αgk∥eeek∥tanh(µαgk∥eeek∥sϕk)

]T
,

且 {
vdk = satv(v̂dk),

v̂dk=satv(v̂dk−1)−γ2sϕk, v̂d−1=0,
(15)

{
θθθk = satθ(θ̂θθk),

θ̂θθk=satθ(θ̂θθk−1)+γ3ϕϕϕ1ksϕk, θ̂θθ−1=000.
(16)
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本文中,对sat·(·)的定义为:对于â ∈ R,

sata(â) ,

(sgn â)ā, |â| > ā,

â, 其他,

ā为对应的限幅值;对于向量âaa, sata(âaa)表示对向量âaa

中的各元素进行上述限幅运算.在式(15)–(16)中,选
取的限幅值v̄和θ̄要足够大,分别满足v̄ > |vd|和θ̄ >
max(θ1, θ2).

本文将系统(1)的收敛性和稳定性结果总结为下述
定理1.

定定定理理理 1 在xxxk(0)(k = 0, 1, 2, · · · )取值任意的情
况下,将控制律(14)施加于系统(1),经过足够多次迭
代后,可使sϕk在整个作业区间上收敛于零,即

lim
k→+∞

sϕk(t) = 0, t ∈ [0, T ], (17)

并保证闭环系统所有信号有界.

证证证 选取Lypunov泛函

L1k = Vk +
1

2γ2

w t

0
mgdṽ

2
dkdτ +

1

2γ3

w t

0
mθ̃θθ

T

k θ̃θθkdτ,

式中ṽdk = vdk − vd.

利用双曲函数的性质,可以推出

|sϕk|(∥ccc∥+ αfk)∥eeek∥ −mgksϕk
∥eeek∥
mgmk

(αfk + ∥ccc∥)×

tanh(µ(αfk + ∥ccc∥)∥eeek∥sϕk) 6
0.2785

µ
, (18)

sϕksk(0)ϕ̇(t)−mgk
1

mgmk

|sk(0)ϕ̇(t)|×

tanh(µ|sk(0)ϕ̇(t)|sϕk) 6
0.2785

µ
, (19)

m|sϕk|αgk|vdk|∥eeek∥ −mgk
∥eeek∥
gmk

αgk|vdk|×

tanh(µ∥eeek∥αgk|vdk|sϕk) 6
0.2785

µ
(20)

和

|sϕk|mθ1 + |sϕk|mθ2αgk∥eeek∥ − sϕk
mgk
gmk

θθθTkϕϕϕ1k 6

|sϕk|mθ1 + |sϕk|mθ2αgk∥eeek∥ −msϕkθθθ
T
kϕϕϕ1k−

sϕkmθ1tanh(µsϕk)−
sϕkmθ2αgk∥eeek∥tanh(µαgk∥eeek∥sϕk)+
sϕkmθ1tanh(µsϕk)+

sϕkmθ2αgk∥eeek∥tanh(µαgk∥eeek∥sϕk) 6

m(θ1 + θ2)
0.2785

µ
+msϕkθ̃θθ

T

kϕϕϕ1k. (21)

由式(13)–(14),并结合式(18)–(21),

V̇k 6− γ1gks
2
ϕk+msϕkgd(vdk−vd)+msϕkθ̃θθ

T

kϕϕϕ1k+

0.2785(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
. (22)

于是

Vk 6
w t

0
msϕkgd(vdk − vd)dτ+w t

0
msϕkθ̃θθ

T

kϕϕϕ1kdτ+

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
.

由此,可知当k > 0时,

L1k − L1k−1 6w t

0
msϕkgd(vdk − vd)dτ +

w t

0
msϕkθ̃θθ

T

kϕϕϕ1kdτ−

Vk−1 +
1

2γ2

w t

0
mgd(ṽ

2
dk − ṽ2dk−1)dτ+

1

2γ3

w t

0
m(θ̃θθ

T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ+

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
.

根据式(15),可得
1

2γ2
(ṽdk − ṽ2dk−1) + skṽdk =

1

γ2
(vd − vdk)(vdk−1 − vdk − γ2sk)−

1

2γ2
(vdk − vdk−1)

2 6

1

γ2
(vd − satv(v̂dk))(v̂dk − satv(v̂dk)) 6 0.

结合上述两式,有

L1k − L1k−1 6
w t

0
msϕkθ̃θθ

T

kϕϕϕ1kdτ − Vk−1+

1

2γ3

w t

0
m(θ̃θθ

T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ+

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
. (23)

根据学习律(16),
1

2γ3
(θ̃θθ

T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1) + sϕkθ̃θθ
T

kϕϕϕ1k 6

1

γ3
(θθθ − θθθk)

T(−θθθk + θθθk−1 + γ3sϕkϕϕϕ1k) =

1

γ3
(θθθ − satθ(θ̂θθk))

T(θ̂θθk − satθ(θ̂θθk)) 6 0. (24)

由式(23)–(24),

L1k − L1k−1 6 0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
− Vk−1.

进一步地,

L1k 6 L10 +
k∑

i=1

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

(i+ 1)(i+ 2)
−

1

2

k∑
i=1

s2ϕi−1. (25)

因为
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k∑

i=1

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

(i+ 1)(i+ 2)
6

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

(
1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

k + 1
− 1

k + 2
) 6

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

2

是个有界量,同时由函数的连续性易知L10也是有界

的,根据数列收敛的必要条件,可以从式(25)推出
lim

k→+∞
sϕk(t) = 0, t ∈ [0, T ].这蕴含着

lim
k→+∞

sk(t) = 0, t ∈ [t1, T ].

由以上分析容易看出, sϕk是有界的. 由式 (6)知,
|sk| 6 |sϕk| + |sk(0)ϕ(t)|,因此,根据sϕk的有界性可

以推出sk也是有界的. 由sk的定义可知

ėeek = Aeeek + bbbṡk, (26)

式中:

bbb = [0 0 · · · 0 1]T,

A =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 −c1 −c2 · · · −cn−1

 . (27)

式(26)在区间[0, t]上的定积分为

eeek(t) =
w t

0
Aeeek(τ)dτ + bbbsk(t),

对该式两边同取范数,有

∥eeek(t)∥ 6
w t

0
∥A∥∥eeek(τ)∥dτ + |sk(t)|.

根据Bellman-Gronwall引理,

∥eeek(t)∥ 6 ∥A∥et∥A∥
w t

0
|sk(τ)|dτ + |sk(t)|. (28)

至此,利用不等式(28),可知eeek是有界的,进而可知闭
环系统中的其他信号变量也有界. 证毕.

4.2 m未未未知知知情情情形形形(Case of m unknown)

上文讨论m已知情形的控制设计问题,但在一些
情况下, m不可知. 本小节考虑m未知情形下的控制

器设计方案,设计控制律和学习律分别为

vk = vdk −
1

gmk

ϑϑϑT
kϕϕϕ2k −

1

gmk

θθθTkϕϕϕ1k − γ1sϕk−

∥eeek∥
gmk

αgk|vdk|tanh(µ∥eeek∥αgk|vdk|sϕk) (29)

和 {
vdk = satv(v̂dk),

v̂dk = satv(v̂dk−1)− γ4sϕk, v̂d−1 = 0,
(30){

θθθk = satθ(θ̂θθk),

θ̂θθk = satθ(θ̂θθk−1) + γ5ϕϕϕ1ksϕk, θ̂θθ−1 = 000,
(31)

{
ϑϑϑk = satθ(ϑ̂ϑϑk),

ϑ̂ϑϑk = satθ(ϑ̂ϑϑk−1) + γ6ϕϕϕ2ksϕk, ϑ̂ϑϑ−1 = 000.
(32)

式(29)–(31)中, ϑϑϑk为对ϑϑϑ = [
1

m

1

m
]T的估计,

ϕϕϕ2k = [∥eeek∥(αfk+∥ccc∥)tanh(µ(αfk+∥ccc∥)∥eeek∥sϕk)
|sk(0)ϕ̇(t)|tanh(µ|sk(0)ϕ̇(t)|sϕk)]T.

在式(30)–(32)中,选取的限幅值v̄, θ̄和ϑ̄要足够大,分
别满足

v̄ > |vd|, θ̄ > max(θ1, θ2), ϑ̄ > 1

m
.

定定定理理理 2 在xxxk(0)(k = 0, 1, 2, · · · )取值任意的情
况下,将控制律(29)施加于系统(1),足够多次迭代后,
可使sϕk在区间[0, T ]上收敛于零,即

lim
k→+∞

sϕk(t) = 0, t ∈ [0, T ], (33)

并保证闭环系统所有信号有界.

证证证 利用双曲函数的性质,可知

|sϕk|(∥ccc∥+ αfk)∥eeek∥+ sϕksk(0)ϕ̇(t)−
mgk
gmk

ϑϑϑT
kϕϕϕ2k 6 |sϕk|(∥ccc∥+ αfk)∥eeek∥+

|sϕk||sk(0)ϕ̇(t)| − sϕkm× ϑϑϑT
kϕϕϕ2k−

sϕkmϑϑϑTϕϕϕ2k + sϕkmϑϑϑTϕϕϕ2k =

2× 0.2785

µ
+ sϕkmϑ̃ϑϑ

T

kϕϕϕ2k, (34)

式中ϑ̃ϑϑk = ϑϑϑ−ϑϑϑk. 将式(29)(34)代入式(13)后,

V̇k 6− γ1gks
2
ϕk +msϕkgd(vdk − vd)+

msϕkθ̃θθ
T

kϕϕϕ1k + sϕkmϑ̃ϑϑ
T

kϕϕϕ2k+

0.2785(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
.

选取Lypunov泛函

L2k = Vk+
1

2γ4

w t

0
mgdṽ

2
dkdτ+

1

2γ5

w t

0
mϑ̃ϑϑ

T

k θ̃θθkdτ+

1

2γ6

w t

0
mϑ̃ϑϑ

T

k ϑ̃ϑϑkdτ. (35)

根据以上两式,可以推出

L2k − L2k−1 6w t

0
msϕkgd(vdk − vd)dτ +

w t

0
msϕkθ̃θθ

T

kϕϕϕ1kdτ+w t

0
msϕkϑ̃ϑϑ

T

kϕϕϕ2kdτ − Vk−1 +
1

2γ4

w t

0
mgd(ṽ

2
dk−

ũ2
dk−1)dτ +

1

2γ5

w t

0
m(θ̃θθ

T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ+

1

2γ6

w t

0
m(ϑ̃ϑϑ

T

k ϑ̃ϑϑk − ϑ̃ϑϑ
T

k−1ϑ̃ϑϑk−1)dτ+

0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
.
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根据式(30)–(32),分别可以推出
1

2γ4
(ṽdk − ṽ2dk−1) + skṽdk =

1

γ4
(vd − vdk)(vdk−1 − vdk − γ1sk)−

1

2γ4
(vdk − vdk−1)

2 6

1

γ4
(vd − satv(v̂dk))(v̂dk − satv(v̂dk)) 6 0,

1

2γ5
(θ̃θθ

T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1) + sϕkθ̃θθ
T

kϕϕϕ1k 6

1

γ5
(θθθ − θθθk)

T(−θθθk + θθθk−1 + γ5sϕkϕϕϕ1k) =

1

γ5
(θθθ − satθ(θ̂θθk))

T(θ̂θθk − satθ(θ̂θθk)) 6 0,

和
1

2γ6
(ϑ̃ϑϑ

T

k ϑ̃ϑϑk − ϑ̃ϑϑ
T

k−1ϑ̃ϑϑk−1) + sϕkϑ̃ϑϑ
T

kϕϕϕ2k 6

1

γ6
(ϑϑϑ− ϑϑϑk)

T(−ϑϑϑk +ϑϑϑk−1 + γ6sϕkϕϕϕ2k) =

1

γ6
(ϑϑϑ− satθ(ϑ̂ϑϑk))

T(ϑ̂ϑϑk − satθ(ϑ̂ϑϑk)) 6 0.

由以上4式可得

L2k − L2k−1 6 −Vk−1 +
0.2785t(m(θ1 + θ2) + 3)

µ
.

至此,类似于上一小节,可以推出 lim
k→+∞

sϕk = 0,以及

闭环系统各信号的有界性. 证毕

本节分别针对m可知与不可知情形,给出相应的
控制设计方案.在对死区参数m的取值范围有足够了

解的前提下,选用设计方案(14)和(29)都是可行的. 对
比式(14)与(29),可以看出,后者中的被学习量个数比
前者多,系统运行时在线计算量较前者大.在对死区
参数m的取值范围缺乏足够了解时,宜采用方案(29)
设计控制系统.倘若对死区参数m的取值范围一无所

知或知之甚少,仍根据(14)设计控制系统,并选取一个
极小的正数作为m以满足m < m这一条件,则所设计
的控制器具有较大的保守性,其原因是式(14)的第3
项和第4项中,均有m位于分母处,选择极小的m会导

致鲁棒项过大;而在控制方案(29)中,采用学习方法估

计
1

m
,可以避免前述保守性问题.

5 数数数值值值算算算例例例(Numerical simulation)
考虑在[0, T ]上运行的Duffing系统

ẋ1,k = x2,k,

ẋ2,k =− 0.1x2,k − x3
1,k + cos t+

(1 + 0.01x2
1,k + 0.005x2

2,k)u(vk),

式中: u(vk)为死区非线性的输出,该死区的参数br =

0.5, bl = −0.6, mr = 1.2, ml = 1.2,但以上参数的真

值未知. 视−0.1x2,k − x3
1,k + cos t和1 + 0.01x2

1,k +

0.005x2
2,k分别为不确定性f(xxxk, t)和g(xxxk, t). 系统初

态为x1,k(0) = 0.3 + 0.1r1, x2,k(0) = 0.01r2, r1与r2
均为0与1之间的随机数. 拟采用迭代学习控制方法设
计控制器,实现[x1,k, x2,k]对参考信号[0.5 cos(2πt)

−πsin(2πt)]T进行精确跟踪. 鉴于[x1,k(0) x2,k(0)]
T

̸= [0.5 0]T,此处采用本文所提方法设计控制系统,按
照式(6)(8)(9)构造修正参考信号. t1 = 0.5, T = 3. 选
取gmk = 1,

αfk = 0.1 + |x2
1,d + x2

1,k + x1,dx1,k|,
αgk = 0.01|x1,d + x1,k|+ 0.005|x2,d + x2,k|,

容易检验,它们满足本文的假设. 采用控制律(29)及相
应学习律进行仿真,仿真参数为γ1 = 10, γ4 = 15, γ5
= γ6 = 0.08, v̄ = 80, θ̄ = 30, ϑ̄ = 5. 迭代40次后,仿
真结果如图1–8所示. 图1–2是第40次迭代时的系统状
态情况. 图3–6分别是第40次迭代过程中的状态误
差、滤波误差和修正滤波误差情况. 可以看出,经过
足够多次迭代后,可实现sk在[t1, T ]上的取值为零,
sϕk在[0, T ]上的取值为零. 图7是修正滤波误差随迭
代次数的收敛过程,在该图中, Jk , max

t∈[0,T ]
|sϕk(t)|.

图8是第40次迭代过程中的控制输入情况.

图 1 状态x1及其参考轨迹x1d

Fig. 1 State x1 and the reference trajectory x1d

图 2 状态x2及其参考轨迹x2d

Fig. 2 State x2 and the reference trajectory x2d
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图 3 误差e1

Fig. 3 The error e1

图 4 误差e2

Fig. 4 The error e2

图 5 滤波误差s

Fig. 5 The filtering error s

图 6 修正滤波误差sϕ

Fig. 6 The rectified filtering-error sϕ

图 7 |sϕk|随迭代次数变化的情况

Fig. 7 The variable |sϕk| with respect to iteration

图 8 控制输入u

Fig. 8 The input u

本例表明,利用本文提出的滤波误差初始修正学
习控制设计方法,可以解决含输入死区非参数不确定
系统的初值问题,实现初态误差非零情形下的部分作
业区间精确跟踪.

6 结结结论论论(Conclusions)

本文针对输入环节含死区非线性特性的非参数不

确定系统,分别针对死区斜率下界已知/未知两种情
形,给出相应的滤波误差初始修正学习控制设计方案.
该算法采用鲁棒学习策略处理非参数不确定性和死

区非线性特性. 在任意系统初态情形下,两种设计方
案均可实现滤波误差在预设的作业区间上收敛于零.
方案一适用于死区斜率下界已知情形,方案二在死区
斜率下界已知及未知情形下均适用,但在线计算量比
方案一大.
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