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摘要:具有未知输入的系统的状态估计问题已经在过去几十年里引起了相当的关注. 本文对于线性离散随机系
统提出了一种基于多步信息的输入和状态同步估计方法. 首先,采用多步信息的最小方差方法来获得未知输入. 由
于引入了包含多个时间步骤的扩张状态和测量向量而计算多步信息,使估计结果与一步估计相比减少了对噪声的
敏感性. 其次,利用输入估计值和卡尔曼滤波估计过去和当前的状态. 该方法在未知输入维数等于状态维数时仍然
有良好的估计效果.数值仿真验证了提出的估计方法的有效性. 最后,该方法应用于厌氧消化过程反应罐中的溶解
甲烷和二氧化碳的浓度估计以验证方法的实用性.
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A multi-step input and state estimation for the linear discrete-time
stochastic system and its application to the anaerobic digestion process

KIL Ho-Il1,2, XI Yu-geng1, LI De-wei1†, XUE Lei1

（1. Department of Automation, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China;
2. Department of Automation, Kim Il Sung University, Pyongyang 526--890, DPR of Korea)

Abstract: The problem of state estimation for systems with unknown inputs has received considerable attention during
the past decades. This paper proposes a simultaneous estimation method for inputs and states of linear discrete-time
stochastic systems based on multi-step innovation. Firstly, the unknown input is obtained from the multi-step innovation
with weighted least square estimation. The extended states and measurement vector which consist of multi-step variables
are introduced and used to calculate the multi-step innovation. This novel approach can reduce the impact of the noise on
estimation performance. Secondly, the past and current states are estimated from the input estimate and the Kalman filter.
This method still performs well when the dimension of the unknown input vector is equal to that of the state vector. The
effectiveness of the proposed method is demonstrated through the numerical example. Finally, the method is applied to an
anaerobic digestion process to estimate the concentration of the dissolved methane and the carbon dioxide in the anaerobic
digestion reactor.
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1 引引引言言言(Introduction)
由于它在诸多应用中的重要性,具有未知输入的

线性系统的状态估计问题已经在过去几十年里引起

了相当的关注. 在实际应用中,模型误差或者不可测
的系统输入及扰动可以被视为未知输入. 具有未知输
入的系统的滤波器设计问题可分为两类. 第一:设计
状态滤波器使尽量减小未知输入的影响或者使确保

至少一定的估计性能.这种滤波器叫H2或H∞滤波器

并在实践中广泛应用[1–3]. 第二: 设计滤波器能够同步
估计状态和输入. 本文主要研究了状态和输入的同步
估计问题.

在对未知输入具有先验知识的情况下,将未知输
入向量扩充到状态向量并对其扩张状态采用卡尔曼

滤波是一类常用的对于未知输入的估计方法. 但采用
该方法容易导致扩张状态卡尔曼滤波计算量过大.为
了减少这种计算成本,文献[4–9]采用了解耦状态和输
入的多层次卡尔曼滤波方法.
另一方面,在没有可获得的未知输入的先验知识

时,状态和输入估计问题也引起了一定的关注,如文
献[10–21]. 其中, Kitanidis在文献[10]中提出了一种
线性估计的递归方法. 该方法针对存在未知或非高斯
的系统输入的前提下推导了一个代数约束,然后通过
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最小化状态误差协方差矩阵的迹来进行状态的线性

估计. Hsieh在文献[12]中通过使用双层卡尔曼滤波技
术重新推导了Kitanidis滤波并且提出了一种不受未知
输入影响的鲁棒性双层卡尔曼滤波方案. Steven
Gillijns等在文献[15]中阐述了通过使用最小协方差
无偏滤波方法对线性离散系统的状态和输入进行同

步估计的问题.该方法首先,由一步信息和最小平方
估计得到输入估计值,然后状态估计问题被转化为对
带有相关噪声的系统的标准卡尔曼滤波问题.值得注
意的是,这种方法产生与文献[10]相同的状态更新和
文献[12]相同的输入估计.然而,在该项研究中输入
估计只通过使用当前输出,这导致结果对噪声敏感,
且如果输出向量与未知输入向量的维数相同,则卡尔
曼滤波不能提供状态更新功能.
本文提出了对于从未知输入到输出无直接关联且

已知未知输入的动态演化模型的线性离散时间系统

的状态和输入估计问题,提出了一种改进的基于多步
信息的输入估计方法和递归状态滤波方法. 首先,本
文采用了加权最小方差估计,从多步信息获得未知输
入. 由于引入了包含多个时间步骤的扩张状态和测量
向量而计算多步信息,使估计结果与一步估计相比减
少了对噪声的敏感性. 其次,利用输入估计值和卡尔
曼滤波估计过去和当前的状态. 和文献[15]中的最小
协方差无偏滤波器不同的是,本文的方法即使在输出
向量和未知输入向量的维数相同的情况下仍然可以

获得唯一的最优增量矩阵. 最后,本文讨论了提出的
方法在厌氧消化过程的软测量问题的应用,所需要而
不可测的可溶性组分浓度可以从发酵罐的气相变量

估计出来.

本文的章节安排如下: 第2节给出了问题的描述.
主要的估计方法推导在第3节给出.第4节给出了仿真
结果,显示出了提出的方法在跟踪未知输入时的优越
性能.最后在第5节中讨论了提出的方法在厌氧消化
过程的应用案例.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下带有未知输入的线性离散时间随机时变

系统:

xk+1 = Akxk +Bkdk + wk, (1)

yk = Ckxk + vk, (2)

其中: xk∈ Rn为状态向量, dk∈ Rm为未知输入向量,
yk ∈ Rp为量测向量;过程噪声wk ∈ Rn和量测噪声

vk ∈ Rm为互不相关的零均值白噪声信号,且其非奇
异协方差矩阵分别为Qk∈ E[wkw

T
k ]和Rk∈ E[vkv

T
k ];

矩阵Ak, Bk, Ck为已知的相应维数矩阵,而且 (Ak,

Ck)为可观测的;且初始状态与白噪声过程wk和vk无

关,初始状态x0为一个高斯随机变量且E[x0] = x̂0,

E[(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)
T] = P0.

假设未知输入dk的变化与系统采样时间相比非常

慢. 因此,可以近似建立以下的关系:

dk−i= dmk,N+ wd
k,N , i= 0, 1, · · · , N − 1, k> N,

(3)

其中: wd
k,N为零均值,带有协方差E[wd

k,N(w
d
l,N)

T] =

Qd
k,Nδkl且与白噪声wk和 vk不相关的白噪声序列;

dmk,N为在N个采样时间内的未知输入的平均值.本文
研究的目的是当给出量测向量的序列

Yk = {y1, y2, · · · , yk}

时,最优估计状态xk和未知输入dmk−1,N .

3 滤滤滤波波波器器器设设设计计计(Filter design)
如果未知输入可表示为式(3),则可以想出一个思

路: 从几个观测量来估计输入. 下面给出了基于此思
路的一个滤波器设计方法.

首先,定义扩张状态向量和扩张量测向量分别为

Xk=


xk−N+1

xk−N+2

...
xk

 , Yk=


yk−N+1

yk−N+2

...
yk

 , k>N.

同时定义矩阵Φk , Γk , Hk, Gk为

Φk=


Φk−N+1,k−N

Φk−N+2,k−N
...

Φk,k−N

 , Γk=


Γk−N+1,k−N

Γk−N+2,k−N
...

Γk,k−N

 ,

Hk =


Ck−N+1 0 0

0
. . . 0

0 0 Ck

 ,

Gk =


In

Φk−N+2,k−N+1 In
...

...
. . .

Φk,k−N+1 Φk ,k−N+2 · · · In

 ,
其中:

Φk−i,k−N = Ak−i−1 · · ·Ak−N ,

i = 0, 1, · · · , N − 1,

Γk−i,k−N =
k−i∑

j=k−N

Φk−i,j+1Bj,

因此,可以建立以下的扩张状态方程:

Xk = Φk−1xk−N + Γk−1d
m
k−1,N +

Γk−1w
d
k−1,N +Gk−1Wk−1, (4)

Yk = HkXk + Vk, (5)

其中:
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Wk =


wk−N+1

...
wk

 , Vk =


vk−N+1

...
vk

 .
现在,考虑一个基于多步信息的无偏最小方差滤波器
(multi-step unbiased minimum variance, MSUMV).假
设在k − 1时刻xk−N的无偏估计为x̂k−N |k−1,当时间
间隔在k −N到k − 1上没有输入的作用时的扩张状

态向量为X̂k|k−1,则由式(4)可得

X̂k|k−1 = Φk−1x̂k−N |k−1. (6)

因为未知输入的存在,状态估计X̂k|k−1是有偏差的.
因此,由多步的输出信息可以估计得未知输入的一个
无偏估计

d̂mk−1,N = MkỸk, (7)

其中

Ỹk
∆
= Yk −HkX̂k|k−1 (8)

为多步信息 (multi step innovation)且Mk为需要被确

定的输入估计增益矩阵. 因此,可以获得如下的无偏
状态估计X̂∗

k|k:

X̂∗
k|k = X̂k|k−1 + Γk−1d̂

m
k−1,N . (9)

进而,由系统的可观测性假设,使用卡尔曼滤波器可以
得到xk−N+1|k和xk|k的无偏最小方差估计

x̂k−N+i|k= x̂∗
k−N+i|k +Kk−N+i,k(yk−N+i−

Ck−N+ix̂
∗
k−N+i|k), i = 1, N, (10)

其中Kk−N+i,k(i = 1, N)需要被确定.

由以上推导可以看出,如果步长为1时,如式(6)
–(10)描述的MSUMV滤波器与文献[15]中的UMV滤
波器一致.下面将介绍计算增益矩阵Mk和Kk−N+i,k

的方法.

3.1 输输输入入入估估估计计计增增增益益益矩矩矩阵阵阵Mk的的的计计计算算算(Calculation of
the input estimation gain matrix Mk)
首先,从式(4)–(6)和式(8), Ỹk可以表示为

Ỹk = HkΓk−1d
m
k−1,N + Λk, (11)

其中Λk由下式给出:

Λk =Hk(Φk−1x̃k−N |k−1 + Γk−1w
d
k−1,N+

Gk−1Wk−1) + Vk,

且x̃k−N |k
∆
= xk−N − x̂k−N |k.

将Λk的方差表示为R̃k,则

R̃k = E[ΛkΛ
T
k ] =

Hk(Φk−1Pk−N |k−1Φ
T
k−1 + Γk−1Q

d
k−1,NΓ

T
k−1+

Gk−1Θk−1G
T
k−1)H

T
k + Ωk, (12)

其中: Pk−N |k
∆
=E[x̃k−N |kx̃

T
k−N |k], Θk

∆
=E[WkW

T
k ],

Ωk
∆
= E(VkV

T
k ). 基此,未知输入的UMV估计由如下

定理给出.

定定定理理理 1 对扩张系统(4)–(5)和输入(3),若x̂k−N |k

为无偏,并rankHkΓk−1 = m,则增益矩阵

Mk = [(HkΓk−1)
TR̃−1

k HkΓk−1]
−1(HkΓk−1)

T

(13)

使式(7)为dmk−1,N的UMV估计.

证证证 由Rk > 0可知Ωk > 0,而从式(12)得知R̃k>

0 . 则dmk−1,N的UMV估计结果可以通过高斯–马尔可
夫定理[19]获得. 先用任意一个满足R̃k = LLT的可逆

矩阵L和式(11)得到误差方差为单位矩阵的如下方程:

L−1Ỹk = L−1HkΓk−1d
m
k−1,N + L−1Λk =

L−1HkΓk−1d
m
k−1,N + Λ̄k,

⟨
Λ̄k, Λ̄k

⟩
= I. (14)

其次,使用高斯–马尔可夫定理可计算未知输入dmk−1,N

的最小无偏估计:

d̂mk−1,N = [(L−1HkΓk−1)
TL−1HkΓk−1]

−1·
(L−1HkΓk−1)

TỸk =

[(HkΓk−1)
TR̃−1

k HkΓk−1]
−1(HkΓk−1)

TỸk,

(15)

即未知输入的UMV估计增益矩阵Mk为

Mk = [(HkΓk−1)
TR̃−1

k HkΓk−1]
−1(HkΓk−1)

T.

证毕.

定理1的条件rank HkΓk−1 = m与文献[15]的条
件rank CkBk−1 = m相比,宽松得多.下面给出了一
个例子.

例例例 1 给定一个离散线性时不变系统为

xk+1 =

[
0.9 0.1

0.2 0.8

]
xk +

[
1 1

0 1

]
dk + wk,

yk = [ 1 1 ]xk.

因为rankCB= 1,不能使用文献[15]的方法. 但
是,当N=3时, rankHkΓk−1=[CB CAB CA2B]=

2. 因此能使用定理1得到输入的估计值.

可以看出当N=1时,式(13)中的输入估计增益矩
阵的表达式与文献[15]的MVU滤波器相同.

3.2 卡卡卡尔尔尔曼曼曼增增增益益益矩矩矩阵阵阵Kk−N+i,k的的的计计计算算算(Calcula-
tion of the Kalman gain matrixes Kk−N+i,k)
为了计算得到使状态xk−N+1和xk估计方差最小

的卡尔曼增益矩阵Kk−N+1,k和Kk,k,首先定义d̃mk−1,N
∆
= dmk−1,N − d̂mk−1,N . 从式(7)和式(11)可以得出

d̃mk−1,N = dmk−1,N −MkỸk =

(Im −MkHkΓk−1)d
m
k−1,N −MkΛk = −MkΛk.

(16)
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从式(4)和式(9)可得

x̃∗
k−N+i|k =Φk−N+i,k−N x̃k−N |k−1+

Γk−N+i,k−N
d̃mk−1,N+

wk−N+i−1, i = 1, N, (17)

其中x̃∗
k−N+i|k

∆
= xk−N+i − x̂∗

k−N+i|k. 因此,从式(11)
(16)–(17)可得

x̃∗
k−N+i|k =

A∗
k−N+i,kx̃k−N |k−1 + w∗

k−N+i−1,k, i = 1, N.

(18)

其中:

A∗
k−N+i,k =

Φk−N+i,k−N
−Γk−N+i,k−NMkHkΦk−1, i=1, N,

w∗
k−N+i−1,k =

wk−N+i−1 − Γk−N+i,k−Nw
d
k−1,N−

Γk−N+i,k−NMkHkGk−1Wk−1−
Γk−N+i,k−NMkVk, i = 1, N.

从式(17)可以看出如果 d̂mk−1,N为 dmk−1,N的无偏估计,
则x̂∗

k−N+i|k(i=1, N)均为xk−N+i(i=1, N)的无偏估

计.

现在定义P ∗
k−N+i|k

∆
=E[x̃∗

k−N+i|kx̃
∗T
k−N+i|k],从式

(18)可得

P ∗
k−N+i|k =A∗

k−N+i,kPk−N |k−1A
∗T
k−N+i,k+

Q∗
k−N+i−1,k, i = 1, N, (19)

其中:

Q∗
k−N+i,k

∆
=

E[w∗
k−N+i,kw

∗T
k−N+i,k] =

Qk−N+i−1+Γk−N+i,k−NQ
d
k−1,N(Γk−N+i,k−N)

T+

Γk−N+i,k−NMkHkGk−1Θk−1·
(Γk−N+i,k−NMkHkGk−1)

T+

Γk−N+i,k−NMkΩk(Γk−N+i,k−NMk)
T−

Γk−N+i,k−NMkHkGk−1Θ
T
k−N+i−1,k−1−

Θk−N+i−1,k−1 · (Γk−N+i,k−NMkHkGk−1)
T,

且

Θk−N+i−1,k−1
∆
= E[wk−N+i−1W

T
k−1].

下面,给出了最优卡尔曼滤波增益矩阵使得状态
估计误差方差最小.

定定定理理理 2 对扩张系统(4)–(5)和输入(3),若矩阵
R̃∗

k−N+i,k为非奇异,则增益矩阵

Kk−N+i,k = Z∗
k−N+i,kR̃

∗−1
k−N+i,k, i = 1, N (20)

使式(10)为xk−N+i|k, i=1, N的UMV估计,其中:

R̃∗
k−N+i,k =

Hk−N+iP
∗
k−N+i|kH

T
k−N+i +Rk−N+i+

Hk−N+iS
∗
k−N+i,k + S∗T

k−N+i,kH
T
k−N+i,

Z∗
k−N+i,k = P ∗

k−N+i,kH
T
k−N+i + S∗

k−N+i,k,

S∗
k−N+i,k = −Γk−N+i,k−N

MkΩk,k−N+i,

Ωk,k−N+i
∆
= E[Vkvk−N+i].

证证证 首先,由式(10)可得如下的状态估计误差:

x̃k−N+i|k=(In−Kk−N+i,kHk−N+i)x̃
∗
k−N+i|k−

Kk−N+i,kvk−N+i, i = 1, N. (21)

由x∗
k−N+i|k, i = 1, N为无偏估计,从式(21)可知不管

Kk−N+i,k, x̂k−N+i|k(i = 1, N)均为xk−N+i, i=1, N

的无偏估计.进而,从式(21)可以得到协方差矩阵

Pk−N+i|k = Kk−N+i,kR̃
∗
k−N+i,kK

T
k−N+i,k−

Z∗
k−N+i,kK

T
k−N+i,k−

Kk−N+i,kZ
∗T
k−N+i,k + P ∗

k−N+i,k,

i = 1, N, (22)

进而,因R̃∗
k−N+i,k为非奇异.从式(22)通过最小化矩

阵Pk−N+i,k的迹来易得

Kk−N+i,k = Z∗
k−N+i,kR̃

∗−1
k−N+i,k, i = 1, N.

证毕.
将式(12)用式(20)来替换,误差的协方差矩阵更

新为

Pk−N+1,k = P ∗
k−N+1,k −Kk−N+1,kZ

∗T
k−N+1,k,

i = 1, N. (23)

值得注意的是,不同于文献 [15]中Gillijns和De
Moor等的滤波器,式(20)给出了一个唯一的最优增益
矩阵,这是因为当N > 1时,矩阵R̃∗

k−N+i,k一般为非

奇异的. 因此,未知输入和状态可以由以下迭代算法
进行估计.
算算算法法法 1

步步步骤骤骤 1 由式(6)和式(8)使用无偏估计x̂k−N,k−1,

k > N和测量值Yk计算多步信息向量Ỹk.

步步步骤骤骤 2 由式(13)计算输入估计增益矩阵,并通
过式(7)估计未知输入dmk−1,N .

步步步骤骤骤 3 由未知输入估计值d̂mk−1,N ,式(9)(19)计
算无偏状态估计X̂∗

k|k和误差协方差矩阵P ∗
k−N+i|k.

步步步 骤骤骤 4 由 式 (20)计 算 卡 尔 曼 增 益 矩 阵
Kk−N+i,k(i = 1, N).

步步步骤骤骤 5 由式(10)估计x̂k−N+1,k和x̂k,k,通过式
(23)更新误差协方差矩阵Pk−N+1,k.

步步步骤骤骤 6 返回步骤1.
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4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical example)
为了展示本文所提出的MSUMV方法的优越性,

采用如下的仿真进行验证. 令系统(1)–(2)的系数为

Ak=

 0.1 0.5 0.08

0.6 0.01 0.04

0.1 0.7 0.05

 , Bk=

 0

2

1

 ,
Ck=[ 1 1 0] ,

Qk =

 0.01 0 0

0 0.01 0

0 0 0.01

 , Rk = 0.01.

初始状态为x0 = [1 1 1]T,初始状态估计假设为0,

协方差矩阵为P0=

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

,未知输入为dk=1+

sin(0.025k). 将估计区间的大小设置成N = 5,估计
区间内的输入协方差假设为Qd

k,N = 0.0156 . 笔者选

取了UMV滤波[15]和增广卡尔曼滤波(AKF)来进行比
对,仿真时间设置为300个时间步长,并进行了10次蒙
特卡罗仿真实验. 图1–4显示了未知输入和状态的实
际值和估计值.

图 1 未知输入的实际值和估计值

Fig. 1 Actual and estimated value of the unknown input

图 2 状态变量中第1个元素的实际值和估计值

Fig. 2 Actual and estimated value of the first element of state

图 3 状态变量中第2个元素的实际值和估计值
Fig. 3 Actual and estimated value of the second

element of state

图 4 状态变量中第3个元素实际值和估计值

Fig. 4 Actual and estimated value of the third element of state

从图1–4可以看出本文提出的MSUMV方法对系
统的所有的状态和输入给出了最好的估计效果. UMV
方法因考虑了一步估计而产生了比较大的波动.然而
AKF方法虽然波动比较小,但是偏差比较大.表1为估
计状态和输入的均方根误差,从中可以确认,本文所
提出的方法估计效果最好.

表 1 MSUMV, UMV[15], AKF滤波器的性能比较
Table 1 Comparison of the MSUMV, UMV[15], AKF

filters

参数 MSUMV UMV[15] AKF

d 0.0464 0.0975 0.0970
x1 0.0912 0.1303 0.0962
x2 0.1036 0.1707 0.1120
x3 0.1450 0.1741 0.1498

5 厌厌厌氧氧氧消消消化化化过过过程程程软软软测测测量量量应应应用用用 (Application to
the soft sensing in an anaerobic digestion
process)
厌氧消化过程由于其可以在无氧的环境下将有机

废物转化成沼气的能力,在污水处理和生物能源生产
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上取得了广泛的应用[22–24]. 在厌氧反应中,无机碳和
甲烷的溶解浓度是衡量反应过程中很重要的状态变

量. 比如反应器内部的碳酸氢盐的浓度与反应过程的
稳定度有很大的关系.但是,由于技术或成本因素,通
常不对它们进行在线测量,而是通过离线的化学实验
分析获得. 这对过程的在线监督和控制造成了很大的
障碍.另一方面,对反应器顶部空间的气相变量进行
在线测量是可行的. 所以笔者考虑从在线测量的气相
变量数据,估算出无机碳和甲烷溶解浓度的软测量问
题.在厌氧反应的反应釜中,气相元素的动态演化方
程可以用以下第一厌氧消化模型[22](以下缩写成
ADM1)来描述:

ξ̇gas = f(ξgas, ξsoluble, qgas, T ),

qgas = h(ξgas, T ),

这里:

ξgas =

[
Sgas,ch4

Sgas,co2

]
, ξsoluble =

[
Sch4

Sco2

]
是气相和液相元素相对应的浓度向量, qgas是气体流
量, T是反应器内的温度,下标ch4和co2分别表示甲

烷和二氧化碳, f(·)和h(·)是反映气相转化和气体流
动的非线性方程. 考虑到qgas, Sgas,co2和T可以在线测

量,对上面的方程进行线性化和离散化,可以得到式
(1)和式(2)的线性离散方程,其状态、输出、输入向量
分别为

x =

(
Sgas,ch4

Sgas,co2

)
, y =

(
qgas

Sgas,co2

)
,

u =

(
Sch4

Sco2

)
.

由于溶解物的浓度变化相对本文的测量周期而言,速
度十分缓慢,于是可以利用本文提出的方法来估计甲
烷和二氧化碳的溶解浓度.在估算出溶解的二氧化碳
的浓度后,可以利用下面的公式来计算反应釜内总溶
解的无机碳和碳酸氢盐的浓度:

SIC =
SH+ +Ka,co2

SH+

Sco2,

SHCO3 = SIC − Sco2,

这里: SH+是氢离子的浓度, SHCO3是碳酸氢盐的浓

度, Ka,co2是二氧化碳的酸碱平衡常数. 利用可测的
pH值可计算SH+如下:

SH+ = 10−pH.

为了验证本方法在厌氧消化过程中的应用效果,
利用文献[23]的ADM1基准模型和参数仿真得到了反
应釜内部液相及气相组分的变化数据. 图5显示了其
变化曲线和估计结果.

图 5 厌氧消化反应釜中溶解的甲烷和二氧化碳的估算结果
Fig. 5 The estimation result of the dissolved methane

and the carbon dioxide in the anaerobic

digestion reactor

结果显示,对溶解的甲烷和二氧化碳的估计浓度
可以很好地跟踪上实际的浓度.故本文所提出的方法
可以用来估计厌氧消化反应釜中的未知状态.

6 总总总结结结(Conclusions)
本文提出了一种新的对线性离散时间系统的输入

和状态同步估计方法. 根据系统的信息结构,构建了
一个扩张状态方程. 未知的输入由多步的输出信息和
最小二乘方法来获得,克服了先有的估计方法的结构
性缺点和对噪声的敏感性. 本文中,通过数值算例和
实际过程验证了该方法是一种有效的估计方法.
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