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摘要:本文讨论了一类在有限空间区间内重复运行的不确定运动系统的跟踪控制问题.通过引入空间状态微分
算子和空间复合能量函数,提出了一种空间周期的自适应迭代学习控制算法. 首先利用空间状态微分算子,将系统
从时间域转化到空间域形式. 然后基于空间复合能量函数设计了控制器,利用含限幅作用的参数自适应律逼近系
统中的不确定性,同时引入鲁棒项共同抑制非参数不确定性的影响.通过严格的数学分析,证明了在标准初始条件
和随机有界初始误差两种情况下的跟踪误差收敛性. 最后通过列车仿真进一步验证了该算法的有效性.
关键词: 迭代学习控制;空间运动系统;复合能量函数;系统不确定性;初始状态误差
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Spatial iterative learning control for a class of uncertain motion systems
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Abstract: In this paper, the tracking control problem for a class of uncertain motion systems which are iteratively
running in the spatial domain is discussed. By introducing a spatial state differentiator operator and spatial composite energy
function, a spatial period adaptive iterative learning control algorithm is proposed. First, the spatial state differentiator is
utilized to transform the motion systems from the time formulation to the spatial formulation. Then, the controller is
designed based on the spatial composite energy function. The system uncertainties are learned by the adapting law with
projection operator, and an additional robust item is introduced to work concurrently with the learning mechanism to tackle
the non-parametric uncertainties. With rigorous mathematical analysis, the convergence properties of tracking error are
derived under the identical initial condition and random initial condition within a bound. Finally, a numerical example of a
train tracking control is further provided to illustrate the effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
当系统在有限时间区间内重复进行同一种操作时,

迭代学习控制(iterative learning control, ILC)是一种
适用的控制技术. 迭代学习控制通过重复运行不断修
正控制输入,对各种与迭代次数无关的干扰信号形成
完全抑制作用,使得系统输出在不断迭代过程中逐渐
实现对期望轨迹的完全跟踪. 由于结构简单,对模型
精度要求低等特点,它受到越来越多的关注与应
用[1–5]. 经典的迭代学习控制基于压缩映射原理,着力
于解决非线性系统的轨迹跟踪问题.然而,经典迭代
学习控制局限于全局Lipschitz连续的动力学系统,令
它的适用范围大打折扣. 同时,基于压缩映射原理

的经典迭代学习控制也很难和现有基于Lyapunov的
控制方法相融合,使得其与当今控制理论格格不入.
为了解决这些限制,基于复合能量函数(composite
energy function, CEF)的新迭代学习控制被提出[6]. 复
合能量函数本质上是一种Lyapunov-like函数,它的提
出和应用,使得迭代学习控制能很好的与鲁棒控制、
自适应控制等方法相结合.同时,由于在控制器设计
时引入动力系统的局部Lipschitz项,迭代学习控制突
破了动力学系统必须是全局Lipschitz连续的约束. 在
CEF理论框架下,具有参数不确定性[6]、非参数不确

定性[7–8]、输入不确定性[9]以及状态或输出受限[10]等

系统的学习控制问题得到有效解决.
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现有的迭代学习控制普遍基于系统在时间域上重

复这一前提,即系统反复的在时间区间[0, T ]内执行

跟踪任务.因此,系统的状态、内部不确定性、外部干
扰,都在时间域[0, T ]上具有重复性. 然而,在很多实
际的系统中,系统的这种重复性/周期性并不存在于时
间区间,而存在于空间区间. 例如,火车或地铁总是反
复的从A站开往B站,系统在每次任务过程中经过的
空间位置相同,但经历的时间却不一定相等. 另外,有
很多运动系统不确定性或外部干扰都是空间位置或

系统状态的函数,而非时间的函数. 文献[11]中,卫星
所受到的外部干扰被建模成空间位置的函数. 文献
[12]在研究火车所受空气阻力时指出,火车经过隧道
时受到阻力主要来自车头所受的压力,而压力是火车
位置和速度的函数. 文献[13–14]研究了空中加油对
接控制,受油机在接近加油机并不断尝试对接的过程,
可以视为其相对加油机在空间域上做重复的运动;另
外,受油机所受的尾流气动影响,显然是受油机与加
油机相对位置的函数. 这些运动都具有一个共同的性
质,即空间坐标上具有重复特性,而系统的不确定性
或干扰都是空间位置和状态的函数. 如何将已有基于
时间的迭代学习控制,拓展到基于空间的迭代学习控
制,使该理论能够适用于诸如上述的更多的实际系统,
无疑具有很大的理论价值和实际应用意义.
近年来,基于空间周期的学习控制受到越来越多

的关注. 文献[15]基于运动系统空间位置,研究了初
始状态控制终端状态的迭代学习算法. 文献[16]研究
了三维抛射运动的迭代学习控制.抛射体的终端状态
根据空间位置来定义,并在空间域上提出了迭代学习
算法. 文献[17–19]在研究电机转速控制时,对于系统
中基于位置或速度的未知干扰,采用状态周期重复学
习控制进行自适应补偿.文献[20]研究了旋转机械系
统在具有基于位置的单周期、多周期干扰时,如何利
用空间周期自适应学习控制进行转速控制.文中的系
统周期体现在空间域上,收敛性分析也基于空间域进
行. 文献[21]研究了汽车二维运动的空间学习算法.
文中的期望轨迹在y轴具有周期性,而学习控制算法
根据上一周期空间坐标下的误差来更新下一周期对

应坐标处的控制输入,最终达到完美跟踪性能.
现有的空间学习控制研究,主要是在重复学习控

制框架下,对系统中基于空间位置的参数型不确定性
进行学习补偿.然而,对于在空间域[0, sp]上迭代运行

的实际运动系统,如何充分利用空间周期特性进行空
间迭代学习控制,还鲜有报道. 基于此,本文考虑在空
间区间[0, sp]上重复执行同一操作的运动系统,提出
了基于复合能量函数的空间迭代学习控制算法. 通过
严格的理论证明和实际的列车运行算例证明了算法

的有效性. 文章的主要创新点及工作在于: 1)引入空
间状态微分算子变换,提出空间域形式的复合能量函
数,将已有的时间周期迭代学习控制拓展到空间周期

迭代学习控制; 2)解决了基于空间位置的参数型不确
定性以及基于空间位置和运动速度的非参数不确定

性的学习抑制问题; 3)证明了所提出的控制律能够有
效应对初始状态存在随机误差的情况.
本文组织结构如下: 第2节详细阐述了本文所研究

系统的基本定义、需要的合理假设以及收敛性分析所

需的相关引理;第3节给出了空间迭代学习控制算法,
并对系统参数的有界性和控制误差的收敛性进行了

数学证明;第4节给出了实际验证例子;第5节总结了
全文工作.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下运动系统:
dxi

dt
= vi,

dvi
dt

= θθθT(xi)ξξξξξξξξξ(vi, xi) + b(vi, xi) + ui(t),

(1)

其中: i ∈ N+为迭代次数, xi和vi分别代表系统位置

和速度.在每次迭代过程, xi ∈ [0, sp], sp是系统在终
点处的空间位移. θθθT(xi)ξξξ(vi, xi)是系统中的参数化

不确定性部分,其中: θθθ(xi)∈Rm是未知的与系统位置

相关的连续向量函数, ξξξ(vi, xi) ∈ Rm是已知的基于

系统状态的连续向量函数. b(vi, xi) ∈ R是系统中的
非参数化不确定性部分,满足局部Lipschitz连续,即
|b(vi, x)−b(vd, x)| 6 β(x, vi, vd)|vi − vd|, ∀vi, vd ∈
R+,其中β(x, vi, vd)为已知的非负连续函数. ui(t)是

系统的输入, ui(t) > 0时表示加速,而ui(t) < 0时表

示制动.

为了便于阐述本文提出的基于空间的迭代学习控

制算法,首先给出如下假设和定义.

假假假设设设 1 运动系统速度在整个运行过程中朝一

个方向前进,且速度v > 0.

注注注 1 实际上,很多系统正常运行时都满足此假设. 如

启动后的火车、地铁,定直平飞的飞机,绕地球轨道旋转的卫

星等等. 当运动系统在启动和停止时,可以选择在速度接

近0时切换到其他控制器上.

定定定义义义 1 系统的运行总距离,即空间状态s定义

如下:

s =
w t

0

|dx|
dτ

dτ =
w t

0
|v(τ)|dτ =

w t

0
v(τ)dτ. (2)

注注注 2 根据假设1和定义1可知, s随着时间t增加而单

调递增,两者具有双射关系, s = f(t)存在反函数t = f−1(s).

又有x(0)=0,所以s=x. 因此, v(t)可以表示为关于s的函数

v(f−1(s)),同时系统(1)中的参数都能以s为自变量进行描述.

下文中,将以s代替系统每次迭代过程中的空间位置xi.

定定定义义义 2 考虑运动系统在空间状态s域重复运行,
即每次迭代中s ∈ [0, sp]. sp为系统每次运动的总路
程,定义如下:
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sp =
w Ti

0
vi(τ)dτ, (3)

其中Ti为系统第i次运行过程中,从位置0运动到sp所

用的总时间.

注注注 3 需要注意的是,本文所考虑的Ti可能是迭代变

化的. 系统的周期性存在于的空间状态s域,而非时间t域.为

了充分利用系统在空间上的周期性,抑制基于空间状态s与速

度v的不确定性干扰,采用空间状态微分算子将系统(1)变化

为基于s的空间形式.

定定定义义义 3 定义关于空间状态的微分算子如下:

∇ ∆
=

d

ds
=

1

v

d

dt
. (4)

基于以上假设和定义,利用微分算子(4)可将系
统(1)转化为基于空间状态s的微分形式:

∇vi =
1

vi(s)
(θθθT(s)ξξξ(vi, s) + b(vi, s) + ui(s)),

s ∈ [0, sp]. (5)

期望跟踪信号为
dxd

dt
= vd,

dvd
dt

= hd(vd, xd),

(6)

其中h(vd, xd)是关于速度v和位置x的光滑连续函数.
同样的,利用算子∇可以得到期望跟踪信号的空

间域表达式

∇vd =
hd

vd
. (7)

对应地, vd(s)可通过∇vd在s域积分而得. 此时,系统
变量转化为空间域上的速度v(s),对应的跟踪误差定
义在空间s域上

ev,i(s) = vi(s)− vd(s). (8)

考虑到系统从速度为0开始启动时采用其他控制
律可能带来初始跟踪误差,因此当s = 0时,考虑两种
初始位置误差情况: 一是ev,i(0) = 0,即满足标准初
始条件;二是ev,i(0) = rand(i) · C,其中: rand(i) ∈
[−1, 1], C是误差界限,即初始误差在有界范围内随机
变化.
为了方便下文的控制律设计与收敛性证明,给出

以下引理.

引引引理理理 1[22]

(θj − θ̂j)
2 > (θj − Pθ(θ̂j))

2, (9)

其中: θ̂j= θ̂j(s)表示对第j个参数θj的估计值; Pθ(θ̂j)

表示θ̂j的限幅函数,定义如下:

Pθ(θ̂j) ,
{
θ̂j, |θ̂j| 6 θ∗j ,

sgn(θ̂j)θ∗j , |θ̂j| > θ∗j ,
(10)

其中: sgn(·)为符号函数, θ̂∗j为θ̂j的上限值.进一步,对

于向量θθθ ∈ Rm,有

(θθθ − θ̂θθi)
TΓ (θθθ − θ̂θθi) > (θθθ − Pθθθ(θ̂θθi))

TΓ (θθθ − Pθθθ(θ̂θθi)),

(11)
其中: Γ ∈ Rm×m为对角元素皆大于0的对角矩阵, θ̂θθi
是θθθ的估计值.

引引引理理理 2[7] 对于向量a, b, c和矩阵D,下式成立:

(a− b)TD(a− b)− (a− c)TD(a− c) =

[2(a− b) + (b− c)]
T
D(c− b). (12)

特别地,对于标量a, b, c,上式可以表示为

(a− b)2 − (a− c)2 =

[2(a− b) + (b− c)] (c− b). (13)

在下文中,将使用到关于误差的L2范数,定义为

||ev,i||sp
∆
= (

w sp

0
(ev,i/vi)2ds)1/2. 控制律设计和收敛

性分析都在s域进行. 为了简化表示, s将在不易产生
混淆的情况下省略掉.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本节针对在空间域[0, sp]内重复执行跟踪任务的

运动系统(1),设计空间迭代学习控制律,使得当i →
∞时,系统输出在空间s域内完全跟踪期望轨迹. 在空
间s域设计学习控制算法为

ui = −θ̂θθiξξξi − b̂i + vi
hd

vd
−K1

ev,i
vi

− βiev,i, (14)

θ̂θθi = Pθ(θ̂θθi−1) + Γ
ev,i
vi

ξξξi, θ̂θθ0 = 0, (15)

b̂i = Pb(b̂i−1) +K2

ev,i
vi

, b̂0 = 0, (16)

其中: K1为正的反馈增益系数; K2为正的参数学习系

数; Γ = diag{γ1, γ2, · · · , γm}是表示学习增益系数
的对角矩阵, γj>0, j=1, 2, · · · ,m; θ̂θθi

∆
= θ̂i(s)和b̂i

∆
=

b̂(vi, s)分别是在空间位置s处对参数θ(s)和b(vi, s)

的第i次估计值; ui
∆
=ui(s), ev,i

∆
=ev,i(s), vi

∆
=vi(s),

ξi
∆
= ξ(vi, s),

hd

vd

∆
=

hd

vd
(s), βi

∆
= β(s, vi, vd). 如引理

1, Pθ和Pb代表限幅函数,对Pθ有

Pθ(θ̂) = [Pθ(θ̂1) Pθ(θ̂2) · · · Pθ(θ̂m)]T. (17)

注注注 4 由假设1可知v > 0,因此控制律(14)–(16)中包

含了vi的倒数是可行的. 另外,本文考虑期望速度vd(s) > 0.

当控制过程出现较大误差而导致速度vi减小至趋于0时,控制

律中的ev,i/vi项为负且幅值迅速增大.由式(14)各组成项可

知,这将使控制量ui迅速增大,使运动系统速度vi增加而远离

零点.

注注注 5 从式(33)可以看出,限幅函数的引入能够保证任

意次迭代过程中系统所有变量的有界性. 对于限幅函数的上

界值,可通过多种方法进行估计.首先,可以通过以往的控制

经验进行估计;其次,在实际系统中,不确定性或外部干扰总

是有界的,可以通过硬件的约束或者简单的建模来获取这个
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界限;最后,可以通过选择足够大的数值来作为上界值,而这

并不会影响控制器的性能.

注注注 6 在控制律(14)的设计中,采用因果的学习律对参

数不确定性和非参数不确定性分别进行估计.对于不确定参

数θ,由于已知部分系统信息ξ,因此可以充分利用已知信息

进行参数自适应律(15)的设计;而对于非参数不确定性b,由

于系统信息完全未知,因此在参数自适应律(16)的基础上,必

须额外引入一个鲁棒控制项βiev,i.

定定定理理理 1 在假设1和控制律(14)作用下,运动系
统(1)具有如下性质:
性性性质质质 1 当初始误差ev,i(0) = 0时,系统所有变

量在状态域[0, sp]内有界,系统在整个空间区间[0, sp]

上,有ev,i(s) → 0(i → ∞).
性性性质质质 2 当初始误差ev,i(0) = rand(i) · C,系统

所有变量在状态域[0, sp]内有界. 同时,存在{ev,i}的
子集{ev,ij},对于任意δ>0,当ij→∞时,有∥ev,i∥sp
6 ε. 其中ε =

√
(C2 + δ)/2K1.

注注注 7 在随机初始误差的情况下,迭代学习控制无法

获得渐近收敛的控制性能.性质2指出,随着迭代次数增加,

跟踪误差的L2 范数在绝大多数情况下小于界限ε,仅在有限

次数下会超出这个界限.从下文的证明中可以得出,误差

限ε与初始误差界限C成正比,与反馈增益K1成反比.这表明

反馈系数越大,对于抑制初始随机误差有更好的效果.但在实

际过程中K1的选择也受到物理性能的约束.

证证证 为了分析控制律的收敛性能,设计基于空间s

域的复合能量函数

Ei(s) =

1

2
e2v,i(s) +

1

2

w s

0
θ̃θθ
T

i Γ
−1θ̃θθidτ +

1

2K2

w s

0
b̃2idτ , (18)

其中: θ̃i , θ(s)− θ̂i(s)是参数不确定项的估计误差,
b̃i = bd − b̂i是非参数不确定项的估计值b̂(vi, s)与期

望值bd = b(vd, s)的误差. 这里,将式(18)中CEF右边
3项分别表示为E1

i (s) = (1/2)e2v,i(s), E
2
i (s) = 1/2w s

0
θ̃T
i Γ

−1θ̃idτ , E3
i (s) = (1/2K2)

w s

0
b̃2idτ .

本文的收敛性分析将在空间域s进行,并借鉴基于
时间复合能量函数的收敛性证明思路. 首先,给出
CEF在空间域上的迭代差分形式并推导其递减特性;
然后,证明CEF的有界性;最后,得出在两种初始误差
情况下的跟踪误差收敛性能.

1) CEF差分.
考虑相邻两次迭代过程的CEF差分:

∆Ei(s) = Ei(s)− Ei−1(s) =

1

2
e2v,i(s)−

1

2
e2v,i−1(s)+

1

2

w s

0
θ̃θθ
T

i Γ
−1θ̃θθidτ − 1

2

w s

0
θ̃θθ
T

i−1Γ
−1θ̃θθi−1dτ+

1

2K2

w s

0
b̃2idτ − 1

2K2

w s

0
b̃2i−1dτ =

∆E1
i (s) + ∆E2

i (s) + ∆E3
i (s). (19)

对于∆E1
i (s),有

∆E1
i (s) =

1

2
e2v,i(s)−

1

2
e2v,i−1(s) =w s

0
ev,i(τ)∇ev,i(τ)dτ +

1

2
e2v,i(0)−

1

2
e2v,i−1(s),

(20)

其中∇ev,i是ev,i关于状态s的导数,代入式(5)和式(7),
可表示为

∇ev,i = ∇(vi − vd) =

∇vi −∇vd =

1

vi
(θθθTξξξi + bi + ui)−

hd

vd
. (21)

代入控制律(14),可进一步得到

∇ev,i =

1

vi
(θθθTξξξi + bi − θ̂θθiξξξi − b̂i + vi

hd

vd
−

K1

ev,i
vi

− βiev,i)−
hd

vd
=

θ̃θθ
T

i ξξξi
vi

+
bi − bd + bd − b̂i

vi
−K1

ev,i
v2i

− βiev,i
vi

=

θ̃θθ
T

i ξξξi
vi

+
bi − bd

vi
+

b̃i
vi

−K1

ev,i
v2i

− βiev,i
vi

. (22)

结合式(20)–(22),可得到∆E1
i的表达式为

∆E1
i (s) =w s

0
ev,i∇ev,idτ +

1

2
e2v,i(0)−

1

2
e2v,i−1(s) =

w s

0
ev,i(

θ̃θθ
T

i ξξξi
vi

+
bi − bd

vi
+

b̃i
vi

−K1

ev,i
v2i

−

βiev,i
vi

)dτ +
1

2
e2v,i(0)−

1

2
e2v,i−1(s) =

w s

0

θ̃θθ
T

i ξξξiev,i
vi

dτ +
w s

0

(bi − bd)ev,i
vi

dτ+

w s

0

b̃iev,i
vi

dτ −K1

w s

0

e2v,i
v2i

dτ−

w s

0

βie
2
v,i

vi
+

1

2
e2v,i(0)−

1

2
e2v,i−1(s). (23)

根据假设 1,以及未知项 b(vi, xi)满足局部Lip-
schitz连续,有

(bi − bd)ev,i
vi

6

|(bi − bd)ev,i
vi

| = |bi − bd| · |ev,i|
vi

6
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βi|vi − vd| · |ev,i|
vi

=
βie

2
v,i

vi
. (24)

将式(24)代入式(23),可得

∆E1
i (s) 6

w s

0

θ̃θθ
T

i ξξξiev,i
vi

dτ +
w s

0

b̃iev,i
vi

dτ−

K1

w s

0

e2v,i
v2i

dτ +
1

2
e2v,i(0)−

1

2
e2v,i−1(s). (25)

对于∆E2
i (s),利用引理1和引理2,并代入参数学

习律(15),可以得到

∆E2
i (s) =

1

2

w s

0
θ̃θθ
T

i Γ
−1θ̃θθidτ − 1

2

w s

0
θ̃θθ
T

i−1Γ
−1θ̃θθi−1dτ =

1

2

w s

0
(θθθ − θ̂θθi)

TΓ−1(θθθ − θ̂θθi)−

(θθθ − θ̂θθi−1)
TΓ−1(θθθ − θ̂θθi−1)dτ 6

1

2

w s

0
(θθθ − θ̂θθi)

TΓ−1(θθθ − θ̂θθi)−

(θθθ − Pθ(θ̂θθi−1))
TΓ−1(θθθ − Pθ(θ̂θθi−1))dτ =

1

2

w s

0
(2(θθθ − θ̂θθi) + (θ̂θθi − Pθ(θ̂θθi−1)))

TΓ−1×

(Pθ(θ̂θθi−1)− θ̂θθi)dτ =

−
w s

0

θ̃θθ
T

i ξξξiev,i
vi

dτ − 1

2

w s

0

e2v,i
v2i

ξξξTi Γξξξidτ . (26)

对于∆E3
i (s),有

∆E3
i (s) =

1

2K2

w s

0
b̃2i − b̃2i−1dτ =

1

2K2

w s

0
(bd − b̂i)

2 − (bd − b̂i−1)
2dτ 6

1

2K2

w s

0
(bd − b̂i)

2 − (bd − Pb(b̂i−1))
2dτ 6

1

2K2

w s

0
−2(bd − b̂i)(b̂i − Pb(b̂i−1))−

(b̂i − Pb(b̂i−1))
2dτ =

1

2K2

w s

0
−2b̃i(K2

ev,i
vi

)− (K2

ev,i
vi

)2dτ =

−
w s

0

b̃iev,i
vi

dτ − K2

2

w s

0
(
ev,i
vi

)2dτ . (27)

联立式(25)–(27),可得到CEF差分形式为

∆Ei(s) 6

− (K1 +
K2

2
)
w s

0
(
ev,i
vi

)2dτ +
1

2
e2v,i(0)−

1

2

w s

0

e2v,i
v2i

ξξξTi Γξξξidτ − 1

2
e2v,i−1(s) 6

−K1

w s

0
(
ev,i
vi

)2dτ +
1

2
e2v,i(0)−

1

2
e2v,i−1(s), (28)

其中
w s

0
θ̃θθ
T

i ξξξiev,i/vidτ和
w s

0
b̃iev,i/vidτ项在式 (25)–

(27)相互抵消.
2) Ei(s)的有界性.
在第i次迭代时, Ei(s)关于s的导数为

∇Ei(s) = ∇E1
i +∇E2

i +∇E3
i . (29)

对于∇E1
i ,代入式(15)–(16)(22)和式(24),可得

∇E1
i = ev,i∇ev,i =

ev,i(
θ̃θθ
T

i ξξξi
vi

+
bi − bd

vi
+

b̃i
vi

−K1

ev,i
v2i

− βiev,i
vi

) =

θθθTξξξi
vi

ev,i −
P T

θ (θ̂θθi−1)ξξξi
vi

ev,i −
ξξξTi Γ

Tξξξi
v2i

e2v,i+

bi − bd
vi

ev,i −
βi

vi
e2v,i +

bd
vi
ev,i−

Pb(b̂i−1)

vi
ev,i −K2

e2v,i
v2i

−K1

e2v,i
v2i

6

θθθTξξξi
vi

ev,i −
P T

θ (θ̂θθi−1)ξξξi
vi

ev,i −
ξξξTi Γ

Tξξξi
v2i

e2v,i+

bd
vi
ev,i −

Pb(b̂i−1)

vi
ev,i −K2

e2v,i
v2i

−K1

e2v,i
v2i

. (30)

对于∇E2
i ,代入式(15),有

∇E2
i =

1

2
θ̃θθ
T

i Γ
−1θ̃θθi =

1

2
(θθθT − P T

θ (θ̂i−1)− ξξξTi Γ
T ev,i
vi

)Γ−1×

(θθθ − Pθ(θ̂θθi−1)− Γ
ev,i
vi

ξξξi) =

1

2
θθθTΓ−1θθθ − P T

θ (θ̂θθi−1)Γ
−1θθθ − ev,i

vi
ξξξTi θθθ+

P T
θ (θ̂θθi−1)ξξξi

ev,i
vi

+
1

2
P T

θ (θ̂θθi−1)Γ
−1Pθ(θ̂θθi−1)+

1

2
ξξξTi Γξξξi

e2v,i
v2i

. (31)

对于∇E3
i ,代入式(16),有

∇E3
i =

1

2K2

b̃2i =

1

2K2

(bd − Pb(b̂i−1)−K2

ev,i
vi

)2 =

b2d
2K2

+
P 2

b (b̂i−1)

2K2

+
K2

2

e2v,i
v2i

−

bdPb(b̂i−1)

K2

− bdev,i
vi

+
ev,iPb(b̂i−1)

vi
. (32)

联立式(29)–(32),可得

∇Ei 6
1

2
θθθTΓ−1θθθ − P T

θ (θ̂θθi−1)Γ
−1θθθ+

1

2
P T

θ (θ̂θθi−1)Γ
−1Pθ(θ̂θθi−1) +

b2d
2K2

−
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bdPb(b̂i−1)

K2

+
P 2

b (b̂i−1)

2K2

−K1

e2v,i
v2i

, (33)

其中式中的θθθTξξξiev,i/vi, bdev,i/vi, P
T
θ (θ̂θθi−1)ξξξiev,i/vi,

Pb(b̂i−1)ev,i/vi被相互抵消. 由于θθθ和bd是连续函数,
因此在有限状态区间 [0, sp]内必然有界. 另外,
Pb(b̂i−1)和Pθ(θ̂θθi−1)显然是有界的. 因此,总存在一
个足够大的ev,i,使得∇Ei(s) < 0. 又因为Ei(0)有界,
所以Ei(s)有界. 根据Ei(s)的构造(18),可得到ev,i, θ̃θθi
和b̃i的有界性,进而可得vi, θ̂θθi, b̂i以及ui的有界性.

3) 误差收敛特性.
反复应用式(28),可得到CEF在i → ∞时的表达

式为

lim
i→∞

Ei(s) =

E1(s) + lim
i→∞

i∑
j=1

∆Ej(s) 6

E1(s)− lim
i→∞

K1

i∑
j=1

w s

0
(
ev,j
vj

)2dτ +

lim
i→∞

1

2

i∑
j=1

e2v,j(0). (34)

当ev,j(0) = 0时,式(34)可以表示为

lim
i→∞

Ei(s) + lim
i→∞

K1

i∑
j=1

w s

0
(
ev,j
vj

)2dτ 6 E1(s).

(35)

由 于 E1(s)和 Ei(s)是 有 界 的,因 此

lim
i→∞

1

2

i−1∑
j=1

e2v,j(s)存在且有界. 进而可直接得到

lim
i→∞

e2v,i(s) = 0以及 lim
i→∞

ev,i(s)=0, s ∈ [0, sp]. 从而

完成定理1中的性质1证明.
当ev,i(0) = rand(i) · C时,不能得到误差的一致

收敛特性. 但可以得到定理1中性质2的收敛特性. 采
用类似文献[22]中的反证法进行证明.
假设存在正整数N ,对于任意i > N ,都有∥ev,i∥sp

> ε.
此时,令s = sp,则式(34)可以表示为

lim
i→∞

Ei(sp) 6

E1(sp)− lim
i→∞

K1

i∑
j=1

w sp

0
(
ev,j
vj

)2dτ + lim
i→∞

1

2
iC2 =

E1(sp)−K1

N∑
j=1

w sp

0
(
ev,j
vj

)2dτ +
1

2
NC2−

lim
i→∞

K1

i∑
j=N+1

w sp

0
(
ev,j
vj

)2dτ + lim
i→∞

1

2
(i−N)C2 6

B − lim
i→∞

K1(i−N)ε2 + lim
i→∞

1

2
(i−N)C2 =

B + lim
i→∞

(i−N)(
1

2
C2 −K1ε

2), (36)

其中B = E1(sp)−K1

N∑
j=1

w sp

0
(ev,j /vj)2dτ+

1

2
NC2,

显然B是有界的. 那么对于任意 δ > 0,取 ε =√
(C2 + δ)/(2K1),代入式(36),有

lim
i→∞

Ei(sp)6B+ lim
i→∞

(i−N)(
1

2
C2−K1ε

2)=

B − lim
i→∞

1

2
(i−N)δ. (37)

当i → ∞时,式(37)等号右边表达式将趋于−∞,
从而与Ei(sp)为正数相矛盾. 因此,必然存在{ev,i}的
子序列{ev,ij},对于任意δ > 0,都有∥ev,ij∥sp 6 ε,其
中ε =

√
(C2 + δ)/(2K1). 从而完成了定理1中性质2

的证明.

注注注 8 在考虑随机有界初始误差的情况时,这里证明

了采用本文设计的控制律能够实现跟踪误差在绝大多数迭代

次数时的收敛性能.对于更好的解决存在初始误差的情况,文

献[23–24]等方法都可以被使用,这里不再赘述.

注注注 9 本文在空间域上,沿用了经典时间域迭代学习

控制的证明思路,完成了空间迭代学习控制的证明. 从证明

过程可以看出,当运动系统在空间轨迹具有重复特性时,利用

空间状态的转换算子、学习算法和复合能量函数,能够很好

的处理基于空间位置和系统状态的不确定性干扰,提升控制

系统的跟踪性能.而对于此类系统,传统的时间域ILC是无法

直接应用的.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation examples)
考虑城轨列车[25–26]运动系统动力学模型如下:

ds

dt
= v,

dv

dt
= 10−3g[u− k1 − k2v − k3v

2−

i(s)− 600

R(s)
],

(38)

其中: g = 9.8 m/s2为重力加速度, k1为滚动机械阻
力, k2是其他机械阻力系数, k3表示外部空气阻力系
数. 实际列车运行过程中,系数k1, k2, k3将会受到轨
道机械特性,隧道强气流等影响,会根据列车位置s的

变化而变化,通常采用经验公式进行估算.如CRH3型
列车的k1 = 0.53, k2 = 0.00392, k3=0.000114. i(s)
为线路坡度附加阻力,用坡度的千分位数表示;
600/R(s)为线路弯道附加阻力, R(s)为弯道半径,单
位为m. u = Ft − Fb为作用在列车单位重量上牵引

力Ft和制动力Fb的合力,实际情况下两者不同时作用
于列车.对应式(1),

θ1 = [−k1 − i− 600/R], θ2 = −k2, θθθ = [θ1, θ2]
T,

ξ1 = 10−3g, ξ2 = 10−3g × v, ξξξ = [ξ1, ξ2]
T,

b = k3v
2 × 10−3g.

u = 10−3g(Ft − Fb),在牵引、制动和惰性工况下分
别对应10−3gFt, 10−3gFb和0. 为了验证本文提出的
控制算法,给出θ1, 103 × θ2, 104 × k3的数值如图1所
示.
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图 1 系统未知参数在s域上的变化规律

Fig. 1 The varying character of system unknown parameter

along s domain

非参数不确定性 b满足局部Lipschitz连续,即
|b(v1, s)− b(v2, s)| 6 β(s, v1, v2)|v1 − v2|,其中β(s,

v1, v2) = 3× 10−6(v1 + v2).
期望跟踪轨迹s ∈ [0, 1500], vd(0) = 2, ∇vd以s

的函数形式给出如下:

∇vd(s) =



0.1, 0 6 s 6 200,

−s/800 + 0.35, 200 < s 6 280,

0, 280 < s 6 1350,

−s/500 + 2.7, 1350 < s 6 1400,

−0.1, 1400 < s 6 1500.

对于此类系统,传统的ILC无法直接使用. 这里采
用本文的方法,首先考虑ev,i(0) = 0的情况,并使用
最大跟踪误差绝对值|emax,i|来评判跟踪性能.控制
律(14)–(16)中Γ = diag{6, 8}, K1 = 5, K2 = 5. 图2
给出了|emax,i|跟踪误差沿迭代轴收敛规律.可以看出,
随着不断的学习, |emax,i|快速的收敛至0. 图3给出了
历次迭代过程中跟踪轨迹与期望轨迹图,其中虚线代
表期望轨迹,实线代表历次实际跟踪轨迹. 可见,在迭
代开始时,实际跟踪轨迹与期望轨迹相差较大;而随
着迭代次数增加,未知参数θ和b被逐渐学习,实际跟
踪曲线也会逐渐逼近期望轨迹. 经过20次的学习后,
实际轨迹已经充分逼近期望轨迹.

图 2 ev,i(0) = 0时,最大跟踪误差|emax,i|随迭代次数
收敛特性

Fig. 2 The convergence of |emax,i| versus iteration

number when ev,i(0) = 0

图 3 ev,i(0) = 0时,历次迭代的轨迹跟踪效果
Fig. 3 The trajectory tracking performance in each iteration

when ev,i(0) = 0

考虑 ev,i(0) = rand(i) · 0.5的情况,此时采用
∥ev,i∥sp来评判跟踪性能,控制律参数同上. 仿真结果
如图4–5所示. 从图4可以看出, ||ev,i||sp随着迭代次数
增加而收敛至较低值.图5给出了第20次实际轨迹和
期望轨迹,实线和虚线分别代表v20和vd. 从图5可见,
虽然存在随机初始误差,但是实际轨迹能在短距离内
迅速跟踪上期望轨迹.

图 4 ev,i(0) = rand(i) · 0.5时, ∥ev,i∥sp随迭代次数收敛特性
Fig. 4 The convergence of ∥ev,i∥sp versus iteration number

when ev,i(0) = rand(i) · 0.5

图 5 ev,i(0) = rand(i) · 0.5时,第20次迭代的轨迹跟踪效果
Fig. 5 The trajectory tracking performance in 20th iteration

when ev,i(0) = rand(i) · 0.5

从仿真结果可见,当存在初始随机误差的情况时,
采用所设计的控制律,能够使控制误差随着迭代次数
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增加几乎始终保持在较低水平;另外,初始误差带来
的影响也仅存在于初始跟踪阶段的短距离范围内.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对一类在空间区间重复运动的系统,提出

了空间迭代学习控制算法. 该算法克服了传统ILC必
须具有时间周期的问题,对如何将时间周期ILC拓展
到空间周期ILC进行了一定的探讨. 该算法以系统空
间位置作为周期指标,考虑了基于空间位置的参数型
不确定性和基于空间位置和速度的非参数不确定性,
并研究了初始误差为0以及初始误差在有界范围内随
机变化两种情况. 引入了基于空间状态的微分算子,
将系统从时间域形式转化为空间域形式. 在此基础上,
设计了空间的复合能量函数和迭代学习控制律,并通
过理论证明和仿真实例验证了算法的有效性. 今后,
将进一步研究如何将该算法拓展到空间的多输入多

输出系统中.
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