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摘要:油藏注水开发最优控制问题计算规模大、控制变量与计算网格多,且控制变量与目标函数之间的关系为一
组非线性偏微分方程控制,若直接进行数值求解,对于目前的计算机计算速度和存储空间是个巨大负担. 本文采用
最佳正交分解(proper orthogonal decomposition, POD)方法提出了基于低阶模型的油藏注水开发最优控制问题,这
样,控制变量与目标函数之间的复杂关系被转变为解析函数,仅以少量的POD系数作为优化变量且只需采用非线性
规划方法即可求解,大幅度地降低了原问题的求解复杂度与计算量. 以二维五点井网的一个井组为应用实例进行
仿真研究,结果表明: 基于低阶模型的最优控制问题所求解的最大生产净现值与经典的伴随梯度法相比仅有不超
过2.5%的误差,且计算速度优势极为明显,当网格数为40×40时,计算速度可提高30倍以上,网格数越多,计算速度
优势越明显,当网格数为70×70时,可提速60倍以上.
关键词: 油藏注水开发;最优控制;最佳正交分解;低阶模型;非线性规划
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Simulation study on reduced-order model and optimal control of
water flooding reservoir
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Abstract: Optimal control of water flooding reservoir production is a large-scale optimization problem accompanied
with a great number of control variables and grid blocks, the relationship between control variables and objective function
is governed by a set of nonlinear partial differential equations, it is a great challenge to directly numerically calculate the
optimal control solutions with the current speed and storage space of computer. In this paper a reduced-order model based
optimal control of water flooding reservoir is proposed using proper orthogonal decomposition (POD), the relationship
between the control variables and objective function is transformed into analytic function, thus, only a small amount of
POD coefficients are considered as optimization variables and are determined only using a nonlinear programming method,
which considerably reduces the difficulty and the amount of calculation. The new methodology is approved on a well
group of two dimensional five point well pattern. The results show that the net-present-value (NPV) obtained by the new
methodology is approached to within 97.5% of the NPV obtained by the adjoint-gradient based method, besides, it is quite
fast, where the achieved increase in calculation speed is more than 30 times when the number of grid is 40×40, and the
larger number of grid is, the more obvious the computational speed advantage is, the calculation speed can be increased by
more than 60 times when the grid number is 70×70.

Key words: water flooding reservoir; optimal control; proper orthogonal decomposition; reduced-order model; nonlin-
ear programming

1 引引引言言言(Introduction)
为了最大化油田效益,各大石油公司纷纷提出了

智能油田的概念,其目的就是在生产过程中实时地更
新生产方案,通过智能调控,在原油增产的同时尽可
能减小生产成本. 油田开发最优控制是智能油田的核

心技术之一,即基于最优控制理论[1]实时地调整注采

井的控制参数使得在特定生产周期内的某个目标函

数(通常为生产净现值)取得极值.然而油藏生产优化
是一个复杂的、大规模的优化问题,其控制变量与计

算网格众多,且控制变量与目标函数之间为一组复杂
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的非线性偏微分方程所控制.对于该问题的求解,国

内外学者已提出多种直接数值求解方法[2–7],其中伴
随梯度法是目前公认最有效的[3–5, 7]. 该方法基于求解
目标函数对各控制变量的梯度而逐步逼近最优解. 然
而,求解梯度需要对大量的全阶控制方程进行若干次
正向数值模拟计算以及对一组伴随方程进行若干次

反向模拟计算,每求解一个伴随方程都需要求解一个
维数与模型网格节点数相同的伴随向量,且每个伴随
向量的求解又涉及到维数与网格节点数相同的大尺

度矩阵计算,这对目前的计算机硬件是个巨大的挑战,
对于一个包含106 ∼ 108个网格节点的典型油藏,进
行一次完整的最优控制计算常常需要数天至数周的

时间,甚至出现因计算机内存不足而无法求解的情况.
此外,用于计算生产净现值的各种经济参数,如油价
会因市场因素而发生变化,这也要求对后续生产的最
优控制方案进行实时地更新. 因此,为了更好地将最
优控制理论服务于油藏生产从而促进智能油田技术

的开发与实施,需要寻找一种能够既迅速又足够准确
地求解最优控制方案的计算模型.
最佳正交分解 (proper orthogonal decomposition,

POD)[8]方法是从已知的物理场(由数值模拟或者实验
获得)中提取出一组正交基函数,这些基函数代表了原
物理场的动力学特性,再与Galerkin等[9]投影方法结

合即可实现对原物理系统控制方程的降阶,即建立低
阶模型,这里的“阶”代表每个时间步长内所要求解
变量的个数,利用这种低阶模型可快速地计算出控制
参数变化范围内的任一参数所对应的物理场. 这也是
目前文献中以POD作为降阶工具的主流降阶方法. 通
过该方法, POD已成功服务于许多研究领域,如信号
分析[10]、流体流动与传热[11–14]、结构动力学[15]、工

程中的反问题[16–17]以及过程控制[18–19]等. 其中,文献
[14]针对水驱油藏采用POD建立了低阶模型,并采用
该低阶模型对油、水流动问题进行了快速预测.

本文将POD应用于油藏注水开发问题,在文献
[14]的基础上将低阶模型与最优控制问题相结合提出
了基于低阶模型的油藏注水开发最优控制问题,从而
实现直接对油藏注水开发最优控制问题的降阶. 以二
维五点井网的一个井组为应用实例,结果表明在保证
较高精度的优化结果的同时可大幅度提高求解速度.

2 油油油藏藏藏注注注水水水开开开发发发最最最优优优控控控制制制问问问题题题(Optimal con-
trol problem of water flooding reservoir)

2.1 全全全阶阶阶模模模型型型(Full-order model)
假设岩石和流体均不可压缩,且忽略重力和毛细

管压力,油、水在油藏中流动的全阶控制方程[20],即
全阶模型为

油相:

∇ · (kkro
µo

∇p) + qov = φ
∂so
∂t

. (1a)

水相:

∇ · (kkrw
µw

∇p) + qwv = φ
∂sw
∂t

, (1b)

so + sw = 1, (1c)

式中: 下标o和w分别表示油相和水相; p为流体压力,
Pa; s为流体饱和度,无因次; φ为岩石孔隙度,无因次;
µ为流体粘度, Pa · s;向量k为岩石渗透率, m2; kr为
流体相对渗透率,无因次; qv为流体在单位体积岩石
内的体积流量, 1/s,其中只有有井存在的网格块处取
非零值,且生产井处为负,注水井处为正.
此外,对于生产井,油、水的生产速率由如下产量

公式计算:

qlv = PID · krl
µl

(pwell − pwf), (2)

式中: 下标l表示油相或水相; PID为生产井生产指数,
m2 ·m,对于固定的井,通常为常数; pwell为生产井所

在网格块压力; pwf为生产井井底流压.

2.2 最最最优优优控控控制制制问问问题题题(Optimal control problem)
油田开发的主要目的就是获得最大的经济效益,

本文采用生产净现值(net present value, NPV)作为目
标函数,其表达式为

J =
N∑

n=1

∆tn

(1 + b)tn/365 [
NP∑
i=1

(Poq
n
o,i − PwPq

n
wP,i)−

N1∑
j=1

(PwIq
n
wI,j)], (3)

式中: N为总的模拟时间步数; ∆tn为时间步长; NI和

NP分别为注水井和生产井的数量; qno,i和qnwP,i分别为

第n个时间步长内第 i个生产井的产油速率和产水速

率; qnwI,j为第n个时间步长内第 j个注水井的注水速

率; Po, PwP及PwI分别为油价、产出水处理成本单价

以及注水成本单价; b为年度折现率.
一切与井有关的操作参数均可作为控制变量,本

文选取注水井的注水速率与生产井的井底流压作为

控制变量,这样,第n个时间步长内的控制变量u(n)

为

u(n) = [qnwI,1 · · · qnwI,N1
pnwf,1 · · · pnwf,NP

]. (4)

根据最优控制的一般模型,油藏注水开发最优控
制问题可表示为

max J =
N∑

n=1

∆tn

(1 + b)tn/365 [P
T
o qo(n)− P T

wPqw(n) +

P T
wIqw(n)]. (5)

约束条件:

1) 全阶模型:

油相:

qo(n)=Aop(n)+B(S(n)−S(n− 1)). (6a)
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水相:

qw(n)=Awp(n)+B(S(n− 1)−S(n)), (6b)

p(0) = p0, S(0) = S0. (6c)

2) 产量公式:

油相:

qov(n) = Jo(pwell(n)− pwf(n)). (7a)

水相:

qwv(n) = Jw(pwell(n)− pwf(n)). (7b)

3) 控制变量的取值范围约束:

ulow(n) 6 u(n) 6 uup(n), (8)

其中: 全阶模型为采用有限差分法离散后的,且离散
方程、产量公式以及目标函数均以矩阵形式表示. 向
量p和S的元素为对应于各个网格节点的压力和含水

饱和度, p0和S0为具体的初始条件; A和B为离散方

程中的系数矩阵; qo和qw分别为产油及产水速率; qov

和qwv分别为生产井处的产油和产水速率; pwell为生

产井所在网格块的压力; pwf为生产井井底流压; Jo和

Jw分别为以PID · kro
µo

, PID · krw
µw

为对角元素的对角

矩阵; Po,PwP及PwI分别为以油价Po、产出水处理成

本单价PwP以及注水成本单价PwI为元素的向量,其
中: 对于PwP,只有对应于生产井位置处的元素不为
零,对于PwI,只有对应于注水井位置处的元素不为
零; u(n)为第n个时间步长内的控制变量,且ulow(n)

与uup(n)分别为控制变量的取值下限与上限.

油藏注水开发的最优控制问题可描述为:在控制
变量u(n)满足取值范围约束条件式(8)时,求解使目
标函数J取得最大值的最优控制变量u∗(n)以及相应

的最优状态变量p∗(n)与S∗(n), n = 1, · · · , N .

3 POD技技技术术术简简简介介介(POD technique profile)
以F k(x)=f(x, ti,uj), k = 1, · · · , T×R表示由

数值模拟获得的对应于控制参数uj和时间ti的物理场

样本,其中: i= 1, · · · , T, j = 1, · · · , R. POD的目的
就是从已知样本中提取出一组只与空间变量x有关的

正交基函数 ϕm(x), m = 1, · · · ,M ,从而原物理场
f(x, t,u)可通过式(9)得到重构:

f(x, t,u) = ΦΦΦα, (9)

式中: ΦΦΦ = [ϕ1(x) · · · ϕM(x)],其中的M为截断自由

度,即基函数的数量; α = [α1 · · · αM ]为对应的系数

矩阵,系数αm代表第m个基函数对重构原物理场所

贡献的程度,是控制变量u和时间t的函数,对于已知
的物理场f(x, t,u)可由以下投影公式求得:

αm(t,u) = (ϕm(x), f(x, t,u)), m = 1, · · · ,M.

(10)

3.1 “““快快快照照照”””方方方法法法(Snapshot method)
Sirovich[21]提出的“快照”方法表明POD基函数

可表示为已知样本的线性叠加形式,即

ϕm(x) =
T×R∑
k=1

bkmF
k(x), (11)

式中系数bkm代表第k个样本对构建第m个POD基函
数的贡献程度,可由求解如下特征值问题获得:

Cbk = λkbk, (12)

式中: C为一个T ×R维的对称矩阵; λk为C的第k个

特征值, bk为对应的特征向量. C的每个元素为

Ci,j =
1

T ×R

w
Ω
F i(x)F j(x)dΩ,

i, j = 1, · · · , T ×R. (13)

3.2 能能能量量量最最最优优优性性性(Energy optimality)
特征值λk的大小代表了第k个POD基函数在原物

理场样本中所占据的能量多少,即对重构原物理场所

贡献的程度.现定义参数ξM=
M∑
k=1

λk/
T×R∑
k=1

λk,不难发

现, ξM的大小代表了前M个POD基函数占总能量的
比例.
将特征值由大到小排列,根据“能量最优性”原

则[8–9],仅前M(M ≫T ×R)个特征值便可使参数ξM
接近1. 这样,式(9)仅需采用极少的POD基函数即可
较高精度地重构原物理场.

4 基基基于于于低低低阶阶阶模模模型型型的的的油油油藏藏藏注注注水水水开开开发发发最最最优优优控控控制制制

问问问 题题题 (Reduced-order model based optimal
control problem of water flooding reservoir)

4.1 低低低阶阶阶模模模型型型(Reduced-order model)
将式(9)代入式(6)可得油、水流动的低阶控制方

程,即低阶模型:
油相:

qo(n)=AoΦΦΦpαp(n)+BΦΦΦs(αs(n)−αs(n− 1)).

(14a)

水相:

qw(n)=AwΦΦΦpαp(n)+BΦΦΦs(αs(n− 1)−αs(n)).

(14b)

式中下标p和s分别代表压力和含水饱和度.此外,系
数αp和αs的初始条件为

αp(0) = (ΦΦΦp,p(0)), αs(0) = (ΦΦΦs,S(0)).

基于式(14),原问题的“阶”由全阶模型的2Ne降

为Mp +Ms,故称为低阶模型,其中: Ne为计算所采

用的网格节点数, Mp与Ms分别为压力和含水饱和度

的截断自由度.这样,求解控制参数变化后的物理场,
无需再重新求解全阶模型,而只需采用低阶模型重新
求解一组少量的POD系数.
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4.2 基基基于于于低低低阶阶阶模模模型型型的的的最最最优优优控控控制制制问问问题题题(Reduced-ord-
er model based optimal control problem)
将低阶模型(式(14))代入式(5)得

J =
N∑

n=1

∆tn

(1 + b)tn/365 [A1αp(n) +A2αs(n)−

A2αs(n− 1)], (15)

其中:

A1 = (P T
o Ao − P T

wPAw + P T
wIAw)ΦΦΦp,

A2 = (P T
o + P T

wP − P T
wI)BΦΦΦs.

由式(15)可发现,新的目标函数所包含的变量只
有POD系数αp(n)与αs(n),同样,这里的POD系数也
需满足一系列约束条件.这样,基于低阶模型的油藏
注水开发最优控制问题可表示为

max J = [αp(n),αs(n)], n = 1, · · · , N. (16)

约束条件:

1) 初始条件:

αp(0) = (ΦΦΦp,p(0)), αs(0) = (ΦΦΦs,S(0)). (17)

2) 含水饱和度取值范围约束:

Sc 6 (ΦΦΦsαs(n) 6 1− Sor, (18)

式中向量Sc与Sor的元素分别为对应于各个网格节点

的束缚水饱和度与残余油饱和度.

3) 生产井处的产油和产水速率均为正值:

Dqo(n) > 0, Dqw(n) > 0, (19)

式中D为用于确定生产井所在网格块对应于向量qo

和qw中相应元素的矩阵.

4) 注水井的注水速率取负值且受取值范围约束,
此外,注水井处的产油速率为零

−qmax 6 Eqw(n) < 0, Eqo(n) = 0, (20)

式中: E为用于确定注水井所在网格块对应于向量qw

中相应元素的矩阵;向量qmax的每个元素表示对应注

水井的最大注水速率.

5) 无井的网格块所对应的油、水体积流量均为
零:

Fqo(n) = 0, Fqw(n) = 0, (21)

式中F为用于确定无井的网格块对应于向量qo和qw

中相应元素的矩阵.

6) 注采平衡(任意时间步长内注水量与产液量相
等):

| −Eqw(n)|1 = |Dqo(n) +Dqw(n)|1. (22)

7) 生产井的产油与产水速率的比值受产量公式
约束:

J−1
o Dqo(n) = J−1

w Dqw(n). (23)

8) 生产井井底流压约束:

pmin 6 DΦΦΦpαp(n)− J−1
o Dqo(n) 6 pmax,

(24)

式中: 向量pmin与pmax的每个元素分别为对应生产井

井底流压的最小值与最大值;式中的生产井井底流压
表达式由产量公式(式(7a))反算得出.

基于上述最优控制问题新的表述,目标函数与控
制变量之间的复杂关系被转化为了目标函数与一组

少量POD系数之间的解析函数形式,这样,油藏注水
开发的最优控制问题便可转变为在POD系数αp(n)与

αs(n)满足约束条件式 (17)–(24)时,求解使目标函数
J取得最大值的最优POD系数α∗

p(n)与α∗
s (n),最后再

反算出对应的最优控制变量. 不难发现,这只是个以
少量POD系数为优化变量的非线性规划问题,可由
MATLAB快速求解,大幅度地节省了计算资源与降低
了对计算机性能的需求. 此外,当生产过程中因各种
经济参数变化而需要重新制定后续生产的最优控制

方案时,只需再重新求解一组少量的新的POD系数.

5 应应应用用用实实实例例例(Application example)
本文以二维五点井网的一个井组模型为应用实例

来说明本文所提出的基于低阶模型的油藏注水开发

最优控制问题的具体实施步骤. 为了证明新方法的正
确性与可行性,将其优化结果与一个未优化的参考生
产方案进行了对比. 同时为了体现新方法计算结果的
精确度与计算速度的优势,还将其与经典的伴随梯度
法的计算结果进行了对比.

5.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formation)
模型网格划分为40×40,网格大小为10×10 m,厚

度为10 m;岩石渗透率在x和y方向相等,模型井位与
渗透率场如图1所示,其中: 中心处有一注水井, 4个角
点分别为4个生产井,所有边界均封闭. 岩石及流体均
不可压缩,相关物性参数如表1所示.

图 1 井位与渗透率场

Fig. 1 Locations of wells and permeability fields Fig.
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表 1 岩石及流体物性参数
Table 1 Rock and fluid properties data

参数 取值 单位

孔隙度 0.25 —
油相粘度 7.0 mPa·s
水相粘度 1.0 mPa·s
油相密度 830 kg/m3

水相密度 1000 kg/m3

束缚水饱和度 0.2 —
残余油饱和度 0.8 —
原始地层压力 6.2 MPa
原始含油饱和度 0.8 —
注水井注入指数 12 mm2 ·m
生产井生产指数 10 mm2 ·m

注水井的最大注水速率为360 m3/天,各生产井井
底流压的最小与最大值分别为0.2 MPa与4.5 MPa;此
外,为了方便地将油、水相对渗透率与含水饱和度的
关系代入系数矩阵Ao与Aw中,将相对渗透率曲线拟
合为如下关联式:

kro = 1.874exp(−sw/0.77)− 0.663, (25a)

krw = 0.109exp(sw/0.557)− 0.155. (25b)

为了说明对生产过程中的注采参数实施最优控制

的重要性,本文特意在模型中间设置一条高渗透率带
横穿注水井I与生产井P2,这样若不对生产过程中的
注采参数进行优化控制,则注水一段时间后便发生水
的指进现象,即大部分水只从生产井2流出,其他区域
大量原油得不到驱替,最终严重影响注水开发的经济
效益.如考虑一个未对注采参数进行优化控制的参考
生产方案,即注水速率取定值260 m3/天,生产井井底
流压均取定值2.0 MPa,生产1000 d后的含水饱和度分
布如图2所示,可明显地看出水的指进现象.现采用本
文所提出的新方法对注采参数进行最优化控制.

图 2 未优化的参考生产方案下的最终含水饱和度分布
Fig. 2 Final water saturation for the non-optimized

reference case

5.2 优优优化化化结结结果果果(Optimization results)
本文中,油价为 1780元/m3,产出水处理成本为

330元/m3,注水成本为 165元/m3,年度折现率为 0.1.
时间步长为10天,总的生产时间为1000天.对于图2中
的未对注采参数进行最优化控制的参考生产方案,其
总的生产净现值为2.180×108元.

5.2.1 POD基基基函函函数数数的的的求求求解解解(Solutions of POD basis
functions)

本文中,注水速率在0m3/天∼360m3/天范围内以
50 m3/天为间隔选取了7个值,每个生产井井底流压
(i = 1, · · · , 4)在0.2 MPa∼4.5 MPa范围内从0.6 MPa
开始以0.6 MPa为间隔选取了7个值.为了使POD基函
数尽可能全面地捕捉到原物理场的动力学特性,理论
上样本的数量是越多越好,但对于控制参数较多的情
况存在着巨大的工作量. 如选取上述所有控制参数组
合下的样本,则需要进行75次全阶油藏数值模拟计算,
显然不切实际.为了既能大幅度地降低选取样本的工
作量,又能较全面地捕捉到原物理场的动力学特性,
本文采用正交试验设计的方法[22]来设计控制参数的

组合用于选取样本. 对于本文的5因子7水平问题,只
需49个控制参数组合,如表2所示. 分别计算各控制参
数组合下对应于各时间步长的压力场和含水饱和度

场作为样本,对样本实施POD技术,前5个特征值及其
相应的能量分布如表3所示.

表 2 用于选取样本的控制参数组合方案
Table 2 Control parameter combination scheme for

selecting samples

qw/ pwf1/ pwf2/ pwf3/ pwf4/
序号

(m3 ·天−1
) MPa MPa MPa MPa

1 50 0.6 0.6 0.6 0.6
2 50 1.2 3.6 3.0 3.0
3 50 1.8 2.4 1.2 1.2
4 50 2.4 1.2 3.6 3.6
5 50 3.0 4.2 1.8 1.8
6 50 3.6 3.0 4.2 4.2
7 50 4.2 1.8 2.4 2.4
8 100 0.6 1.8 1.8 4.2
9 100 1.2 0.6 4.2 2.4

10 100 1.8 3.6 2.4 0.6
11 100 2.4 2.4 0.6 3.0
12 100 3.0 1.2 3.0 1.2
13 100 3.6 4.2 1.2 3.6
14 100 4.2 3.0 3.6 1.8
15 150 0.6 3.0 3.0 3.6
16 150 1.2 1.8 1.2 1.8
17 150 1.8 0.6 3.6 4.2
18 150 2.4 3.6 1.8 2.4

(转下页)
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(接上页,续表2)

qw/ pwf1/ pwf2/ pwf3/ pwf4/
序号

(m3 ·天−1
) MPa MPa MPa MPa

19 150 3.0 2.4 4.2 0.6
20 150 3.6 1.2 2.4 3.0
21 150 4.2 4.2 0.6 1.2
22 200 0.6 4.2 4.2 3.0
23 200 1.2 3.0 2.4 1.2
24 200 1.8 1.8 0.6 3.6
25 200 2.4 0.6 3.0 1.8
26 200 3.0 3.6 1.2 4.2
27 200 3.6 2.4 3.6 2.4
28 200 4.2 1.2 1.8 0.6
29 250 0.6 1.2 1.2 2.4
30 250 1.2 4.2 3.6 0.6
31 250 1.8 3.0 1.8 3.0
32 250 2.4 1.8 4.2 1.2
33 250 3.0 0.6 2.4 3.6
34 250 3.6 3.6 0.6 1.8
35 250 4.2 2.4 3.0 4.2
36 300 0.6 2.4 2.4 1.8
37 300 1.2 1.2 0.6 4.2
38 300 1.8 4.2 3.0 2.4
39 300 2.4 3.0 1.2 0.6
40 300 3.0 1.8 3.6 3.0
41 300 3.6 0.6 1.8 1.2
42 300 4.2 3.6 4.2 3.6
43 350 0.6 3.6 3.6 1.2
44 350 1.2 2.4 1.8 3.6
45 350 1.8 1.2 4.2 1.8
46 350 2.4 4.2 2.4 4.2
47 350 3.0 3.0 0.6 2.4
48 350 3.6 1.8 3.0 0.6
49 350 4.2 0.6 1.2 3.0

表 3 压力及含水饱和度的前5个特征值及
对应的能量分布

Table 3 The first five eigenvalues and corresponding
energy distribution of pressure and water
saturation

k 1 2 3 4 5

压力 27440.59 60.41 59.26 8.39 0.28
λk

含水饱和度 354.84 3.48 1.22 0.25 0.13

压力 99.534 99.753 99.967 99.998 99.999
ξM/%

含水饱和度 98.559 99.526 99.864 99.935 99.971

由表3可见,仅前5个基函数便捕捉到了原物理场
样本超过99.9%以上的能量. 在以下的模拟计算中,压
力和含水饱和度的POD基函数数量M均取5.

5.2.2 低低低阶阶阶模模模型型型准准准确确确性性性检检检验验验 (Accuracy test for
reduced-order model)

为了检验低阶模型的准确性,这里考虑一个控制
参数在可变范围内任意变化的生产方案,如图3所示.
采用低阶模型与全阶控制方程同时模拟该生产方案

并比较所得结果的差异.

(a) 注水速率变化曲线

(b) 生产井井底流压变化曲线

图 3 用于检验低阶模型准确性的生产方案
Fig. 3 Production case to examine the accuracy of

reduced-order model

为了定量地检验精确度,定义相对误差E为

E =
|f − fR|2

|f |2
× 100%, (26)

式中: | · |为向量的2--范数, f为全阶控制方程所求解
的物理场, fR为低阶模型所求解的物理场.

图 4给出了相对误差E随时间变化的曲线,由图 4
可见,在整个生产周期内,低阶控制方程均能给出较
高的求解精度.对于含水饱和度,平均相对误差为
1.631%,而对于压力,平均相对误差仅为1.030%. 说
明当控制参数在可变范围内任意变化时,所求解的
POD基函数仍可多次重复使用. 图5给出了1000 d时
采用低阶控制方程所求解的含水饱和度场与采用全

阶控制方程所得结果的对比,由图可见,它们并不存
在明显差异.
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图 4 压力和含水饱和度的相对误差

Fig. 4 Relative error of pressure and water saturation

(a) 全阶控制方程求解结果

(b) 低阶模型求解结果

图 5 最终含水饱和度场的对比

Fig. 5 Comparison of final water saturation

5.2.3 优优优化化化结结结果果果(Optimization results)
优化后的最优控制参数如图6所示. 优化后的最终

含水饱和度如图7所示,相比图2,水的指进现象得到
了明显的改善,注入水较均匀地驱替着原油向生产井
前进,产出了更多的原油.

(a) 最佳注水速率

(b) 最佳生产井井底流压

图 6 最优控制参数

Fig. 6 The optimal well controls

图 7 优化后的最终含水饱和度

Fig. 7 Final water saturation for the optimized case

经过优化后的累计产油量、产水量及注水量如图8
所示,累积生产净现值如图9所示. 由图8可见,尽管优
化后的累积注水量增加,其增幅为6.917%,使得注水
成本增加,但累积产油量有较大幅度增加,与优化前
相比增加了11.497%,而累积产水量几乎无明显变化,
这使得生产净现值也有较大幅度地增加,最终优化后
的生产净现值为2.483×108元,与优化前相比增加了
13.899%.
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图 8 优化前后的累计产液量及注水量
Fig. 8 Cumulative fluid injection and production before and

after optimization

图 9 优化前后的累积生产净现值
Fig. 9 Cumulative NPV before and after optimization

5.3 低低低阶阶阶与与与全全全阶阶阶优优优化化化结结结果果果对对对比比比(Comparison of op-
timization results for reduced-order and full-
order models)
为了对比基于低阶模型的最优控制问题所求解精

度与计算效率,本文还采用了经典的伴随梯度法对上
述油藏模型进行了优化. 这里只给出了伴随梯度法的
优化结果,具体实施过程可参见文献[7]. 图10给出了
伴随梯度法的迭代求解过程,经过18次迭代以后结果
达到收敛,其中收敛精度为c=0.1%,即当前迭代层次
的NPV与上一次迭代层次的NPV之差小于c时,结果
达到收敛.
表4给出了基于低阶模型的最优控制问题与伴随

梯度法所求解的最终生产净现值,由表4可见,它们的
结果相当接近,前者达到后者的97.5%以上. 此外,为

了对比它们的计算效率,表4也给出了两种优化方法
达到2.483×108元生产净现值时所需的计算时间,由
图10可见,为达到该值,伴随梯度法需8次迭代.本文
所采用计算机的CPU内存为8.00 G,频率为3.30 GHz.
由表4可见,新方法比伴随梯度法快30倍以上. 其中,
新方法的计算时间不包含采集样本及求解POD基函
数过程所耗时间,因这些过程与算法主体所占用的计
算机内存不冲突,可离线进行,且对于生产过程中因
各种经济参数变化而需要对后续生产的最优控制方

案进行在线实时更新时, POD基函数无需重新求解,
可重复使用.

图 10 伴随梯度法的生产净现值
Fig. 10 NPV vs. number of iterations for the adjoint-based

gradient methodology

表 4 基于低阶模型的最优控制问题与
伴随梯度法优化结果对比

Table 4 Comparison of optimization results for
reduced-order model based optimal
control problem and adjoint-gradient
based methodology

优化方法 NPV/万元 计算时间/s

基于低阶模型的

最优控制问题
24830 516

伴随梯度法 25408 17654

为了进一步展示新方法计算效率的优势,表5还给
出了不同网格数下的优化结果对比. 由表5可见,计算
网格数越多,计算速度优势越明显,当网格数为 70×
70时,比伴随梯度法快60倍以上. 同时,表5的结果也
表明: 在不同网格数下,两种方法所求解的最优生产
净现值误差均未超过2.5%.

表 5 不同网格数下两种方法的优化结果对比
Table 5 Comparison of optimization results for two methodologies under different grid numbers

NPV/万元 计算时间/s
优化结果

伴随梯度法 基于低阶模型的最优控制问题 伴随梯度法 基于低阶模型的最优控制问题

50×50 25488 24922 24760 584
60×60 25532 24990 34668 658
70×70 25566 25066 47892 736
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6 结结结论论论(Conclusions)
本文采用POD技术提出了基于低阶模型的油藏

注水开发最优控制问题,基于该方法,油藏注水开
发最优控制问题被转化为了一个仅以少量POD系
数作为优化变量的非线性规划问题.以二维五点井
网的一个井组为应用实例,优化结果表明:

1) 优化结果能够较大幅度地提高油藏注水开发
的生产净现值,与本文中未优化的参考生产方案相
比,生产净现值增加了13.899%,证明了该方法的正
确性与可行性;

2) 与伴随梯度法相比,优化结果仅相差不到
2.5%;

3) 相对于伴随梯度法,当网格数为40×40时,可
提高计算速度30倍以上,且计算网格数越多,计算
速度优势越明显,当网格数为70×70时,可提高60倍
以上. 该方法为促进智能油田技术的开发与实施提
供了理论支撑,作为一种有效的辅助手段具有一定
的推广和应用潜力.
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