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摘要: 多旋翼飞行机器人具有良好的飞行稳定性,受到了越来越多的关注. 而在某些特殊应用中,如:从较大飞
行器上实施空投、瞬态失稳恢复等,往往需要多旋翼飞行机器人从一个高度不稳定的非零初始状态安全、快速地切
换到稳定飞行模态,这就是所谓的大范围镇定控制问题.解决该问题面临的主要困难是如何在调节过程中避免飞行
机器人进入到输入饱和区,从而引起周期旋转运动,导致系统完全失控.本文针对该问题,以四旋翼飞行机器人为
例,详细分析了控制输入约束形式,并对6自由度模型进行了适当简化,构建了二维平面下考虑控制输入约束的非线
性动力学模型;在此基础上,基于控制Lyapunov函数概念,提出了一种改进的广义逐点最小范数控制策略,构建了输
入约束下的四旋翼飞行机器人大范围镇定控制器. 该方法具有明确的解析控制结构,所设计的控制器满足四旋翼
飞行机器人的全部控制输入约束. 仿真结果表明,对比常规的线性化控制策略,该方法能在考虑控制约束的前提下
避免控制器失效,实现四旋翼飞行机器人的大范围渐进稳定.
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Abstract: The multicopter flying robot has been a hot topic due to its excellent stability, and is attracting ever-increasing
attention. In some particular applications, such as: delivering a multicopter from a large aircraft, and recovery from transient
instability, there is the necessity for the multicopter to switch from a highly instable and non-zero initial status to a safe and
stable flight status immediately, and this is so-called large scale stability control problem. The main difficulty in this control
scenario is to avoid the actuator saturation in the adjustment process, which casuses the periodic spin and out of control
of the quadrotor. To cope with this problem, taking quadrotor flying robot as research object, the control constraint is first
analyzed. A simplified model is obtained from a 6-degree-of-freedom (6--DOF) model, and a two dimension nonlinear
dynamic model is extracted with considering the control input constraint. Based on the Lyapunov function, an improved
generalized point-wise min-norm control strategy is designed, and the large scale stability of quadrotor with input constraint
is achieved. The introduced method possesses analyze control structure, and successes in stabilizing the quadrotor with
actuator constraint. The simulation results in constrast with the regular linear control strategy show that the designed
controller with the control constraint manages to stabilize the quadrotor in large scale.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着四旋翼的潜能不断被挖掘,依托传统固定翼

飞行器将四旋翼进行远程投递以实现快速,远距离近
地操作成为一种极具吸引力的应用. 而“大初始状态”
下的四旋翼镇定控制问题正是面向这种应用场景的

关键理论问题.所谓“大初始状态”,指的是四旋翼远
离平衡点的状态,它具有大速度、大姿态角的主要特
点. 目前,尚无上述实际系统投入使用,但是与之相似
的概念却很早就出现. 其中最为典型的是依托大型运
输机利用降落伞将物资远程投递到目标地点,这种方
式被广泛应用于军事领域.这种运输机与降落伞结合
构成的新系统充分利用了二者的优势. 具体说来,大
型固定翼运输机具有续航时间长、航程远、载重量大

等优点,但是由于它必须保持一定速度以维持正常飞
行,因此无法完成近地面的精细操作.降落伞可以从
高空到地面持续工作,一定程度上弥补了运输机的不
足,但是降落伞是一种被动的飞行器,其运动精度较
低,只能通过降低高度获取水平运动,因此,降落伞只
能进行低精度、短时间的工作.与降落伞相比,四旋翼
飞行器具有更大的灵活性. 它体积小,结构简单,易于
携带,并且具有驱动装置且噪声较低,可以执行投递、
低空侦查、跟踪等近地精细操作任务.对某些特殊任
务,成本较低的四旋翼飞行器甚至可以作为一次性器
材使用,而无须回收.在空投新系统的应用中,为了避
免子母机相撞,被投放的子机四旋翼应该在被释放一
定时间之后开始工作,因此,四旋翼从被投放到进入
正常工作状态之间的阶段称为过渡阶段. 投放时,作
为母机的固定翼飞机具有一定的高度且水平速度较

大,会导致四旋翼在启动的时刻具有较大的初始速度
和不确定的初始角度,作为驱动器输出受限的四旋翼
系统,在上述情况下容易进入驱动饱和而失去稳定,
所以如何在过渡阶段对四旋翼进行稳定控制是以四

旋翼为子机的空投系统亟需解决的问题.
关于四旋翼“大初始状态”下的镇定控制问题,目

前尚无相应的理论研究成果可以借鉴,只能从四旋翼
已有的研究中获得一些经验. 最早的四旋翼飞行器出
现于1907年,限于当时的驱动技术和控制技术,这种
飞行器早期发展缓慢且无重大突破. 20世纪末,微机
电系统 (micro-electro-mechanical system, MEMS)技
术和控制技术的快速发展,使得小型化的四旋翼自主
飞行成为可能.早期的四旋翼飞行器研究多集中在四
旋翼模型和近平衡点的控制[1–4]. 为了尽可能地发挥
四旋翼的潜在能力,科研人员在诸多方面对四旋翼控
制进行了更为深入的研究.其中,拓展四旋翼在高机
动领域的飞行能力成为当前的研究热点之一.在此类
应用场景中,四旋翼的非线性凸显,驱动器约束对系
统稳定的影响和规划轨迹可行性的影响也变得重要.
文章[5]将系统模型进行线性化,将非线性部分看做扰
动,用鲁棒控制方法实现了近平衡点的姿态控制.文

章[6]将自动学习机方法引入四旋翼机动控制当中,
相比其他学习方法有更快的收敛速度和较小的计算

开支. 文章[7]通过迭代学习的方法,不断优化状态期
望值,最终得到高精度大机动飞行效果.文章[8]将翻
滚动作参数化,通过迭代学习不断优化参数,实现时
间最优的翻滚机动.学习方法虽然在线计算量较小,
但限于固有的试错机制,难以应对非重复性的工作,
在面对新的应用场景时适用性差. 为了避免内外环耦
合所带来的影响,一些学者将研究重点放在具有全驱
动特点的内环达机动控制上[9–10]. Wang等人[11]采用

了切换控制策略,成功的实现了四旋翼的翻滚动作.
但控制策略中的切换状态点依然需要经验来设计,缺
乏普适性. 宾西法尼亚和苏黎世联邦理工学院在四旋
翼大机动控制研究领域做了大量的工作. Kumar
等人[12] 利用空间几何关系推导了四旋翼的驱动力与

轨迹的关系,在驱动器约束下采用二次规划(quadratic
programming, QP)方法进行轨迹优化,实现了四旋翼
穿越狭窄的通道. Hehn等人[13]着重研究了二维平面

内的四旋翼动力学模型,采用Bang-Bang控制方法进
行数值求解以获得四旋翼从任意状态到另一个状态

的时间最优转换.以上方法可以有效求解最优控制问
题,但无法解决具有大初始状态的更高维系统的稳定
控制问题.特别是在有外界扰动的情况下,这种严重
依赖模型精度的方法计算量大,难以在线实时求解.
因此,针对四旋翼空投应用存在的问题,亟需提出一
种有效的、实时性好的控制方法,在线求解面对大初
始状态下的四旋翼镇定控制问题.
在空投应用中,四旋翼控制器主要有两个目标:第

1,尽快对四旋翼进行减速控制,防止与地面相撞;第2,
在过渡阶段保持四旋翼系统稳定. 针对目标1,四旋翼
要产生较大的垂向拉力以快速减小初始状态下的大

偏差;针对目标2,要求留有一定的驱动器余量以保证
系统稳定. 两个目标的同时满足会引起对驱动器有限
资源的竞争. 这里的有限资源可以理解为带有约束的
驱动力. 因此,在过渡过程中,控制器最主要的任务是
在带有约束条件的驱动力范围内选取能够同时满足

上述两个目标的控制量. 对于非线性系统,约束往往
会导致解析解难以获得,从而面临更大的计算量. 理
想的办法是离线处理非线性因数,在线选取理想的控
制量.
针对上述的带有约束条件的非线性系统求解问题,

何玉庆等人[14]提出了一种新的鲁棒控制Lyapunov函
数,并且提出了一种广义逐点最小范数控制方法来处
理输入输出非线性约束问题.控制Lyapunov函数是一
种非线性系统控制器设计方法. 与传统的Lyapunov函
数设计控制器方式不同,控制Lyapunov函数不采用试
错的方法,它的设计过程更为直接,也被称为直接法,
本文即采用控制Lyapunov函数方法,根据四旋翼驱动
器约束的特点,离线处理控制输入约束. 首先,对四旋
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翼模型进行反馈线性化处理,并设计反馈线性控制器;
其次,在线计算反馈线性控制器的控制量,并作为引
导函数;最后,在实际控制中在线计算稳定区中与引
导控制量范数最小的点作为实际控制量. 为充分发挥
四旋翼驱动能力,减小解析解带来的驱动可选区域缩
小的问题,利用控制器可选区域为凸集的特点,设计
控制量的选择方法,在不显著增加计算量的前提下改
善控制器的性能.
本文构成如下: 第2部分阐述了四旋翼的基本原理

和驱动器耦合特点,并将系统的全状态模型在二维空
间进行简化;第3部分采用广义逐点最小范数控制方
法对大初始状态下的四旋翼系统进行控制器设计;第
4部分为仿真实验.

2 动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamics model)
2.1 四四四旋旋旋翼翼翼飞飞飞行行行机机机器器器人人人动动动力力力学学学建建建模模模(Quadrotor dy-

namics model)
本文采用的北东地(north-east-down, NED)大地坐

标系作为参考坐标系.如图1所示: NED坐标系是以飞
行器起始点oe为坐标原点的右手坐标系,其3个坐标
轴由原点出发分别指向北方、东方和地心;机体坐标
系obxbybzb是固定于机体的坐标系,它以飞行器质
心 ob为原点, obxb由机体原点指向机头, obyb由机体
原点指向飞行器右方, obzb由机体原点指向飞行器下
方; xp表示四旋翼的位置,它是从大地坐标系原点到
机体原点的矢量. 四旋翼的4个驱动器沿顺时针方向
依次编号为1, 2, 3, 4,它们分别安装在机体的obxb轴

正向、obyb轴正向、obxb轴反向、obyb轴反向上.
本文的四旋翼动力学模型基于如下假设:
a) 四旋翼的结构部分完全刚性;
b) 四旋翼结构及质量分布是完全对称的;
c) 相对气流对螺旋桨拉力及力矩影响相对于驱

动力及力矩本身是可以忽略的;
d) 忽略驱动器哥氏力效应.
基于上述假设,一个四旋翼飞行机器人的动力学

模型可用如下方程来描述:

ẋ = vx,

ẏ = vy,

ż = vz,

v̇x=(−sinψ sinϕ−cosψ sin θ cosϕ)Ftotal/m,

v̇y=(cosψ sinϕ−sinψ sin θ cosϕ)Ftotal/m,

v̇z=mg−(cos θ cosϕ)Ftotal/m,

ϕ̇ = p+ q sinϕ tan θ + r cosϕ tan θ,

θ̇ = q cosϕ− r sinϕ,

ψ̇ = q sinϕ/ cos θ − r cosϕ/ cos θ,

ṗ = (Iyy − Izz)qr/Ixx + τp/Ixx,

q̇ = (Izz − Ixx)pr/Iyy + τq/Iyy,

ṙ = (Ixx − Iyy)pq/Izz + τr/Izz,

(1)

式中: x, y, z为导航坐标系下的三轴位置; vx, vy, vz为
相应的线速度; ϕ, θ, ψ为3个欧拉角,即: 横滚角、俯仰
角、航向角; p, q, r为三轴角速度; Ixx, Iyy, Izz为3个
轴的转动惯量; m为机器人总质量; Ftotal为机器人

的4个旋翼产生的总升力; τp, τq, τr为3个力矩.

图 1 四旋翼结构示意图

Fig. 1 Structure of the quadrotor

2.2 控控控制制制输输输入入入约约约束束束分分分析析析 (Control input constraints
analysis)
在大初始状态下,控制器往往会有较大的控制输

出以镇定系统,而在实际的物理系统中,驱动器的输
出是有约束的,大初始状态条件下的镇定控制容易使
得系统进入驱动饱和,进而威胁系统的稳定性,因此,
要分析四旋翼的控制约束. 令lpc为质心到驱动器拉力
线的距离. 在垂直平面的动力学上,螺旋桨转速的平
方到驱动力和力矩的关系式可以简化为式(2):(

Ftotal

τp

)
=

(
cthr cthr

−lpccthr lpccthr

)(
Ω2

1

Ω2
3

)
. (2)

对于每个驱动器, 0 6 Ω2
i 6 Ω2

lmt,其中Ωlmt为驱

动器最大转速.根据螺旋桨转速与拉力扭矩的映射关
系,得到螺旋桨拉力约束下的拉力扭矩约束关系在F
− τp平面上的投影,如图2所示. 从此图中可以直观的
观察到控制输入的几个特殊值:当控制输入为最大值
时,每个驱动器的最大拉力为Ftotal/2,而其最小值为
0;控制输入达到最大的扭矩时,一个驱动器产生最大
拉力,而相对的驱动器产生的拉力为0;在两个驱动器
均为最小值或者均为最大值时,驱动器能产生的扭矩
为零,这是造成线性控制器在某些条件下失效的根本
原因,这一点将在下一节用仿真结果详细说明.

图 2 菱形外轮廓表示驱动饱和形式

Fig. 2 Actuation constrain of a 2 dimension quadrotor model



162 控 制 理 论 与 应 用 第 34卷

2.3 动动动力力力学学学模模模型型型简简简化化化(Simplified dynamics model)
在大初始状态条件下,垂向的速度位置和姿态是

关键的状态,这是由于前者关系到系统的安全,后者
关系到系统能否进入后续的正常飞行状态. 对于高度
对称的四旋翼,二维平面内的动力学在大机动飞行状
态下具有代表性. 这里,假设抛投的全过程中滚转角
和滚转角速度、航向角和航向角速度在初始状态下为

零并且在整个抛投过程中均由控制器进行很好的镇

定控制.即,将上式中的横滚角、航向角、obyb轴的速
度、位置设定为零. 由于obxb轴运动不影响系统镇定,
在新的动力学中不考虑obxb自由度.则将动力学简化
为如下形式:(

z̈

θ̈

)
=

(
g − F cos θ

τ /Iyy

)
+

(
∆1

∆2

)
, (3)

其中: z为垂向位置, θ为俯仰角, g为重力加速度.将

系统中未建模因素和四旋翼在飞行过程中受到空气

的非标称反作用力记为扰动: ∆1为垂直自由度受到的

扰动, ∆2为俯仰自由度受到的扰动.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
本节将首先介绍控制Lyapunov函数的概念,然后

介绍基于控制Lyapunov函数的广义逐点最小控制策
略,最后在此基础上,对四旋翼大范围镇定控制器进
行设计.

3.1 控控控制制制李李李雅雅雅普普普诺诺诺夫夫夫函函函数数数简简简介介介(Introduction of co-
ntrol Lyapunov function)
控制Lyapunov函数是对常规非线性系统稳定性分

析中常用的Lyapunov函数概念的推广,它可以直接用
在非线性控制系统的稳定控制器设计,得到了诸多学
者的高度关注[15–16].

ẋ = f(x, u), (4)

其中: x ∈ R代表系统状态量, u ∈ R是系统控制输入;
在系统状态的某个子区域D ⊂ R中利用反馈控制将
系统状态镇定到x = 0.

控制Lyapunov函数是一个连续可微的正定函数
V : D → R,并且∀x ̸= 0, ∃u,

V̇ (x, u) = ∇ · f(x, u) < 0.

如果该控制Lyapunov函数对于系统(4)满足

inf
u∈U

sup
ω∈W (x)

[
∂V

∂x
f(x, ω) +

∂V

∂x
g(x, ω)u+

1

2γ2

∂V

∂x
q(x, ω)qT(x, ω)

∂V T

∂x
+

1

2
h(x, ω)hT(x, ω)] < 0, (5)

则是鲁棒控制Lyapunov函数.

3.2 广广广义义义逐逐逐点点点最最最小小小范范范数数数控控控制制制[14](Generalized point-
wise min-norm control)
对于如下系统:

ẋ = f(x, ω) + g(x, ω)u+ q(x, ω)∆,

y = h(x, ω),

u ∈ U (x) ⊂ Rm,

ω ∈ W (x) ⊂ Rp,

(6)

其中: x为系统状态量, y ∈ Rt为控制输入量; u ∈ Rt

为系统的控制输入, ω∈Rp为系统的不确定参数, ∆∈
Rr为外界扰动项, f , g, q, h为拥有相应维数足够光滑
的函数, U (x), W (x)为控制约束集合不确定参数约

束集.

如果V (x)为控制约束集合不确定参数约束集. 是
系统的一个局部鲁棒控制Lyapunov函数,并且U (x),
W (x)为控制约束集合不确定参数约束集. 满足如下
条件:

1) 不确定约束W (x)为一个连续的集值映射,并
且对任意的x ∈ Dc1/Dc2, (Dc

∼= {x|V (x) 6 c})为非
空紧集;

2) U (x)为下半连续的闭凸值映射,闭映射;

3) ξ(x)是状态x的连续函数.
则下列结论成立:

存在一个整定连续的值函数a(x),使得下列不等
式成立:

inf
u∈U

sup
ω∈W (x)

[
∂V

∂x
f(x, ω) +

∂V

∂x
g(x, ω)u+

1

2γ2

∂V

∂x
q(x, ω)qT(x, ω)

∂V T

∂x
+

1

2
h(x, ω)hT(x, ω)] < −a(x). (7)

如下控制器(鲁棒广义逐点最小范数控制):

u(x) = argmin
u∈KV(x)

||u− ξ(x)||, (8)

s.t. sup
ω∈W (x)

[
∂V

∂x
f(x, ω) +

∂V

∂x
g(x, ω)u+

1

2γ2

∂V

∂x
q(x, ω)qT(x, ω)

∂V T

∂x
+

1

2
h(x, ω)hT(x, ω)] 6 −a(x), (9)

u ∈ KV(x),

其中:

KV(x) := LV(x) ∩ U (x) =

{u ∈ U (x)|h(x, u) 6 −a(x)},

ξ(x)为x的连续函数.

LV(x) :=
{
u ∈ Rt|~(x, u) 6 −a(x)

}
,

~(x, u) = ~1(x, ω̄) + ~2(x, ω̄)u,
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~1(x, ω̄) =
∂V

∂x
f(x, ω̄) +

1

2γ2

∂V

∂x
q(x, ω̄)qT(x, ω̄)

∂V T

∂x
+

1

2
hT(x, ω̄)h(x, ω̄),

~2(x, ω̄) =
∂V

∂x
g(x, ω̄),

在区域Dc1/Dc2中连续,并且能使系统(3)从扰动输入
到输出有限增益L2稳定且增益小于γ.

广义逐点最小范数是一种针对有输入约束的非线

性不确定系统的鲁棒控制方法. 它具有其他鲁棒控制
器有效应对被控系统中不确定参数和外部干扰的一

般特性. 并且由于引入“引导函数”,能同时灵活考虑
各种控制性能指标.

3.3 四四四旋旋旋翼翼翼飞飞飞行行行机机机器器器人人人的的的大大大范范范围围围镇镇镇定定定控控控制制制(Large
scale stability control of the quadrotor)
针对简化的四旋翼系统(3)设计满足(8)的控制器:

1) 控制器可行域分析.

首先,对控制器可行域进行分析,即,离线分析保
证系统稳定性的可行控制区域KV(x): KV(x) ∼=
LV(x) ∩ U (x),其中U (x)为系统的控制量约束,由
第2.1小节分析得,其为图3中菱形部分,即反斜线所
示部分. LV(x)为~1+a(x) + ~2u 6 0所覆盖的区域,
在本系统中为~1 + a(x)+~2u = 0所标示的直线l5及

其以下的半个平面,即斜线所示部分. 所以KV(x)为

二者交集,即,图中正反斜线相交部分.文献[10]将控
制器约束简化为圆形,以找到控制器(8)的解析解.这
样简化的结果是减小了驱动器的驱动范围,即缩小了
驱动器约束. 在控制器设计中,利用驱动器约束范围
是凸多边形这一优势,不对控制器约束进行简化使得
系统的驱动器得到最大程度的发挥. 由于四旋翼的驱
动器约束是个菱形,是凸多边形, KV(x)是由直线与

凸多边形的交集,所以KV(x)依然是多边形.

图 3 控制量描述

Fig. 3 Discription of control input

2) 引导函数设计.

广义逐点最小控制的优点在于可以设计引导函数

来按需求改善控制器性能.这里ξ(x)为利用反馈线性
化方法设计的控制量. 为了着重说明大初始镇定控制
问题,本文忽略不确定干扰项∆.

非线性系统的Lyapunov函数难以直接获得,这里,
我们将原系统反馈线性化,得到原系统等价的如下线
性系统(10):

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0



x1

x2

x3

x4

+


0 0

1 0

0 0

0 1


(
v1
v2

)
,

(10)

其中:

v1 = g− Ftotal cosx3/m,

v2 = τp为虚拟控制量. 实际控制量为

ξ(x)=[Ftotal τp]
T
.

针对线性化系统设计线性控制器,记虚拟控制量
为uv. uv = [v1 v2]

T,{
v1 = −k1x1 − k2x2,

v2 = −k3x3 − k4x4,
(11)

其中k1, k2, k3, k4分别为内外环的反馈系数. 由此得
闭环系统:

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0

−k1 −k2 0 0

0 0 0 1

0 0 −k3 −k4



x1

x2

x3

x4

 . (12)

根据反馈线性化得的系统设计如下形式的

Lyapunov函数:
VLyap = xTPx, (13)

其中x = [x1 x2 x3 x4]
T.

3) 求取实际控制量.

根据引导函数ξ(x)与凸多边形构成的区域的关系

可以分为两种情况进行讨论.

第1种情况: 对于ξ(x) ∈ KV(x),根据式(8)可得u
= ξ(x).

第2种情况: 对于 ξ(x) /∈ KV(x),根据式(8)可知,
实际控制量u为凸多边形区域KV(x)内距离引导函数

ξ(x)最近的一个点. 如果采用文献[10]中的方法,在
区域KV(x)中求取一个内接触圆(命其为KV(x)),则
由于CV(x) ⊂ KV(x),控制量的可选范围大大缩小,
削弱驱动器的发挥. 这种情况在图4中Pc4点等各边端

点附近最为明显.

为了避免削弱控制器潜在能力的情况发生,这里
利用KV(x)是图集的特点,分段求得解析解.
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图 4 实际控制量计算示意

Fig. 4 Calculation of actual control input

首先,待求点一定在多边形KV(x)的边上. 可以用
反证法简单证明.

证证证 如果Pfake是待求点,线段Pfakeξ(x)一定与

KV(x)边相交,命交点为Pcross,那么Pcross与ξ(x)距

离更短, Pfake不是待求点. 其次,利用简单的几何关系
可以得到,待选点一定在ξ(x)到各边的垂足和KV(x)

各角点之中.

经过简单的解析几何计算可得引导函数ξ(x)到第

直线i的垂足点的坐标:

Pfi = (
Bi

2ξx −AiBiξy −AiCi

Ai
2 +Bi

2 ,

−A
B

ABξy −B2
i ξx −AiCi

Ai
2 +Bi

2 − C

B
).

对于两直线i, j:{
Aix+Bjy + Ci = 0,

Ajx+Bjy + Cj = 0,

其交点为

Pij =

(
AiCjBi −AjCiBi

A2
iBj−AiAjBi

− Ci

Ai

,
AjCi −AiCj

AiBj −AjBi

).

以l0与l1, l4相交为的情况例,假设引导函数 ξ(x)

在F−τ平面中的坐标为(ξx, ξy). 令第i条线段所在直
线表示为li: Aix+Biy+Ci=0. 其斜率为k=−Ai/Bi.
线段的端点为 Pil 和 Pir,单位向量 n⃗i(k/

√
1 + k2,

−1/
√
1 + k2)为其法向向量且指向区域外,沿直线的

单位向量为l⃗i(1/
√
1+ k2, k/

√
1+ k2), ξ(x)在线段i上

的垂足为Pf i
,则ξ(x)在KV(x)外部,可以表示为, ∃i,

使得
−−−−→
Pfiξ(x) · ni>0, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

−−−−→
Pfiξ(x)的单

位向量为ξ⃗if : (k/
√
1+ k2,−1/

√
1+ k2). 令从线段两

端点到 ξ(x)的向量为
−−−−→
Pilξ(x),

−−−−→
Pilξ(x)的单位向量分

别为

ξ⃗il : (
ξx − xPil

(ξx − xPil)
2
+ (ξy − yPil)

2 +

ξy − yPil

(ξx − xPil)
2
+ (ξy − yPil)

2 )

和

ξ⃗ir : (
ξx − xPir

(ξx − xPir)
2
+ (ξy − yPir)

2 +

ξy − yPir

(ξx − xPir)
2
+ (ξy − yPir)

2 ),

记β为矢量n, l之间的夹角

u(x)=



ξ(x)ξ(x) ∈ KV(x),

Pilβn⃗i,ξ⃗il
+ βn⃗4−i,ξ⃗il

=

βn⃗4−i,n⃗î
(n⃗i · n⃗4−i) · ξ⃗il > 0,

Pfiβn⃗i,ξ⃗il
+ βl⃗i,ξ⃗il

=

βl⃗i,n⃗î
βn⃗i,ξ⃗ir

+ βl⃗i,ξ⃗ir
= β−l⃗i,n⃗i

,

Pirβn⃗i,ξ⃗il
+ βn⃗i+1,ξ⃗il

=

βn⃗i+1,n⃗î
(n⃗i · n⃗4−i) · ξ⃗ir > 0.

(14)

控制器的连续性对系统稳定性有影响,下面分两
种情况证明控制器的连续性:

1) 穿越边界情况: 即引导函数穿过KV(x)边界线

的情况. 不失一般性,设ξ(x)竖直向下运动,即ξx为常

数,则ξ(x)运动轨迹与直线交点为(ξx,
−Aξx− C

B
),

代入ξ(x)到Ax +By + C = 0,垂足纵坐标

yPfi
=

−ABξx +A2ξy −BC

A2 +B2
.

设交点为(ξxf , ξyf), lim
ξy→−Aξx−C

B

=
−Aξx − C

B
,所以uy

左连续.同理可证ux连续.
当ξy 6 ξyf , ξyf = ξ(x)y,显然右连续.

uy=

yPfi
=
−ABξx+A2ξy −BC

A2 +B2
, ξy > ξyf ,

ξ(x)y, ξy 6 ξyf ,

uy连续得证.
2) 跨越区域情况: 假定ξ(x)沿图4中虚线轨迹运

动,以P0l为中心, τ做极轴. ξ(x)可以表示为pξ(θ),
pξ(θ)是θ的连续函数

由于坐标变换不改变连续性,为方便分析,令l0的
倾角为θ0 = 0,那么θn5 = π/2, θn4 = π/2,

ux =

{
pξ(θ)× cos θ, 0 < θ 6 π/2,
0, π/2 < θ 6 θn4.

由于pξ(θ)有界, lim
θ→π/2

pξ(θ) cos θ=0,所以连续.

同理,可证uy连续.至此,得证.

4 仿仿仿真真真(Simulations)
本节针对大初始状态下的四旋翼控制问题进行仿

真实验. 仿真实验 1采用的是普通线性控制器,仿真2
采用的是针对四旋翼设计的广义逐点最小范书控制
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器,仿真3采用仿真2的结果数据描述了载机投放多旋
翼并撤离和多旋翼从大初始状态到最后镇定的完整

过程. 仿真结果表明,普通线性控制器无法镇定大初
始条件下的四旋翼,而本文提出的算法可以有效镇定
大初始状态下的四旋翼.为了便于读者理解,本文最
后给出了仿真场景的示意图(见图10),图中数据为仿
真数据.
本文采用的四旋翼模型参数如表1所示,四旋翼参

数为实际物理系统指标范围内的数值.仿真程序采用
MATLAB语言编写, MATLAB程序运行于内存为
4 GB的笔记本电脑.

表 1 四旋翼机体参数
Table 1 Quadrotor parameters

名称 m/kg Iyy/(kg ·m2) Ωlmt/(r ·min−1)

数值 0.7 0.06 7100

名称 lpc/m cthr ctorq

数值 0.2 1.356e–5 3.391e–7

4.1 仿仿仿真真真1: 不不不考考考虑虑虑驱驱驱动动动器器器约约约束束束的的的反反反馈馈馈线线线性性性化化化控控控
制制制器器器(Simulation 1: Feedback linearization co-
ntrol without considering control constraints)
采用线性控制器

v(x) = [v1 v2]
T
= Ke,

其中:

K =

[
k1 k2 0 0

0 0 k3 k4

]
,

e = xd − x为偏差量. xd = [x1d x2d x3d x4d]
T,为

期望值.对于本应用场合,期望值均为零. 仿真实验中
控制器参数k1= 1, k2= 2, k3 = 1, k4 = 2. 实际控制
量Ftotal = (g − v1)m/ cosx3, τp = v2.

初始状态分别为z0 =−0.5m, v0= 10.55m/s, θ0
= 31.5◦/s, q0 = 11.46◦/s.

图 5 普通线性控制器驱动器力及力矩输出

Fig. 5 Control output of normal linear controller

图 6 普通线性控制器下系统垂直自由度状态变化

Fig. 6 States in z axis with normal linear controller

仿真1结果表明,当系统的初始速度大于一定值
时,普通线性控制器会产生较大的垂向控制力. 根据
控制力与驱动器驱动力之间的映射关系,当该力大于
Fmax时,驱动力矩为零(见图5),导致姿态不可控.随
着姿态角θ的增大,垂向合拉力(mg − Ftotal cos θ)变

大并持续增大垂向偏差进而加大控制力的期望,从而
使得驱动力矩持续为零,进而垂向反馈的饱和问题将
变成不可恢复的,进入一种“互锁”的状态,最终导致
系统失控(见图6). 简单的解决策略是独立控制内外
环,正如目前多数开源控制器采用的方法. 在大姿态
角的情况下独立控制内环,待姿态角较小时再控制外
环(位置,速度环),这种控制的缺点是控制器切换时机
需要人为确定,增加了系统设计的不确定性. 在恶劣
初始条件下,切换策略可能变得异常复杂而使得该方
法丧失推广的价值.

4.2 仿仿仿真真真 2: 广广广义义义逐逐逐点点点最最最小小小范范范数数数控控控制制制器器器(Simulation
2: Generalized point-wise min-norm control)
设计广义逐点最小范数控制器参数,通过试凑方

法,求得满足AP + PA = −Q的正定矩阵P :

P =


8 2 0 0

2 4 0 0

0 0 8 2

0 0 2 4

, Q =


4 0 0 0

0 12 0 0

0 0 4 0

0 0 0 12

.

为显示两种控制器的控制效果的差别,本仿真中系统
的初始状态与对比仿真实验相同.在本仿真实验中,
加入频率为 60 Hz,幅值为 7.5*10−2 N的纵向正弦扰
动力和同频率幅值为7.5*10−3 N·m的正弦扰动扭矩.
图 7显示了驱动输入在控制过程中的变化,粉紫

色“o”代表不考虑控制约束的线性控制器的控制输
入,即通过反馈线性化方法计算得的ξ(x) = [Ftotal

τp]
T. 图中横向蓝色线为各个时间点l0的部分线段. 该

线与菱形相交点亦为备选点. 红色“*”为采用该方法
最终计算所得. 可以直观看到,实际控制量一直处于
蓝线与其下的菱形部分的交集中. 特别当粉紫色
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“o”,即引导函数在菱形区域外时,实际控制量在交
集的边界上,且在交集的所有点中,该点与引导函数
之间距离最近.这也是广义逐点最小范数控制器的优
点所在. 即,在保证整体稳定性情况下极大地趋近了
引导函数的控制效果.尤其与前一仿真实验相比,系
统的整个运行过程中,驱动力没有进入到前述对比实
验中出现的“卡死”点,系统没有进入“互锁”状态.

图 7 引导函数和实际控制量变化
Fig. 7 Guiding function and actual control input

粉紫色“o”轨迹是引导函数在F − τ平面的轨迹,
红色“*”轨迹是实际输入量在F − τ平面的轨迹. 由
于全部倾斜线段数量过多,在原图中显示过于密集,
影响观察,图中只选取3条倾斜线段作为示意. 相应的
引导函数值用大号粉紫色“o”标示,对应的实际控制
量用大号方框标示.

与简单线性控制器陷入驱动饱和进而系统发散相

比,所设计的广义逐点最小范数控制器能有效镇定大
初始状态下的四旋翼系统.图8显示了四旋翼内外环
的状态变化情况,其中姿态环在大约第15 s被镇定,
位置环镇定过程较长,在200 s前后镇定.从上述结果
可以看出,为保证系统的稳定,控制器会对不同状态
量的镇定过程进行自动协调,以部分状态的收敛时间
为代价换取系统的稳定.

图 8 垂向位置镇定

Fig. 8 Vertical position stabilization

图9显示了镇定过程中合拉力与扭矩的变化过程.
在第0.3 s前后合拉力达到最大值,与此同时,扭矩变
为零. 与图6所示的仿真1情况不同,系统的状态在第
1.2 s前后退出驱动饱和的状态,继续进行有效控制.

图 9 控制器力输出

Fig. 9 Force output of controller

4.3 仿仿仿真真真 3:“““大大大初初初始始始状状状态态态”””下下下多多多旋旋旋 翼翼翼镇镇镇定定定过过过程程程
(Simulation 3: Stability process of multicopter
with large initial states)
图10依据仿真2的结果数据描述了载机投放多旋

翼并撤离和多旋翼从大初始状态到最后镇定的完整

过程. 由于大型固定翼飞行器不适于在低空飞行,投
放点往往距离地面较高,此例中设置投放高度约为
205 m. 由于固定翼飞行器有最小速度限制，且安全
飞行高度较大,投放之后多旋翼在投放之初处于大初
始状态,这使得多旋翼驱动器容易进入驱动饱和状态,
进而威胁系统的稳定性. 从图10中可以看到,本文所
采用的控制方法在多旋翼进入驱动饱和后能顺利退

出饱和状态,将多旋翼控制到常规的飞行状态.

5 结结结论论论(Conclusions)
针对大初始状态下的四旋翼镇定问题,本文将四

旋翼动力学模型简化为关键的二维平面下的动力学

模型. 引用广义逐点最小范数控制方法同时对两个维
度的目标控制器进行镇定设计.通过仿真对比试验发
现,普通线性控制器在一定大初始条件下出现垂向自
由度和俯仰角自由度“互锁”的现象.进入“互锁”状
态的两个自由度均无法进行控制器的有效控制.仿真
结果表明,本文提出的方法能在带有控制约束条件下
有效的稳定内外环,从理论上保证了系统的稳定性.
并在系统垂向控制中引入了改进的控制策略.在未来
的工作中,将着重分析全状态下驱动器动力学约束表
达方法,并基于此表达设计全状态控制器,研究全状
态稳定控制方法.
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图 10 载机投放及四旋翼镇定示意图

Fig. 10 Delivering and the stability of the quadrotor
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