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摘要: 研究有强连通子图拓扑结构的有向多智能体系统领导者选择及可控包含控制问题.根据网络拓扑结构,智
能体被分为两类: 单元智能体和一般智能体.首先设计强连通子图中个体组成的单元智能体的一致性协议实现各
个单元的一致;后由单元智能体和一般智能体构成新的拓扑结构,结合复杂网络可控性理论与二分图最大匹配算
法确定满足网络可控的最少领导者集合,并为所有智能个体设计相应的控制协议,驱使跟随者渐近收敛到多个领导
者组成的动态凸包中,从而实现网络的可控包含控制.仿真结果验证了理论分析的正确性.
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Controllable containment control of multi-agent systems with
strongly connected sub-graph
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(School of Electrical and Automation Engineering, East China Jiaotong University, Nanchang Jiangxi 330013, China)

Abstract: In this paper, the leader selection and controllable containment for given topology that has strongly connected
sub-graph of directed multi-agent systems is investigated. According to the topology structure, the agents are classified into
two categories: unit agents and general agents. Firstly, the consensus protocol of unit agents in the strongly connected
graph is designed to achieve consensus of each unit; Secondly, a new topological structure is constructed by unit agents
and general agents. Combining the complex network controllability theory with the algorithm of bipartite graph maximum
matching to determine the minimum leader set satisfying the network controllable. Then the corresponding control protocol
is designed for all agents, which drives all followers to asymptotically converge to the dynamic convex hull spanned by the
leaders, so as to the controllable containment control of the whole network is realized. Finally, the simulation results are
provided to illustrate the correctness of the theoretical analysis.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,多智能体一致性研究受到了越来越多学

者的关注. 一致性问题作为分布式协同控制的一个重
要研究方向,主要任务是设计控制协议,使系统能够
通过局部信息交互在关键信息上达成一致,最终达到
理想的一致性状态. Olfati-Saber, Ren等最早对于一致
性问题展开了研究工作[1–3]. 根据领导者个体数目的
不同,一致性问题可划分为以下几种情况: 无领导者
一致性、一致性追踪(领导--跟随一致性)、多领导者一
致性. 在实际应用中,无领导者一致性已得到深入的
研究[4],关于单领导者一致性的研究,文献[5–6]做了
较为详细的介绍.

多智能体协同控制已取得了众多优秀的研究成

果[7],而包含控制作为一种特殊的多领导者协同控制
近年来更是发展迅速[8–16]. 所谓包含控制是指一组跟
随者在多个领航者的引领下,实现并保持在由领导者
所围成的最小几何空间(凸包)中运动.包含控制在多
智能体处理危险物资、敌区搜索、火灾营救以及合作

运输等任务中有大量的潜在应用. Ji Cao等[8–9]最早展

开了相关课题的研究.文献[10]研究了拉格朗日系统
包含控制问题,并提出了基于神经网络的包含控制协
议.文献[11–12]考虑了噪声环境下的多智能体包含控
制,两篇文章分别引入了衰减增益法和时延增益法来
抑制噪声并实现有限时间包含. Su等[13–14]研究了输
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入饱和情况下的多智能体包含控制,提出了两种低增
益反馈方法求取系统的半全局状态反馈量和输出反

馈量,并据此设计控制协议实现系统的包含控制.文
献[15]和文献[16]分别针对分阶异质群体和基于输出
反馈调节的全异质群体的包含控制进行了研究.
随着多领导者一致性的研究,人们发现多智能体

系统能控性是一个非常重要且具有实际意义的课题.
系统能控性是指通过对网络中某些领导者个体施加

外部控制输入,网络中其它跟随者个体能够通过智能
体之间的相互作用,由任意的初始状态达到预期的最
终状态. Tanner于文献[17]中最早提出多智能体系统
的能控概念并建立了相应模型. 文献[18]研究了高阶
系统的能控性,并证明了二阶、高阶系统能控性等价
于单阶系统且系统能控性不受个体自身动态性能影

响,完全由拓扑图决定. 文献[19]进一步研究了网络
的结构可控性问题.在能控性模型的基础上,学者们
又研究了领导者角色对系统能控性的影响.文献[20]
从代数和图论的角度研究了无向图中满足系统能控

的一些领导者选取方案.文献[21–22]分别研究了有向
离散系统和时延系统中满足可控的领导者选择方案.
文献[23]针对各种不同的系统建立了统一的能控性模
型,并探讨了不同系统中满足系统可控的最少领导者
个体选取问题.文献[24]将可控性与包含控制相结合,
针对二阶有向网络包含控制中的领导者选择进行了

研究.文献[25]进一步研究了有向加权通信拓扑的线
性异构多智能体系统的可控性问题,并证明了异构多
智能体系统的可控性是由其交互拓扑图决定的.

考虑到带有强连通分支有向多智能体系统时,其
网络的可控性问题将变得更加复杂. 之前的研究方法
将不再完全适用. 鉴于此,本文对带强连通分支多智
能体系统的可控包含控制问题进行了研究,文中根据
网络的拓扑结构把智能体分为两类: 单元智能体和一
般智能体,首先确定网络中强连通子图中的单元智能
体,并为其设计相应的控制协议实现各个单元的一致,
后应用图论中二分图最大匹配算法确定新拓扑结构

中满足网络可控的最少领导者个体,并为所有个体设
计相应的控制协议,驱使跟随者个体渐近收敛到领导
者个体组成的动态凸包中,实现网络的可控包含控制.

2 预预预备备备知知知识识识(Some preliminaries)
在现代控制理论中,系统可控性是反映输入对系

统状态的控制能力的一般概念. 给定一个线性定常控
制系统

ẋ=Ax(t) +Bu(t), x ∈ RN , u ∈ RM , (1)

其中A和B分别为系统矩阵和输入矩阵. 如果对于任
意给定的初态x(0) = x0和终态xf ,都存在控制输入u

和有限时刻t′使得x(t′) = xf ,就称系统(1)是可控的.
可控性一个经典的充要判据是对应的可控性矩阵满

秩,表示为

rankQc
∆
= rank(B,AB, · · · , AN−1B) = N. (2)

对于多智能体系统而言,网络的可控性一般是指:
通过对网络中某些领导者个体施加外部控制输入,网
络中其他跟随者智能体能够通过个体间的相互作用,
由任意的初始状态达到预期的最终状态.
现将系统 (1)视为由N个节点组成的有向网络G

= (V,E)的状态方程,矩阵A = {aij|i, j ∈ [1, N ]}表
示网络中节点的邻接关系, E = {(xi, xj)|aij ̸= 0}表
示网络中节点间的边集,如若节点i能够接受到节点j

的信息,有aij > 0. x(t)=(x1(t), x2(t), · · · , xN(t))
T

表示N个节点在 t时刻的状态,矩阵 B = {bij|i ∈
[1, N ], j ∈ [1,M ]}表示节点与外部控制信号的连接
关系, u(t)=(u1(t), u2(t), · · · , uM(t))T为t时刻M个

节点的输入控制信号, bij = 1表示节点i上施加信号

uj(t). 智能体网络中有向路径是一系列边集所形成的
序列,表示节点之间的连接关系.如果一个有向网络
中至少有一个智能体到其他任意智能体都存在一条

有向路径,那么就说这个有向图中存在有向生成树.
在有向图G中,若任意两个节点i, j,都存在一条有向
路径起始于 i终止于 j,则图G为强连通图. 若图G′为

图G的强连通子图,则称G′为G的强连通分支. 本文
中假设节点不存在自环.

假假假设设设 1 网络拓扑结构中含有一棵有向生成树,
即网络中至少存在一个智能体到其他任意智能个体

都有一条有向路径.

引引引理理理 1[26] 若有向图G为强连通图,则其对应的
邻接矩阵A是不可约的.
对于N阶矩阵A而言,如果存在一个排列阵P使

得PTAP为一个分块上三角阵(PT为P的转置),就称
矩阵A是可约的;否则称矩阵A是不可约的. 矩阵A经

过任意的初等变换,去除掉不可约子矩阵的行列后剩
下的子矩阵为矩阵A的最大可约部分.
在此引入图Ḡ(Ā)为图G(A)的子图,且Ḡ(Ā)所对

应的邻接矩阵Ā为A的最大可约子矩阵,则称Ḡ(Ā)为

图G(A)的缩聚图.

引引引理理理 2 [2] 图G对应的Laplacian矩阵为L,记L的

特征值为λ1(L), λ2(L), · · · , λi(L). 若图G为强连通

图且满足假设1,则L的非零特征根的实部均大于零

且L的0特征值对应的特征向量rT满足rT1=1.

引引引理理理 3 [19] 有向网络中,完全控制该网络所需的
最少输入或驱动节点选取取决于网络中的最大匹配.
所谓最大匹配是指:给定一个二分图G(A), M ′为

图G(A)边集的一个子集,如果M ′满足当中的任意两

条边都不依附于同一个顶点,则称M ′是一个匹配,图
中包含边数最多的匹配称为图的最大匹配.

定定定义义义 1 令C是实向量空间V ⊆ RN的集合,如
果对于任何z ⊆ [0, 1]和集合C中任何x, y都有点(1−
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z)x+zy在集合C中,则对于V中点X={x1, · · · , xN}
的凸包是指包含X中所有点的最小凸集,用Co{X}
表示,则

Co{X} = {
N∑
i=1

aixi|xi ∈ X, ai ∈ R,

ai > 0,
N∑
i=1

ai = 1}.

定定定义义义 2 对一有向图G(A),假设其有k个强连通

分支,记为G′ = (G′
1, G

′
2, · · · , G′

k),则G′中的智能体

称为单元智能体 (unit agent, U--agent),其他智能体为
一般智能体 (general agent, G--agent);为方便后文论
述,这 k个强连通分支亦定义 k个单元,表示为U =

(U1, U2, · · · , Uk).

3 单单单元元元智智智能能能体体体概概概念念念的的的提提提出出出 (Put forword the
concept of unit agents)

3.1 二二二分分分图图图最最最大大大匹匹匹配配配求求求取取取驱驱驱动动动节节节点点点 (Get driving
nodes by bipartite graph maximum matching)
在U--agent的概念引入前,先介绍有向网络中最大

匹配的求取方法. 由引理3可知,有向网络的结构可控
性问题取决于网络中的最大匹配. 这里应用二分图最
大匹配算法来求取网络中的最大匹配,将有向图
G(A)转换为二分图H(A),且有

H(A) = (V +
A , V −

A , E),

V +
A = {x+

1 , x
+
2 , · · · , x+

N}, V −
A = {x−

1 , x
−
2 , · · · , x−

N}
分别表示状态矩阵A各列与各行的节点集合, E =

{(xi, xj)|aij ̸= 0}表示边集.
由引理3对最大匹配的定义并结合二分图最大匹

配算法,可得出网络中的最大匹配节点集,对于一个
非匹配节点数不为0的网络,非匹配节点即为驱动节
点. 下图以一个有向网络为例描述了二分图最大匹配
算法求取驱动节点的过程.
图1为网络拓扑结构图,将图1化为图2所示二分图

形式,用最大匹配算法求取此二分图的最大匹配边,
由图可知其最大匹配边集为: 1+→ 2−, 2+→ 5−, 3+

→ 2−, 4+ → 3−,可知节点2, 3, 5为匹配节点, 1, 4为
非匹配节点;即节点1, 4为该网络的驱动节点.

图 1 网络拓扑结构

Fig. 1 Network topology

图 2 二分图求取最大匹配

Fig. 2 Calculate the maximum matching by bipartite graph

3.2 单单单元元元智智智能能能体体体概概概念念念的的的引引引入入入 (The introduction of
the concept of unit agents)
由定义2中对强连通子图G′的定义可知,强连通分

支中任意两个体之间都存在一条有向路径,即强连通
分支只需对其中任意智能体施加控制信号即可使得

控制信号在强连通分支全局可达.但对于入度为零出
度不为零的强连通子图而言,由强连通图自身的可控
性,应用最大匹配算法求取的驱动节点中可能存在无
效的驱动节点,对这类控制节点施加控制输入并不能
使整个网络有效可控.图3以一个简单图为例描述了
此种情况.

图 3 网络拓扑结构

Fig. 3 Network topology

如图3所示可知,智能体1, 2, 3所构成的子图为强
连通图,直接应用第3.1节所示的二分图最大匹配算法
可得到图3网络的驱动节点有两组: 节点1或者节点4.
即通过对个体1或个体4施加控制输入能够使得图3所
示网络可控.结合式(2)验证可知,当智能体1作为驱动
节点施加控制输入时满足网络可控,智能体 4施加控
制输入时可控性矩阵不满秩,即节点4为无效的驱动
节点,从图中观察也能较明显的看出节点4作为驱动
节点不能有效的使得控制信息全局可达.

在此引入定义2所示U--agent概念,可将网络中强
连通分支智能体集视为一个整体,即网络中智能个体
分为两类: U--agent和G--agent. 在图3中节点 1, 2, 3为
U--agent,先为U--agent设计一致性协议,实现U--agent
的一致后个体1, 2, 3构成一个单元,再应用最大匹配
算法即可知该单元为网络唯一的驱动节点. U--agent
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概念的引入能够避免伪驱动节点的出现,得到网络中
有效的驱动节点,从而实现网络的可控.

4 单单单元元元智智智能能能体体体的的的一一一致致致性性性 (Consensus of unit
agent)
对于一个由N个节点构成的多智能体网络G(A),

首先为U--agent设计一致性协议实现各个单元的一致,
得到G(A)的缩聚图Ḡ(Ā). 在此考虑多智能体系统的
动力学方程如下:

ẋi(t) = Axi(t) +Bui(t), i = 1, 2, · · · , N. (3)

结合引理2找出其邻接矩阵A中的k个不可约子矩

阵,即为系统中的强连通子图G′=(G′
1, G

′
2, · · · , G′

k),
对G′中的个体施加如下的控制输入:

ui(t) = −K
∑

j∈G′
i

aij(xi(t)− xj(t)), (4)

其中K为设计的反馈矩阵.

定定定理理理 1 考虑由动力学系统(3)所组成的有向积
分器网络,若网络满足假设1,当K = BTP时,其中P

为对称的正定矩阵且满足方程(5),在控制协议(4)的
作用下G′=(G′

1, G
′
2, · · · , G′

k)中的U--agent能够实现
一致(在此以一个单元为例来对控制协议进行证明,假
设该单元中有s个智能个体).

ATP + PA+ Is − PBBTP = 0. (5)

证证证 方程(5)的解P满足P = PT>0,则式(5)也可
表示为 (A−BBTP )TP + P (A−BBTP ) + (Is +

PBBTP )= 0,可知A−BBTP为Hurwitz矩阵,结合
引理 2L的非零特征根的实部均大于零可知, A−
λi(L)BK亦为Hurwitz矩阵. 多智能体系统(3)结合控
制输入(4)可以表示成如下形式:

ẋi(t) = Axi(t) +BK
∑

j∈G′
i

aij(xj(t)− xi(t)). (6)

由状态量x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xs(t))
T以及

u(t) = (u1(t), u2(t), · · · , uM(t))T,式(6)可由以下矩
阵形式表示:

ẋ(t)= (Is ⊗A− L⊗BK)x(t). (7)

现令矩阵Y ∈ Cs×(s−1), W ∈ C(s−1)×s, Q∈Cs×s

以及上三角矩阵∆ ∈ C(s−1)×(s−1)如下:

Q = [1 Y ], Q−1 =

[
rT

W

]
及

Q−1LQ =


0 0 · · · 0

0
... ∆

0

 .

结合引理2矩阵L的非零特征根的实部均大于零,

∆为上三角矩阵,引入变量z = (Q−1 ⊗A)x. 则式(7)
可转化为

ż= (Is ⊗A−Q−1LQ⊗BK)z.

进一步简化可得

ż =

[
A 0s×(s−1)

0(s−1)×s Is−1 ⊗A−∆⊗BK

]
z. (8)

观察可知Is−1⊗A−∆⊗BK为A−λi(L)BK的

上三角子矩阵,由之前条件可知 A− λi(L)BK 为

Hurwitz矩阵,故Is−1 ⊗A−∆⊗BK也为Hurwitz矩
阵,因此式(8)可化为

|z(t)−
[
eAt 0s×(s−1)

0(s−1)×s 0(s−1)×(s−1)

]
z(0)| → 0,

即当t → ∞时有

|x(t)− (1rT ⊗ eAt)x(0)| → 0.

可知当t → ∞时,不同单元中的单元智能体能够
实现一致,且一致状态取决于(1rT ⊗ eAt)x(0).

证毕.

5 领领领导导导者者者选选选择择择及及及其其其可可可控控控包包包含含含控控控制制制(Leaders se-
lection and controllable containment control)
对于由N个节点构成的多智能体网络G(A),由第

3节得到G(A)的缩聚图Ḡ(Ā),设图Ḡ(Ā)中有N ′个智

能体(N ′ 6 N),其中组成U--agent的个体有k′个(k′>
k),其他G--agent有N ′ − k′个.

定定定义义义 3 对于由N ′(N ′ 6 N )个智能体所组成的
有向网络,用二分图最大匹配算法确定满足网络可控
的驱动节点集. 找出的驱动节点即为该网络中的领导
者,其个数记为N ′ −m(m < N ′). 非驱动节点为网络
中的跟随者,其个数为m. 分别用L = {xm+1, xm+2,

· · · , xN ′}和F ={x1, x2, · · · , xm}代表领导者和跟随
者的集合.

根据定义3,确定多智能体系统中的领导者和跟随
者个体,系统中领导者之间无通信,且领导者不受跟
随者的影响,跟随者个体只有部分能够知道领导者状
态信息.系统中智能体的动力学模型如式(3)所示,现
设计分布式控制协议如下:

ui(t) =∑
j∈N ′

aijuj(t)−K
∑

j∈N ′
aij(xi(t)− xj(t)). (9)

对于控制律(9),其中K为设计的反馈矩阵,对于m

个跟随者而言, uj为第i个个体所相邻的智能体的控

制输入;对于N ′ −m个领导者个体而言,由于其不存
在影响它的邻居个体, uj则表示外部输入的预期量.
领导者的控制输入如下式所示:
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ui(t) =
∑

j∈N ′−m

(uj(t)− xi(t)).

定定定理理理 2 考虑由动力学系统(3)所组成的有向多
智能体网络,应用二分图最大匹配算法确定网络中领
导者和跟随者集合.若网络满足假设1,应用控制协议
(9),当K = BTP时,其中P为对称的正定矩阵且满足

Riccati不等式(10),所有的跟随者能够渐近收敛于由
领导者所构成的凸包中.

ATP + PA− 2PBBTP < 0. (10)

证证证 由控制协议式(9)可知

Bui = B
∑

j∈N ′
aijuj −BK

∑
j∈N ′

aij(xi − xj).

由于ui项是不受uj(j∈N ′)的变化而变化,故对上
式做变换可得

B
∑

j∈N ′
aij(ui − uj) = −BK

∑
j∈N ′

aij(xi − xj).

(11)

现令σi =
∑

j∈N ′
aij(xi − xj),则σ̇i =

∑
j∈N ′

aij(ẋi −

ẋj),将式(3)带入该式可得

σ̇i =
∑

j∈N ′
aij(Axi +Bui −Axj −Buj) =

Aσi +B
∑

j∈N ′
aij(ui − uj). (12)

将式(11)代入式(12)可得

σ̇i = (A−BK)σi. (13)

因此研究系统式(3)和式(9)的稳定性可以转化为
研究式(13)的稳定性,现构造Lyapunov函数如下:

H = σT(IN ′ ⊗ P )σ, (14)

其中σ = [σT
1 , σ

T
2 , · · · , σT

N ′ ]T. 对H求导可得

Ḣ = σ̇T(IN ′ ⊗ P )σ + σT(IN ′ ⊗ P )σ̇ =

σT[(IN ′ ⊗ (A−BK)T)(IN ′ ⊗ P )]σ +

σT[(IN ′ ⊗ P )(IN ′ ⊗ (A−BK))]σ =

σT[(IN ′ ⊗ (AP + PA))]σ −
σT[(IN ′ ⊗ (KTBTP + PBK)]σ,

其中K = BTP ,代入上式可得

Ḣ = σT[(IN ′ ⊗ (AP + PA))]σ −
σT[(IN ′ ⊗ (PBBTP + PBBTP )]σ =

σT[(IN ′ ⊗ (AP + PA− 2PBBTP )]σ.

由于P满足不等式(10),故可得Ḣ < 0,即系统及
控制协议是渐近稳定的.

对于跟随者个体而言,由控制协议(9)易知系统稳
定时xi → xj, j ∈ F ∪ L. 对于与领导者个体有直接
通信的跟随者而言,当 t → ∞时, min

j∈L
xj 6 xi 6

max
j∈L

xj . 对于与领导者个体无直接通信的跟随者而

言,由假设1可知,其至少存在一个直接或间接的邻居
个体与领导者个体有通信,故 t → ∞,亦有min

j∈L
xj 6

xi6max
j∈L

xj . 综上所述可知,对于跟随者智能体i∈F ,

当t→∞时,有min
j∈L

xj6 xi6 max
j∈L

xj ,最终跟随者个

体会收敛到领导者个体组成的凸包中. 证毕.

6 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulations)
本节考虑由13个智能体组成的有向网络,其网络

拓扑结构如图4所示.

图 4 网络拓扑结构

Fig. 4 Network topology

先不考虑U--agent的引入,针对图4拓扑结构应用
第3.1节所述方法确定网络中的驱动节点,可得网络的
驱动节点集有4组: 1)个体6, 9, 12; 2)个体1, 6, 12;
3)个体 5, 9, 12; 4)个体 1, 5, 12;在此以第1组为例应
用第5节所示包含控制协议验证其包含控制过程,其
个体运动轨迹如图5所示.

图 5 个体6, 9, 12为领导者时智能体运动轨迹

Fig. 5 Agents motion trajectory with leaders 6, 9, 12

图5中点线范围内为智能体运动的目标地,范围内
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任选3个位置量作为领导者个体的输入量,领导者之
间的队形受定义1及目标量信息约束,跟随者个体则
应用包含控制协议(9)实现包含控制.

由图5可知,智能体不能有效地实现可控包含控
制,其中个体1, 2, 3及4, 5由于之间的相互信息作用且
不受领导者个体信息影响从而不能有效的收敛到凸

包中,个体8受个体3和7的影响也能未收敛到凸包中.
其中智能体6, 9为无效的驱动节点.

引入U--agent的概念后结合引理1及定义2确定网
络中的U--agent与G--agent,可得图4中有3个单元U1

(个体1, 2, 3), U2(个体4, 5), U3(个体6, 7, 8),首先应用
如第4节所述的一致性协议实现U--agent的一致性,得
到网络的缩聚图7. U--agent的运动轨迹如图6所示.

图 6 U-agent运动轨迹

Fig. 6 The motion trajectory of unit agents

图 7 网络拓扑缩聚图

Fig. 7 Network topology condensation graph

由网络的缩聚图7,结合第3.1节的最大匹配算法
确定图7中满足网络可控的最少领导者个体,可知图7
的最大匹配边集为C+

1 →9−, C+
2 →C−

3 , C
+
3 →11−,

9+ → 10−, 11+ → 13−, 12+ → 11−, 13+ → 10−.
即个体C1, C2, 12为网络的非匹配节点(领导者个体).
结合第 5节设计的控制协议仿真得到图 7中节点的运

动轨迹如图8所示,由图可看出智能体能够有效的实
现可控包含控制.

注注注 1 图 5, 8中三角点划线代表领导者组成的凸包.

图8中: 粗黑色圆点代表U--agent形成的单元,其他圆点代

表G--agent.

图 8 智能体可控包含控制运动轨迹图
Fig. 8 The motion trajectory of agents satisfied controllable

containment control

7 结结结论论论(Conclusions)
本文针对具有强连通子图的有向拓扑结构多智能

体网络,根据其拓扑结构将网络中的智能体划分为U--
agent与G--agent,并采用一致性协议实现U--agent的一
致从而得到网络的缩聚图,后结合二分图最大匹配算
法,求取满足网络可控的最少的领导者集合,并依据
智能体邻接个体的相对信息为智能体设计相应的控

制协议,驱使跟随者能够渐近收敛到由多个领导者所
构成的动态凸包中,从而实现网络的可控包含控制.
仿真结果验证了理论方案的正确性.
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