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摘要:运用极大–加代数方法研究具有极大时间约束的轨道交通系统的周期运行规律.分别建立具有两个车站的
双回路城际轨道交通系统和具有n个车站的单回路城市轨道交通系统的极大–加线性模型. 对于前者,运用系统状
态矩阵的周期性,证明各个车站第k次与第(k + 2)次的发车时间间隔相同;对于后者,运用状态变量的线性替换,证
明在任何初始状态下,系统经过一次循环便可进入周期稳态运行,即列车连续两次到达同一车站的时间间隔相同.
周期时间分析有利于轨道交通系统列车时刻表的编排和周期运行方案的设计.为验证本文结果的实用性和有效性,
给出周期时间分析在列车调度和线路规划中的应用例子.
关键词: 轨道交通系统;极大–加线性模型;周期性;时间分析
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Periodic analysis for railway transport systems with
maximum timing constraints

WANG Cai-lu, TAO Yue-gang†, LI Zhi-jun, YANG Peng
(School of Control Science and Engineering, Hebei University of Technology, Tianjin 300130, China)

Abstract: This paper investigates the periodic operation regulations of railway transport systems with maximum timing
constraints by using max-plus algebra. The max-plus linear model of the double-loop intercity railway transport system
with two stations and the single-loop urban railway transport system with n stations are established, respectively. For the
former, according to the periodicity of the state matrices, it is proven that the time interval between the k-th departure and
the (k + 2)-th departure of trains are the same. And for the later, through the linear transformation of the state variables,
it is proven that the steady-state regime is reached with any starting state after once cycle, i.e., the time interval between
two successive arrival of a train at a station are the same. The periodic analysis of railway transport systems is helpful for
scheduling train timetable and designing periodic running scheme. To verify the practicability and validity of the results,
this paper presents application examples in the trains scheduling and traffic lines planning.
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1 引引引言言言(Introduction)
轨道交通系统以运量大、速度快、安全可靠、准点

舒适等优势,已经成为现代综合交通体系的重要组成
部分. 轨道交通系统由车站、线路、列车、信号、控制
系统等一系列相关设施组成. 城际高速铁路系统和城
市地下铁路系统都是现代化轨道交通系统.列车周期
化运行具有轨道铺划容易、运用灵活、规律性强、利

用率高等优点,是现代轨道交通的重要运输组织模
式[1]. 人们针对轨道交通系统中各类周期问题提出了
一些研究方法. 例如, Zhong等引入微分进化算法设计
最小化旅客平均等待时间的周期铁路系统时刻表[2],
Sheng运用傅里叶变换法分析简谐移动荷载下轨道周

期结构变化规律[3], Zhang和Nie运用迭代逼近法计
算确保列车按照规定方案运行的最小周期时间[4],
Morito等运用混合整数规划法确定高速铁路系统多周
期车辆分配方案[5].

极大–加代数是一个有着重要理论意义和应用价
值的代数系统[6–9]. 运用极大–加代数的特殊结构,建
立非线性轨道交通系统的线性模型,并对系统实施定
性和定量的控制与优化,是研究轨道交通系统的一个
有效方法. 例如, Olsder研究了列车调度问题[10], van
den Boom和De Schutter给出了列车延迟的最优恢复
方式[11], Vromans等分析了列车运行图的可靠性[12],
Goverde分析了列车运行图的稳定性[13]. 轨道交通系

收稿日期: 2016−05−31;录用日期: 2017−09−04.
†通信作者. E-mail: yuegangtao@hebut.edu.cn; Tel.: +86 22-60202297.
本文责任编委:赵千川.
国家自然科学基金项目(60774007, 61305101)资助.
Supported by National Natural Science Foundation of China (60774007, 61305101).



第 10期 王彩璐等: 具有极大时间约束的轨道交通系统的周期分析 1381

统的周期问题可转化为极大–加矩阵的特征问题.关
于极大–加代数上矩阵特征值和特征向量的刻画与计
算可参见文献[14–22].

对于具有两个车站的双回路城际轨道交通系统和

具有n个车站的单回路城市轨道交通系统,本文利用
Petri网[23]描述两类轨道交通系统的运行过程,并运用
极大–加代数方法建立它们线性形式的动态方程. 在
此基础上,分析列车的周期运行规律,编排列车运行
时刻表,设计列车周期运行方案.

本文第2节介绍研究轨道交通系统所需要的极大–
加代数方法. 第3节和第4节分别研究具有两个车站的
双回路城际轨道交通系统和具有n个车站的单回路城

市轨道交通系统的周期性. 第5节给出轨道交通系统
周期运行方案设计的应用例子. 第6节是本文的小结.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
本节介绍极大–加代数和极大–加代数上矩阵的相

关概念. 未加注明的定义和符号源自文献[6–7].

R是实数集. 在集合R∪ {−∞}上分别定义加法和
乘法运算:对于a, b ∈ R ∪ {−∞},

a⊕ b = max{a, b}, a⊗ b = a+ b,

(R ∪ {−∞},⊕,⊗)构成一个代数系统,称为极大–加
代数,记为Rmax. 在Rmax中,零元为−∞,用符号ε表

示;单位元为0,用符号e表示. 设a ∈ Rmax ∪ {+∞},
a−1 = −a表示⊗的逆运算.

Rm×n
max 表示Rmax上m× n矩阵的集合.在Rm×n

max 上

分别定义加法、乘法和标量运算:对于A = (Aij), B
= (Bij) ∈ Rm×n

max ,

(A⊕B)ij = Aij ⊕Bij;

对于A = (Aij) ∈ Rm×p
max , B = (Bij) ∈ Rp×n

max ,

(A⊗B)ij = ⊕p
l=1Ail ⊗Blj;

对于a ∈ Rmax, A = (Aij) ∈ Rm×n
max ,

(a ◦A)ij = a⊗Aij.

在不引起混淆的情况下,乘法运算符号⊗和标量运算
符号◦通常省略不写.

Rn×n
max中l个相同矩阵的乘积记为幂形式

Al = A⊗A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
l 个

.

方阵A的∗运算定义为A∗ = In ⊕A⊕A2 ⊕ · · · ,其中

In =


e ε · · · ε

ε e · · · ε
...

...
...

ε ε · · · e


是Rn×n

max中的单位矩阵.

Rn×1
max表示Rmax上n维列向量集合,简记为Rn

max,
其中零向量为(ε ε · · · ε)T. 设A ∈ Rn×n

max ,如果存在
元素λ ∈ Rmax和非零向量v ∈ Rn

max使得

Av = λv,

那么称λ为A的一个特征值,而v为A的属于特征值λ

的一个特征向量. Olsder等证明了极大–加代数上任
意n阶方阵至少存在一个特征值[15, 18]. 设λ为矩阵A

一个特征值,若存在n0 ∈ N(自然数集)和d ∈ N+(正
整数集)使得

Ak+d = λdAk, ∀k > n0,

则称A为d阶周期矩阵[14]. 极大–加代数上周期矩阵
具有唯一的特征值[16].

对于A = (Aij) ∈ Rn×n
max , A的前趋图G(A)是一个

有结点集{1, 2, · · · , n}的赋权有向图,其中当Aij ̸= ε

时,有一条从结点j到结点i且权重为Aij的有向弧;当
Aij = ε时,没有从结点j到结点i的有向弧. G(A)的极
大回路均值是矩阵A的最大特征值.

3 城城城际际际轨轨轨道道道交交交通通通系系系统统统(Intercity railway trans-
port system)

3.1 开开开环环环系系系统统统(Open-loop system)
考虑如图1所示的城际轨道交通系统,其中M1和

M2是位于两个不同城市的车站.这一轨道交通系统
记为S1. 假定有若干列车在两个城市之间往返行驶.
从M1到M2的线路称为上行线路,从M2到M1的线路

称为下行线路.

图 1 城际轨道交通系统S1

Fig. 1 Intercity railway transport system S1

列车在上(下)行线路的运行过程为

进入上(下)行线路,
↓

在M1(M2)停靠,等待乘客上车,
↓

从M1(M2)出发,
↓

在上(下)行线路上行驶,
↓

到达M2(M1),
↓

在M2(M1)停靠,等待乘客下车,
↓

驶离上(下)行线路.

列车运行满足约束条件:
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i) 每个车站同一时间至多停靠1辆列车,
ii) 每个车站每天发送和返回列车的次数相同.
具体而言,上行线路的第k次列车没有离开M1之

前,下行线路的第k次列车不能进站;下行线路的第
k次列车没有离开M2之前,上行线路的第k次列车不

能进站.

设列车在车站M1和M2的停靠时间分别为3 min
和2 min,在上行线路和下行线路上的行驶时间分别
为30 min和35 min,则系统S1的列车运行图如图2所
示,其中4个结点分别表示上行线路的列车从M1出发,
上行线路的列车到达M2,下行线路的列车从M2出发,
下行线路的列车到达M1. u1和y1分别表示列车进入

和驶离上行线路, u2和y2分别表示列车进入和驶离下

行线路.

图 2 系统S1的列车运行图

Fig. 2 Train diagram of system S1

设x1(k)表示上行线路的第k次列车从M1出发的

时刻, x2(k)表示上行线路的第k次列车到达M2的时

刻, x3(k)表示下行线路的第k次列车从M2出发的时

刻, x4(k)表示下行线路的第k次列车到达M1的时刻,
u1(k)和y1(k)分别表示第k次列车进入和驶离上行线

路的时刻, u2(k)和y2(k)分别表示第k次列车进入和

驶离下行线路的时刻,其中k ∈ N+,则系统S1的运行

过程可表为非线性动态方程组

x1(k) = u1(k) + 3,

x2(k) = max{x1(k) + 30, x3(k)},
x3(k) = u2(k) + 2,

x4(k) = max{x3(k) + 35, x1(k)},
y1(k) = x2(k) + 2,

y2(k) = x4(k) + 3.

运用极大–加代数上矩阵运算可将上述非线性动态方
程组转化为极大–加线性动态方程组x(k) = Ax(k)⊕Bu(k),

y(k) = Cx(k),
(1)

其中状态、输入和输出向量分别为

x(k) =
(
x1(k) x2(k) x3(k) x4(k)

)T
,

u(k) =

(
u1(k)

u2(k)

)
, y(k) =

(
y1(k)

y2(k)

)
;

状态、输入和输出矩阵分别为

A =


ε ε ε ε

30 ε e ε

ε ε ε ε

e ε 35 ε

 , B =


3 ε

ε ε

ε 2

ε ε

 ,

C =

(
ε 2 ε ε

ε ε ε 3

)
.

经计算,有

x(k) = Ax(k)⊕Bu(k) =

A
(
Ax(k)⊕Bu(k)

)
⊕Bu(k) =

A2x(k)⊕ABu(k)⊕Bu(k) =

(A⊕ I)Bu(k).

3.2 闭闭闭环环环系系系统统统(Closed-loop system)
规定下行线路的第(k − 1)次列车离开M1后,上

行线路的第k次列车立即进入;上行线路的第(k − 1)

次列车离开M2后,下行线路的第k次列车立即进入.
这一规定相当于对系统(1)施加输出反馈{

u1(k) = y2(k − 1),

u2(k) = y1(k − 1),

即u(k) = Fy(k − 1),其中输出反馈矩阵为

F =

(
ε e

e ε

)
.

施加反馈F后,系统S1的Petri网如图3所示,其中4个
变迁分别对应图2中相应位置的4个结点. 这一闭环轨
道交通系统记为S1(F ).

图 3 系统S1(F )的Petri网

Fig. 3 Petri net of system S1(F )

经计算,有
x(k) = (A⊕ I)Bu(k) =

(A⊕ I)BFy(k − 1) =

(A⊕ I)BFCx(k − 1).

令

M = (A⊕ I)BFC =


ε ε ε 6

ε 4 ε 36

ε 4 ε ε

ε 39 ε 6

 ,

则系统S1(F )的运行过程可表为极大–加线性动态方
程

x(k) = Mx(k − 1), k = 1, 2, · · · ,
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其中x(0)为初始状态. 设x(0) = (e e e e)T,则

x(1)=Mx(0)=(6 36 4 39)T,

x(2)=Mx(1)=(45 75 40 75)T,

x(3)=Mx(2)=(81 111 79 114)T=75x(1),

x(4)=Mx(3)=(120 150 115 150)T=75x(2).

...

一般地,因为M6 = 75M4,所以M为 2阶周期矩阵,
并且Mk+2 = 75Mk, k = 4, 5, · · · ,从而

x(k + 2) = Mk+2x(0) = 75Mkx(0) = 75x(k),

即每个车站每间隔75 min发出或到达2辆列车.若两
个车站列车的始发时间均为6: 00,则从M1到M2和从

M2到M1的列车运行时刻表分别如表1和表2所示.

表 1 M1 → M2的时刻表

Table 1 Time table from M1 to M2

车次 发车时刻 到达时刻 运行时间/min

上 1 6: 03 6: 33 30
上 2 6: 43 7: 13 30
上 3 7: 18 7: 48 30
上 4 7: 58 8: 28 30

...
...

...
...

表 2 M2 → M1的时刻表

Table 2 Time table from M2 to M1

车次 发车时刻 到达时刻 运行时间/min

下 1 6: 02 6: 37 35
下 2 6: 37 7: 12 35
下 3 7: 17 7: 52 35
下 4 7: 52 8: 27 35

...
...

...
...

4 城城城市市市轨轨轨道道道交交交通通通系系系统统统(Urban railway transport
system)

4.1 开开开环环环系系系统统统(Open-loop system)
图4是一个开环城市轨道交通系统,其中M1, M2,

· · · , Mn为线路上依次排列的n个车站, L为通过这些
车站的列车.这一开环轨道交通系统记为S2.

图 4 开环城市轨道交通系统S2

Fig. 4 Open-loop urban railway transport system S2

设列车在车站Mi的停靠时间为ρi,从车站Mi到车

站Mi+1的行驶时间为αi+1,i(1 6 i 6 n− 1). 假定列

车之间彼此不可超越,即通过车站Mi的第k次列车必

须在第(k− 1)次列车之后,则系统S2的运行过程可由

如图5所示的Petri网描述,其中u表示列车进入行驶线

路,变迁qi表示列车到达车站Mi, y表示列车离开行驶
线路,参数ti = ρi + αi+1,i表示列车到达车站Mi和到

达车站Mi+1的时间间隔.

图 5 系统S2的Petri网

Fig. 5 Petri net of system S2

设xi(k)为第k次列车到达车站Mi的时刻, u(k)为
第k次列车进入行驶线路的时刻, y(k)为第k次列车离

开行驶线路的时刻,其中k ∈ N+, xi(0)为初始状态,
则系统S2的运行过程可表为非线性动态方程组

x1(k) = max{u(k), x1(k − 1)},
xi(k) = max{xi−1(k) + ti−1, xi(k − 1)},
y(k) = xn(k) + ρn.

运用极大–加代数上矩阵运算可将上述非线性动态方
程组转化为极大–加线性动态方程组x(k) = A0x(k)⊕A1x(k − 1)⊕Bu(k),

y(k) = Cx(k),
(2)

其中x(k) =
(
x1(k) x2(k) · · · xn(k)

)T
, 状态、输

入和输出矩阵分别为

A0 =


ε ε · · · ε ε

t1 ε · · · ε ε

ε t2 · · · ε ε
...

...
...

...
ε ε · · · tn−1 ε

 , A1 = In,

B =
(
e ε · · · ε

)T
, C =

(
ε · · · ε ρn

)
.

迭代方程(2)可得

x(k) = A∗
0A1x(k − 1)⊕A∗

0Bu(k), (3)

其中A∗
0 = In ⊕A0 ⊕A2

0 ⊕ · · · ⊕An−1
0 .

4.2 闭闭闭环环环系系系统统统(Closed-loop system)
图6是一个闭环城市轨道交通系统,其中M1, M2,

· · · , Mn为线路上依次排列的n个车站,且Mn与M1相

连. 例如,北京地铁2号线就是这种闭环轨道交通系统.

图 6 闭环城市轨道交通系统S2(K)

Fig. 6 Closed-loop urban railway transport system S2(K)
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设α1n表示列车从车站Mn到车站M1的行驶时间,
且tn = ρn + α1n,则车站Mn与M1相连意味着对开

环系统(2)施加输出反馈

u(k) = Ky(k − 1), k = 1, 2, · · · , (4)

其中K = α1n. 施加反馈K后,系统S2的Petri网如图7
所示. 这一闭环轨道交通系统记为S2(K).

图 7 系统S2(K)的Petri网

Fig. 7 Petri net of system S2(K)

将式(4)代入式(3),有

x(k) = A∗
0A1x(k − 1)⊕ α1nA

∗
0By(k − 1) =

A∗
0A1x(k − 1)⊕ α1nA

∗
0BCx(k − 1) =

A∗
0(A1 ⊕ α1nBC)x(k − 1).

令
D = A∗

0(A1 ⊕ α1nBC),

则系统S2(K)的运行过程可表为极大–加线性动态方
程

x(k) = Dx(k − 1), k = 1, 2, · · · , (5)

其中x(0)为初始状态, Tij =
j

⊗
l=i

tl,

D =

e ε ε · · · ε tn
t1 e ε · · · ε t1tn
T12 t2 e · · · ε T12tn

...
...

...
...

...
T1,n−2 T2,n−2 T3,n−2 · · · e T1,n−2tn
T1,n−1 T2,n−1 T3,n−2 · · · tn−1 T1n


.

下面分析系统S2(K)的周期运行规律.

命命命题题题 1 动态方程

x(k) = D̄x(k − 1), k = 1, 2, · · · ,
z(k) = T1nz(k − 1), k = 1, 2, · · · ,

满足

x(k) = α1nT
−1
1n ξz(k), k = 0, 1, · · · , (6)

其中x(k) ∈ Rn
max, z(k) ∈ Rmax, x(0)和z(0)为初值,

D̄ =


ε · · · ε tn
ε · · · ε t1tn
ε · · · ε T12tn
...

...
...

ε · · · ε T1,n−1tn

 , ξ =


e

t1
T12

...
T1,n−1

 .

证证证 由D̄和ξ的定义可知

D̄ = α1nξC且D̄ξ = T1nξ,

其中C为系统 (2)的输出矩阵. 后一等式表明T1n是

D̄的一个特征值,而ξ是D̄的属于特征值T1n的一个特

征向量. 对于任意z(0) ∈ Rmax,取

x(0) = (xj(0)) ∈ Rn
max, xn(0) = ρ−1

n z(0),

则Cx(0) = z(0). 令η = α1nT
−1
1n ξ,则

x(1) = D̄x(0) = α1nξCx(0) =

α1nξz(0) = T1nηz(0) = ηz(1).

因此,对于k = 2, 3, · · · ,

x(k) = D̄x(k − 1) = · · · =
D̄k−1x(1)=D̄k−1ηz(1)=α1nD̄

k−1ξz(0)=

α1nT
k−1
1n ξz(0) = T k

1nηz(0) = ηz(k).

下面证明系统(5)在任何初始状态下,经过一次循
环便可进入以T1n为周期的稳态运行模式.

命命命题题题 2 系统(5)对于任意初始状态x(0)满足

x(k) = T1nx(k − 1), k = 2, 3, · · · . (7)

证证证 对于任意x(0) ∈ Rn
max,有

x(1) = Dx(0) := (xj(1)), j = 1, 2, · · · , n.

经计算可得

x1(1) 6 x2(1) 6 · · · 6 xn(1).

于是

Dx(k) = D̄x(k), k = 1, 2, · · · .

由式(6)可知,对于k = 2, 3, · · · ,

T1nx(k − 1) =

T1nηz(k − 1) = ηz(k) = x(k).

命题2表明,列车每间隔T1n个时间单位到达车站

Mi(1 6 i 6 n)一次. 列车连续两次到达同一车站的
时间间隔相同.这样的运行模式称为周期稳态运行.
列车周期化运行有利于优化轨道交通系统不同线路

之间换乘的协调配合,提升轨道交通运输服务水平,
更加充分地发挥轨道交通的优势.

值得一提的是,周期化运行模式便于列车运行时
刻表的计算.由方程(7)迭代可得

x(k) = T k−1
1n x(1) = T k−1

1n Dx(0). (8)

由方程(5)迭代可得

x(k) = Dkx(0). (9)

在计算列车到站时刻时,式(8)把式(9)中矩阵D的乘

方运算转化为关于周期T1n的标量运算.
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5 应应应用用用举举举例例例(Application)
下面给出两个数值例子来说明本文结果在轨道交

通系统列车调度(例1)和线路规划(例2)中的应用.

例 1 考虑如图8所示的由4个车站组成的轨道交
通系统S3. 设列车在车站M1, M2, M3和M4的停靠时

间分别为

ρ1 = 2, ρ2 = 3, ρ3 = 1, ρ4 = 3. (10)

列车在各路段上的行驶时间依次为

α21 = 10, α32 = 12, α43 = 15, α14 = 8, (11)

则t1 = 12, t2 = 15, t3 = 16, t4 = 11.设

x(k) = (x1(k) x2(k) x3(k) x4(k))
T,

则系统S3的运行过程可表为极大–加线性动态方程

x(k) = Dx(k − 1), k = 1, 2, · · · , (12)

其中

D =


e ε ε 11

12 e ε 23

27 15 e 38

43 31 16 54

.

如果将列车从M1首发的时刻设为0,那么首次到达车
站M2, M3和M4的时刻依次为12, 27, 43,即方程(12)
的初始状态为x(0) = (0 12 27 43)T. 于是

x(1) = Dx(0) = (54 66 81 97)T = 54x(0),

x(2) = Dx(1) = (108 120 135 151)T = 54x(1),

...

x(k) = 54x(k − 1), k = 1, 2, · · · ,

即列车每54 min到达车站Mi(1 6 i 6 n)一次.

为了方便乘客出行,要求车站每间隔10 min至少
发出一个车次. 下面计算满足此运营需求的行车线路
上所需列车的最少数量. 设M1每10 min发出一辆列
车,则第l辆列车首次到达各站的时间为l10x(0),而第
1辆列车第2次到达各站的时间最迟为

x(1) = 54x(0).

为保证10 min内有列车发出,列车第2次到站时间不
超过首次到站时间与等候时间之和,即

x(1)= 54x(0) 6 10l10x(0).

将上式写为传统加法和乘法运算表示形式

54 6 10 + 10× l.

经计算可得l > 4.4. 也就是说,该线路上至少需要5辆
列车配合行驶,才能满足运营需求. 在旅客出行高峰
期可根据列车行驶时间的变化适当调整运行方案,例
如增加列车数量或缩短发车时间间隔.

图 8 轨道交通系统S3

Fig. 8 Railway transport system S3

例例例 2 设系统S3的4个车站由如图9所示8条轨道
相连,且列车在各车站的停靠时间以及在各路段的行
驶时间分别如式(10)和式(11)所示. 这一轨道交通系
统记为S4. 假定每条轨道上各有一辆列车按照规定线
路行驶,且满足约束条件:

1) 在同一线路上行驶的列车不可彼此超越,

2) 列车在行驶过程中不可改变路线.

图 9 轨道交通系统S4

Fig. 9 Railway transport system S4

下面列举系统S4的3个线路规划方案.

方方方案案案 1
1号线: M1 → M2 → M3 → M4 → M1.

2号线: M4 → M3 → M2 → M1 → M4.

设xij(k)表示车站Mi第k次向车站Mj发出列车

的时刻,且

x(k) =
(
x12(k) x23(k) x34(k) x41(k)

x14(k) x43(k) x32(k) x21(k)
)T

,

则系统S4的运行过程可表为极大–加线性动态方程

x(k) = A1x(k − 1), k = 1, 2, · · · ,

其中x(0)为初始状态,

A1 =



e ε ε 10 ε ε ε ε

13 e ε ε ε ε ε ε

ε 13 e ε ε ε ε ε

ε ε 18 e ε ε ε ε

ε ε ε ε e ε ε 12

ε ε ε ε 11 e ε ε

ε ε ε ε ε 16 e ε

ε ε ε ε ε ε 15 e


.

矩阵A1的前趋图G(A1)如图10所示.



1386 控 制 理 论 与 应 用 第 34卷

图 10 矩阵A1的前趋图G(A1)

Fig. 10 Precedence graph G(A1)

经计算, 1号线和2号线的回路均值均为13.5,即发
车时间间隔均为13 min 30 s.

方方方案案案 2
1号线: M1 → M2 → M3 → M2 → M1.

2号线: M1 → M4 → M3 → M4 → M1.

若列车按照方案2的线路行驶,则系统S4的运行过

程可表为极大–加线性动态方程

x(k) = A2x(k − 1), k = 1, 2, · · · ,

其中x(0)为初始状态,

A2 =



e ε ε ε ε ε ε 12

13 e ε ε ε ε ε ε

ε ε e ε ε 16 ε ε

ε ε 18 e ε ε ε ε

ε ε ε 10 e ε ε ε

ε ε ε ε 11 e ε ε

ε 13 ε ε ε ε e ε

ε ε ε ε ε ε 15 e


.

矩阵A2的前趋图G(A2)如图11所示.

图 11 矩阵A2的前趋图G(A2)

Fig. 11 Precedence graph G(A2)

经计算, 1号线和 2号线的回路均值分别为 13.25
和 13.75, 即发车时间间隔分别为 13 min 15 s和
13 min 45 s.

方方方案案案 3
1号线: M1 → M2 → M1.

2号线: M2 → M3 → M2.

3号线: M3 → M4 → M3.

4号线: M4 → M1 → M4.

若列车按照方案3的线路行驶,则系统S4的运行过

程可表为极大–加线性动态方程

x(k) = A3x(k − 1), k = 1, 2, · · · ,

其中x(0)为初始状态,

A3 =



e ε ε ε ε ε ε 13

ε e ε ε ε ε 15 ε

ε ε e ε ε 16 ε ε

ε ε ε e 11 ε ε ε

ε ε ε 10 e ε ε ε

ε ε 18 ε ε e ε ε

ε 13 ε ε ε ε e ε

12 ε ε ε ε ε ε e


.

矩阵A3的前趋图G(A3)如图12所示.

图 12 矩阵A3的前趋图G(A3)

Fig. 12 Precedence graph G(A3)

经计算, 1号线的回路均值为12,即发车时间间隔
为12 min; 2号线的回路均值为14,即发车时间间隔为
14 min; 3号线的回路均值为17,即发车时间间隔为
17 min; 4号线的回路均值为10.5,即发车时间间隔为
10 min 30 s.

根据具体情况,可以选择不同的线路规划方案.例
如,若各车站之间的客流量基本相同,则可选择各车
站发车时间间隔均相同的方案1. 若车站M1和M4(或
M1和M2)之间的客流量较大,则可选择方案3. 与方
案1和方案2相比,在相同时间内,方案3在车站M1和

M4(或M1和M2)之间发送更多的列车,以运送更多的
旅客.

6 结结结论论论(Conclusions)
运用Petri网和极大–加代数方法建立了两类非线

性轨道交通系统的线性模型,并得到了周期运行规律:
具有两个车站的双回路城际轨道交通系统,各个车站
第k次与第(k + 2)次的发车时间间隔相同;具有n个

车站的单回路城市轨道交通系统,列车连续两次到达
同一车站的时间间隔相同.同时,运用周期运行规律
来编排列车运行时刻表,规划行车线路,并计算线路
所需列车数量.
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