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摘要:随着人工智能的发展,多智能体系统中智能体的异质性、工作环境的复杂性、系统目标的多样性,给多智
能体系统动态性能的分析带来了挑战.同时,也催生了新的控制策略和优化方法. 博弈论作为一种研究社会系统中
智能体决策过程的经典工具,如今已被应用到了多智能体系统研究领域.本文主要针对二阶多智能体系统编队过程
中领导者选取的两类问题: 1)选取k个领导者使系统误差达到最小; 2)系统误差在一定范围内,选取最小数量的领
导者;提出了一类超模博弈建模方法. 在建模过程中设计了各个智能体的效用函数与系统整体的目标函数,使各个
智能体在寻求各自效用函数最大化的过程中实现整体目标.而后,运用贪婪算法优化了智能体决策过程. 本文分析
了所建模型的平衡点存在性和系统稳定性. 最后,利用仿真实例对比说明了本文提出的基于超模博弈的二阶多智
能体系统领导者选择算法的有效性.
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Game theoretical approach for the leader selection of
the second-order multi-agent system
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Abstract: With the development of the artificial intelligence, the features of Multi-agent System (MAS), such as het-
erogeneous agents, complex environment, and objective variety, bring challenges for analysis the dynamics of the system.
Therefore, new control policies and optimization methods are required to deal with the challenges. Game theory which is
a classic tool for studying the decision making processes of the agents in social system is rising as a meaningful method
for analyzing the dynamics of the MAS. Two kinds of leader selection problems which exist in the formation of second-
order MAS are discussed. The supermodular game is introduced to model two kinds of leader selection problems, namely,
the problem of selecting a fixed number of leaders in order to minimize the convergence error, as well as the problem of
selecting the minimum-size set of leader agents to achieve a given bound on the convergence error. As to the designed
supermodular game theoretical model, the utility functions and objective functions of the agents are designed. The global
objective function can be achieved by maximizing utility function of the agents. Moreover, the greedy algorithm is pro-
posed to optimize the decision making processes of the agents. The analytical properties of the designed model are also
discussed. Simulation examples are provided to illustrate the effectiveness of the designed game theoretical model.

Key words: supermodular game; multi-agent system; leader selection

1 引引引言言言(Introduction)
多智能体系统的研究主要包括以下几个方面: 针

对一致性控制[1–3]、编队控制[4–5]、以及分布式优化与

估计.再者,由于其具有广泛的应用基础,比如传感器
网络、机器人系统、工程系统等方面. 所以越来越多
的学者致力于多智能体系统的研究.例如,在一致性
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领域,文献[6]研究了二阶多智能体系统达到一致性的
充分必要条件.文献[7]讨论了二阶多智能体系统在固
定拓扑和切换拓扑下的有限时间一致性. 相对于一致
性问题,多智能体编队问题在实际系统中具有更广泛
的应用,比如无人机编队、机器人编队等方面. 多智能
体编队问题是指智能体通过彼此之间的信息交互形

成预先设计的几何构型. 在编队过程中,可以根据有
无参照系分为两种: 具有一般参照系的编队行为称为
编队跟踪 (formation tracking);没有一般参照系的编
队行为称为编队形成(formation producing). 对于编队
跟踪来说,多智能体系统是由两种智能体组成,一种
是领导者(leader),另一种是跟随者(follower). 这种多
智能体系统也叫作二阶领导者–跟随者系统 (leader-
follower system). 在这种多智能体系统中,领导者的
行为可以视作系统的控制输入,因为领导者的行为会
对跟随者的状态(state)和速度(velocity)产生影响,从
而引导整个系统的行为.近年来,很多学者在领导者–
跟随者系统研究上,取得了很多卓越的研究成果.其
中,文献[8]表明系统的性能会依赖于领导者的行为.
文献[9]指出领导者的行为会作为控制输入影响跟随
者的状态. 因此,领导者的选择不仅会影响整个系统
的收敛速度,还会影响跟随者之间的信息交互能力.
研究领导者选择问题对提升系统性能和控制效果有

着很大的帮助,对领导者选择问题的研究也逐渐开展
起开. 其中,文献[10]根据收敛误差最小化的方法来
选择领导者,利用优化方法设计了一种领导者选择算
法. 文献[11]提出了一种矩阵优化策略来解决领导者
选择问题.文献[12]介绍了一种多项式算法,通过运用
这种多项式算法来寻找领导者集合,从而增加网络的
可控性. 已有的文献针对领导者选择问题的研究主要
还是一阶多智能体系统,采用的方法多是经典的控制
方法. 因此,在这些研究成果的基础上,本文主要研究
二阶多智能体系统的领导者选择问题,并提出了一种
基于博弈论的针对二阶多智能体系统的领导者选择

方法.

博弈论作为一种在竞争性的环境下研究个体之间

相互作用与决策过程的工具,越来越多的被应用到工
程领域,尤其是无线传感器网络领域.但是随着进化
计算和人工智能的发展,很多学者开始运用传统控制
方法以外的方式来解决实际问题[13–14]. 在文献[15–
17]中,博弈论作为优化控制方法的工具,应用到研究
多智能体一致性问题的过程中. 文献[14]结合了协调
控制,强化学习,与博弈论方法,实现了多智能体在线
编队. 文献[17]提出了一种离散的多智能体动态博弈
方法,来模拟智能体之间的相互作用. 文献[18]研究
了势博弈方法与协调控制的相关性,给博弈论在多智
能体控制领域的应用带来了新的途径. 博弈论作为研
究协调控制问题的新方法,还处于起步阶段. 因此,本

文在分析超模博弈模型特点的基础上,运用超模博弈
解决二阶多智能体领导者选择问题.

本文所研究的二阶多智能体系统包含两类智能体:
一类是普通点(跟随者),他们的决策过程取决于与相
邻智能体之间的信息交互;另一类是特殊点(领导者),
他们的决策过程取决于系统目标.这个设定可以应用
到很多实际情况中,例如传感器网络,多无人机系统,
以及多小车系统.例如多小车系统中,所有的小车都
装有感应装置(这种装置可以与一定距离内的其他小
车产生信息交互);作为领导者的小车还装有GPS定位
装置.基于这样的系统,本文的主要工作包括:

1) 运用超模博弈对两类领导者选择问题进行建
模. 一类是在领导者数目固定的情况下,使得在编队
过程中的收敛误差最小化;另一类问题是在收敛误差
在一定范围内,如何选取最小数目的领导者. 根据模
型的特点,提出了贪婪算法来达到博弈论模型的纳什
均衡点.

2) 本文以二阶分布式多智能体系统作为研究对
象,通过与度启发式算法的对比仿真,来验证所提出
方法的有效性. 结果表明,所设计的超模博弈模型不
仅在连通图中有较好的性能,而且在非连通图中也十
分有效.

本文的组织结构如下: 第1节为引言;第2节描述
了两种存在于二阶多智能体编队过程中的领导者选

择问题;第3节基于超模博弈,设计了两种领导者选择
问题的超模博弈模型,同时也分析了模型的稳定性;
第4节通过仿真验证了所设计模型的有效性;第5节是
本文的结论.

注注注 1 ∥f(·)∥ 2表示f(·)的二范数, |N |表示集合N 中

所包含的元素数量

2 问问问题题题阐阐阐述述述(Problem statement)
本节主要包含两个部分,第1部分介绍了二阶多智

能体系统;第2部分提出了两种领导者选择问题.

2.1 二二二阶阶阶多多多智智智能能能体体体系系系统统统(Second-order multi-agent
system)
假设一个多智能体系统包含N= {1, 2, · · · , n}个

智能体,这N个智能体包括两个集合:领导者集合NL

与跟随者集合NF. 由于多智能体系统的拓扑结构可
以用图论来分析,本文利用图论的相关知识,假设邻
接矩阵Ω = [ωij]; i, j = 1, · · · , n用来表示智能体之
间的连接关系.由于本文研究的多智能体系统的拓扑
结构是无向图, ωij就表示第i个智能体与第j个智能体

可以进行通信. 为了便于分析智能体与其相连的个体
间的信息交互,引入Ni表示第i个智能体的邻居集合.
本文分别讨论了在连通图与非连通图两种情况下的

领导者选择问题.

对于二阶多智能体系统来说,它的动态特性可以
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由以下方程组来表示:{
ẋi(t) = vi(t),

v̇i(t) = ui(t),
(1)

其中xi与vi分别表示第i个智能体的位置和速度.

2.2 领领领导导导者者者选选选择择择问问问题题题(Leader selection problem)
对于一阶系统来说,智能体之间只交换他们的位

置信息,然而二阶多智能体则相对复杂. 当考虑控制
问题的时候,不仅要考虑智能体的位置信息,还要顾
及到智能体的速度信息.因此,要解决二阶多智能体
系统在编队过程中的领导者选择问题,必须满足以下
3个目标:

1) 所有的智能体必须跟踪上外部输入的参考速
度vr和参考位置xr. 因此,对于智能体i来说, ∥vi−vr∥
与∥xi − xr∥需要收敛到0.

2) 所有智能体必须保持设定的编队队形. 也就意
味着智能体之间的相对位置要稳定. 假设利用矩阵D

= {dij}来表示智能体之间的相对位置,其中dij表示

智能体i和智能体j之间的相对距离.

3) 上述目标实现的过程中,通过选取适当的领导
者,尽量减小过程中的收敛误差.

在上述3个目标中,前两个是在解决编队问题的过
程中,需要解决的典型问题.而第3个目标可以用来衡
量领导者选择在优化编队过程中所产生的作用. 以上
3个目标可以用方程表示为如下形式:

f(NL) =∑
xi∈NL

[∥xi − xr∥2 +
∑

j∈Ni

ωij∥vi − vj∥2 +∑
j∈Ni

ωij∥xi − xj − dij∥2], (2)

其中: ω = ωij是系统拓扑的邻接矩阵; NL是系统中

的领导者集合; Ni是可以与智能体i交互的个体集合;
dij表示智能体i和智能体j之间的相对距离; xr是系统

外部输入的目标位置.

综上,领导者选择问题可以转化为在编队过程中,
如何使收敛误差最小化的优化问题.于是,两类领导
者选择问题可以定义如下:

定定定义义义 1 选取k个领导者,使收敛误差最小化的
过程,可以定义为如下的形式:

min f(NL), (3)

s.t. |NL| 6 k, (4)

其中: NL是系统中领导者集合, |NL|为NL中所包含

的领导者数目.

定定定义义义 2 选取最少数量的领导者,使收敛误差满
足一定范围,可以定义为如下的形式:

min NL, (5)

s.t. f(NL) 6 α, (6)

其中: NL是系统中领导者集合, |NL|为NL中所包含

的领导者数目.

综上所述,两类领导者选择问题可以转化为相对
应的优化问题.在优化过程中,由于领导者行为可以
积极的影响跟随者,也就是说领导者在向系统目标移
动的过程中,可以通过信息交互将跟随者引向系统目
标,从而可以将领导者与跟随者之间的相互作用视作
策略互补性的(strategic complementarities). 通过对超
模博弈的了解,发现策略互补性也正是超模博弈的特
点. 然而,就我们掌握的知识来说,目前还没有尝试运
用超模博弈来解决领导者选择问题的先例. 于是,本
文尝试运用超模博弈来解决领导者选择问题.在下一
个章节中,将详细阐述针对两种领导者选择问题的超
模博弈模型.

3 领领领导导导者者者选选选择择择问问问题题题的的的超超超模模模博博博弈弈弈模模模型型型(Superm-
odular game theoretical approach for leader
selection problems)
在本节中,首先介绍了超模博弈的相关概念,随后

讨论了两种领导者选择问题的超模博弈模型,最后分
析了模型的特性. 博弈论作为一种分析具有竞争性质
现象的数学理论和方法,对分析多智能体系统中个体
间的相互作用有着独特的优势. 对于博弈论中的参与
者来说,他们的每一次决策都会拥有相应的回馈函数
(payoff function). 这个回馈函数会受到其他参与者的
影响,从而影响下一轮博弈中的决策. 所有参与者决
策的集合(joint action set)会依据系统的整体目标函数
(global objective function)产生相应的数值.因此,构
成博弈论模型的三要素如下: 智能体(agent)、每个智
能体能够执行的行为(action)和这些行为产生的回馈
函数(也称为utility function). 因此,一个标准的博弈
可以用G=(N,A,U)来表示,其中N是参与博弈过程

的智能体; Ai={a1, a2, · · · , ak}(i=1, · · · , N)是第i

个智能体的行为集合; U = {u1, u2, · · · , uN},其中ui

是第 i个智能体的效用函数. 为了便于描述智能体的
行为对系统整体目标函数产生的影响,假设(ai, a−i)

表示系统中所有智能体行为的集合,其中a−i = [a1,

· · · , ai−1, ai+1, · · · , aN ]表示除了第 i个智能体以外,
其他所有智能体行为的集合.以上是对于基本博弈模
型的介绍,对于超模博弈来说,它的定义如下:

定定定义义义 3 [19] 对于一个博弈论模型G(N,A,U)来

说,其中智能体分为两组N={Nm, Nn}, Nm与Nn表

示两种不同的智能体集合.对于这两类智能体来说,
他们具有不同的行为集合Am, An,与效用函数Um,

Un. 如果下列3项条件满足,就称这个博弈模型为超模
博弈:
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1) Am, An是R的紧子集;

2) Um, Un在ai上是上半连续的,在a−i上是连续

的;

3) Um, Un在Am, An上具有增大的差异.

引引引理理理 1 [17] 假设G(N,A,U)是一个超模博弈模

型,其中智能体分为两组N={Nm, Nn}, Nm与Nn表

示两种不同的智能体集合.对于这两类智能体来说,
他们具有不同的行为集合Am, An,与效用函数Um,

Un. 使得

Bi(a−i) = arg max
a−i∈A

Pi(ai, a−i), (7)

那么

1) Bi(a−i)具有最大元素和最小元素,分别表示
为B̄i(a−i)和Bi(a−i).

2) 如果a′
−i > a−i,那么B̄i(a

′
−i) > B̄i(a−i),并且

Bi(a
′
−i) > Bi(a−i).

超模博弈还具有如下的性质:

1) 对于超模博弈来说,纯策略的纳什均衡是存在
的;

2) 并且纯策略的纳什均衡是优势可解的(domin-
ance solvable).

结合之前描述的领导者选择问题和超模博弈的特

点,它们本身存在着内部联系.从系统组成的基本要
素来看,对于领导者选择问题来说,智能体分为领导
者集合与跟随者集合;这两类智能体的行为集合和效
用函数也可分别定义.那么,如果运用超模博弈来解
决领导者选择问题,有以下3个基本问题需要解决:

1) 领导者与跟随者的效用函数需要根据领导者
选择问题的实际特点来定义,同时,效用函数还要满
足超模博弈的特点;

2) 分析模型的稳定性,明确模型的分析特性,例
如是否存在纳什均衡点;

3) 如果纳什均衡点存在,需要设计适当的方法来
优化智能体的决策过程,从而达到纳什均衡点.

首先,领导者选择问题的博弈论模型具有的基本
要素为:智能体N= {NL, NF},其中: NL是领导者集

合, NF是跟随者集合;领导者与跟随者的行为集合分
别表示为AF与AL. 接下来,针对智能体的不同特点与
系统的目标函数,本文设计了领导者与跟随者的效用
函数如下:

UL = −∥xi − x0∥2 −
∑

j∈Ni

ωij∥vi − vj∥2−∑
j∈Ni

ωij∥xi − xj − d∥
2
,

UF = −
∑

j∈Ni

∥xi−xj − dij∥2−k
∑

j∈Ni

∥vi−vj∥2.

(8)

因此,领导者选择问题的博弈论模型所包含的3
个基本要素就设计完成了. 为了利用超模博弈的优势
来解决领导者选择问题,接下来需要证明所设计的博
弈论模型为超模博弈.

定定定理理理 1 一个领导者选择问题的博弈论模型为

G(N,A,U),其中N = {NL, NF}, NL为领导者集合,
NF为跟随者集合; A = {AL, AF}, AL与AF分别是领

导者与跟随者的行为集合; U= {UL, UF}, UL与UF分

别为领导者与跟随者的效用函数. 如果下面3个性质
满足,则说明G是一个超模博弈:

1) AL, AF是R的紧子集;

2) UL, UF在ai上是上半连续的,在a−i上是连续

的;

3) UL, UF在AL, AF上具有增长的差异.

此定理的证明可以通过以下步骤形成:

步步步骤骤骤 1 首先,在实际系统中,因为AL, AF为领

导者与跟随者的行为集合,所以AL与AF是有界闭集,
所以可以称AL, AF是R的紧子集;

步步步骤骤骤 2 其次,对于任意的a∗∈AF与a1, a2∈AL,
由公式(9)定义的UL, UF,并且根据博弈论智能体寻求
个体利益最大化的过程中, UL, UF在行为集合AL, AF

上是递增的,如果a1 > a2,有
UL(a1 ∨ a2, a

∗) > UL(a2, a
∗),

UL(a1 ∧ a2, a
∗) > UL(a1, a

∗),

UL(a1, a
∗) + UL(a2, a

∗) 6
UL(a1 ∨ a2, a

∗) + UL(a1 ∧ a2, a
∗).

(9)

如果a1 < a2,有
UL(a1 ∨ a2, a

∗) > UL(a1, a
∗),

UL(a1 ∧ a2, a
∗) > UL(a2, a

∗),

UL(a1, a
∗) + UL(a2, a

∗) 6
UL(a1 ∨ a2, a

∗) + UL(a1 ∧ a2, a
∗).

(10)

所以可以说UL, UF在ai上是上半连续的,在a−i上是

连续的;

步步步骤骤骤 3 对于任意的a1, a2 ∈ AL与b1, b2 ∈ AF,
如果有 a1 > a2, b1 > b2,因为UL, UF如方程(9)所示,
存在

UL(a1, b1)− UL(a1, b2) > UL(a2, b1)− UL(a2, b2),

UF(a1, b1)− UF(a1, b2) > UF(a2, b1)− UF(a2, b2),

所以,可以说明UL, UF在AL, AF上具有增长的差异.

因此可以说明,本文所设计的博弈模型为超模博
弈模型.

根据定理1,本文所设计的模型为超模博弈模型.
对于超模博弈来说,纯策略纳什均衡点是一定存在的,
所以另一个需要解决的问题是寻找恰当的方法来优

化智能体的决策过程来达到纳什均衡点. 因此,本文
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运用贪婪算法来优化智能体的决策过程. 在贪婪算法
的每一步迭代过程中,智能体依据总体贪婪所得来选
择自己的下一步行动.每一个行为就会得到相应的效

用函数值ut
i. L

T
i =

T∑
t=1

|ut
i|表示ai在时刻T以内所得到

的总体贪婪数值.在选取下一步行为的时候,通过比
较LT

i 来选取具有最小值的行为作为下一次决策.

对于所设计的超模博弈模型来说,系统整体目标
函数可以通过智能体效用函数最大化的过程来实现.
而智能体追求自身利益最大化的过程,也就是博弈模
型追求纳什均衡点的过程. 因此当系统达到稳定,也
是博弈论模型达到纳什均衡的过程. 综上所述,博弈
论方法与传统控制方法的区别在于博弈论方法是通

过优化智能体的决策过程,让其根据自身所处的环境
做出最优判断,从而达到系统整体目标.

以上本文讨论了针对领导者选择问题所构建的超

模博弈模型,在下一小节中,本文尝试运用超模博弈
模型来解决两类具体的领导者选择问题.

3.1 选选选取取取k个个个领领领导导导者者者的的的超超超模模模博博博弈弈弈模模模型型型(Supermodu-
lar game theoretical model for selecting k lead-
ers)
在第2节中,本文将编队过程中存在的领导者选择

问题转化为一类优化问题,其中,选取k个领导者使收

敛误差最小化的过程可以定义如下:

min f(NL), (11)

s.t. |NL| 6 k. (12)

基于之前讨论的超模博弈模型,针对选取k个领导

者的超模博弈模型可以定义如下:

博弈论模型G(N,A,U),其中N={NL, NF}, NL

是领导者集合, NF是跟随者集合; A = {AL, AF}, AL

与AF分别是领导者与跟随者的行为集合; U = {UL,

UF}, UL与UF分别是领导者与跟随者的效用函数如方

程(9)所示. 那么,选取k个领导者的优化过程可以定

义如下:

min f(NL),

s.t. |NL| 6 k,

f(NL) =∑
xi∈NL

[∥xi − xr∥2 +
∑

j∈Ni

ωij∥vi − vj∥2+∑
j∈Ni

ωij∥xi − xj − dij∥2].

(13)

然而对于超模博弈模型来说,不仅需要找到最优
的领导者,还要帮助智能体达到系统目标,所以,利用
贪婪算法来逼近模型最优解的过程如下所示:

算算算法法法 1 选取k个领导者的算法.

输入: 领导者数目k. 多智能体系统的拓扑结构G,

领导者的行为集合AL = {a1, · · · , as}.
输出:领导者集合NL.

初始化: NL = 0,当前领导者数目设置为m = 0.

1) 如果m < k,那么根据以下方程选取领导者:

i← argmax{f(NL)− f(NL ∪ {i})},
NL ← NL ∪ i,

m = m+ 1.

如果m = k,表明领导者选取完毕,进入下一步.
2) 如果i ∈ NL,根据如下方程选取领导者最优行

为

Lt
i =

t∑
T=1

UT
i ,

Lt−1
min = minLt−1

j ; at−1 =
{
i : Lt−1

j = Lt−1
min

}
.

最终智能体收敛于整体目标.

3.2 选选选取取取最最最少少少的的的领领领导导导者者者使使使系系系统统统误误误差差差满满满足足足一一一定定定范范范围围围

的的的超超超模模模博博博弈弈弈模模模型型型 (Supermodular game theore-
tical model for selecting minimum leaders that
achieves an error bound)
在本节中,基于第2节中所介绍的选取最少领导者

问题,其定义如下:

min NL, (14)

s.t. f(NL) 6 α. (15)

结合之前讨论的超模博弈模型,选取最少领导者
的超模博弈模型可以定义如下:
博弈论模型G(N,A,U),其中N={NL, NF}, NL

是领导者集合, NF是跟随者集合; A = {AL, AF}, AL

与AF分别是领导者与跟随者的行为集合; U = {UL,

UF}, UL与UF分别是领导者与跟随者的效用函数如方

程(9)所示. 那么,选取k个领导者的优化过程可以定

义如下:

min NL,

s.t. f(NL) 6 α,

f(NL) =∑
xi∈NL

[∥xi − xr∥2+
∑

j∈Ni

ωij∥vi − vj∥2+∑
j∈Ni

ωij∥xi − xj − dij∥2].

(16)

基于上面描述的超模博弈模型,利用贪婪算法寻
找模型最优解的过程如下:
算算算法法法 2 选取最少领导者算法.
输入: 领导者数目k. 多智能体系统的拓扑结构G,

领导者的行为集合AL = {a1, · · · , as}.
输出:领导者集合NL.
初始化: NL = 0, α.
1) 如果f(NL) > α,那么利用以下方程选取领导
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者:

i← argmax{f(NL)− f(NL ∪ {i})},
NL ← NL ∪ i.

(17)

当k个领导者选取完毕,进入下一步.

2) 如果i ∈ NL,则根据以下方程选取最优行为:Lt
i =

t∑
T=1

UT
i ,

Lt−1
min = minLt−1

j at−1 =
{
i : Lt−1

j = Lt−1
min

}
.

(18)

最终完成系统的整体目标.

由于选取最小数目的领导者的最优解与所要求的

误差范围有关,那么最优解的范围与误差限的关系由
以下定理给出:

定定定理理理 2 领导者集合NL为选取最少领导者问题

的最优解, N ′
L为贪婪算法寻找到的领导者集合,那么

|N ′
L|

|NL|
6 1 + ln

fmax(NL)

α
, (19)

其中: α为系统的最小收敛误差限; f(·)为关于NL的

非下降次模函数.

此定理的证明,可以通过以下步骤形成:

步步步骤骤骤 1 首先,在文献[21]中,已经证明通过贪婪
算法所得的N ′

L与最优解NL之间的关系为

|N ′
L|

|NL|
6 1 + ln

f(NL)− f(ϕ)

f(NL)− f(NT−1
L )

, (20)

其中: NL是最优的领导者点集, NT−1
L 表示在倒数第2

次迭代后所得到的领导者点集.

步步步骤骤骤 2 使f(NS) = Rmax−R(NS),其中f(NS)

是关于NL非下降的次模函数.
|N ′

L|
|NL|

6

1 + ln
f(NL)− f(ϕ)

f(NL)− f(NT−1
L )

=

1+ ln
[Rmax −R(NL)]− [Rmax −R(ϕ)]

[Rmax −R(NL)]− [Rmax −R(NT−1
L )]

=

1+ ln
−[R(NL)−R(ϕ)]

−[R(NL)−R(NT−1
L )]

, (21)

当R(NL) = Rmax时,也就是说当NL为最优解时,

|N ′
L|

|NL|
= 1 + ln

−f(ϕ)
−f(NT−1

L )
=

1+ ln
Rmax

f(NT−1
L )

. (22)

由于f(NT−1
L ) 6 α,

|N ′
L|

|NL|
6 1 + ln

fmax(NL)

α
, (23)

因此,定理证明完毕.

综上所述,在本节中建立了两种领导者选择问题
的超模博弈模型,通过贪婪算法来逼近问题的最优解.
在下一节中,运用仿真实例来说明方法的有效性.

4 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation example)
本节中包含两个仿真实例来分别说明超模博弈模

型在不同拓扑结构下针对两类领导者选择问题的有

效性. 考虑一个具有50个点的随机网络,这些点随机
分布在1 cm× 1 cm的网格中. 试验中假设每个智能
体只与其相距0.2 cm范围内的其他智能体通信. 为了
验证超模博弈方法的有效性,仿真实验分别在连通图
与非连通图中进行,同时引入了度启发式领导者选择
算法 (degree heuristics algorithm)与自稳定式领导者
选择算法[22](self-stabilizing algorithm)作为对比. 其
中度启发式算法是通过比较拓扑结构中每个节点度

的大小,选取度较大的点作为领导者. 这样可以保证
在选取领导者的过程中,每次选取的领导者都是对周
围影响最大的节点. 但是这种选取方法往往会忽视度
相对较小的节点,例如在非连通图中,度较小的节点
就可能接收不到外界的信息,从而无法达到系统目标.
自稳定式领导者选择算法是通过寻找图的中心点和

中心值来确定系统的领导者.

4.1 在在在连连连通通通图图图下下下的的的仿仿仿真真真实实实例例例 (Simulation example
in connected graph)
随机网络在连通图下的拓扑结构如图1所示.

图 1 随机网络连通图

Fig. 1 Connected graph of random network

基于图1的拓扑结构,本文分别设定领导者数目为
5与20,与两种其他领导者选择算法(度启发式算法与
自稳定领导者选择算法)进行对比仿真. 仿真结果如
图2–6所示.

图2–5中的黑色点代表被选取作为领导者的点,通
过对比可以看出,基于超模博弈模型选取的领导者较
为均匀的分布在网络拓扑结构中,而利用度启发式算
法选取的领导者相对集中在拓扑结构的某一区域中.
通过图6和表1中的仿真结果表示在相同系统误差的
情况下,相比于度启发式算法和自稳定领导者选择算
法,超模博弈模型选取了更少的领导者. 说明超模博
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弈模型可以选取较少数量的领导者满足收敛误差限,
证明了超模博弈模型在处理选取最少领导者问题的

有效性. 与此同时,根据图6和表1,在相同的领导者数
目的情况下,相比于其他两种领导者选择算法,超模
博弈模型具有更小的系统误差,说明了超模博弈模型
在选取k个领导者的情况下,具有较小的误差.

图 2 利用超模博弈方法选取k = 5领导者

Fig. 2 Selecting k = 5 leaders via supermodular game

theoretical method

图 3 运用度启发式算法选取k = 5领导者

Fig. 3 Selecting k = 5 leaders via degree heuristics algorithm

图 4 利用超模博弈方法选取k = 20领导者

Fig. 4 Selecting k = 20 leaders via supermodular game

theoretical method

图 5 运用度启发式算法选取k = 20领导者
Fig. 5 Selecting k = 20 leaders via degree heuristics

algorithm

图 6 领导者数目的改变与收敛误差的关系
Fig. 6 The relationship between the number of leaders and

convergence error

表 1 连通图下领导者数目与收敛误差的关系
Table 1 Relationships between number of leaders

and convergence error under connected
topology

NL
自稳定领导者

选择算法/mm
度启发式

算法/mm
超模博弈

模型算法/mm

1 54.98 54.98 48.73
2 37.51 48.45 32.82
3 28.43 44.22 25.03
4 23.44 43.33 19.73
5 20.68 29.91 16.33
6 19.07 29.45 14.91
7 17.88 28.11 13.61
8 16.98 27.07 12.67
9 16.23 26.55 11.84
10 15.46 25.89 11.18
11 14.77 25.32 10.57
12 14.09 25.04 10.01
13 13.69 24.78 9.49
14 13.25 24.51 8.99
15 12.84 23.97 8.53
16 12.44 23.69 8.09
17 12.07 23.33 7.66
18 11.73 23.20 7.24
19 11.39 23.09 6.85
20 11.08 22.86 6.51

以上仿真结果验证了超模博弈方法在连通图中的
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有效性,接下来将验证超模博弈方法在非联通图中的
有效性. 随机网络在非连通图下的拓扑结构如图7
所示.
4.2 在在在非非非连连连通通通图图图下下下的的的仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation example

in unconnected graph)
具有非连通图的网络拓扑结构如图7所示.

图 7 随机网络非连通图
Fig. 7 Unconnected graph of random network

基于图7的拓扑结构,本文分别设定领导者数目为
5与20,与其他两种领导者选择算法进行对比仿真. 仿
真结果如图8–12与表2所示. 图8–11中黑色的点为被
选取的领导者节点. 从图7可以看出,在非连通图中存
在着孤立的,不连通的点集,如果领导者选取不当,会
导致某些点集不能接收到控制信息,从而影响控制结
果.如图9与图11所示,度启发式领导者选取方法就错
过了从图中两个孤立的点集中选取领导者,而在其他
的点集中选取了过多的领导者. 然而运用超模博弈方
法在选取领导者的过程中,则覆盖了这些孤立的点集.
从图12与表2的仿真结果可以看出,在选取相同数目
的领导者时,超模博弈方法具有更小的误差,说明了
超模博弈方法在处理选取k个领导者问题时的有效性.
同时,从图12和表2还可以发现,当系统收敛误差相同
的情况下,超模博弈方法选取了较少的领导者节点,
说明了超模博弈方法在处理选取最少数目领导者问

题时的有效性.

图 8 利用超模博弈方法选取k = 5领导者
Fig. 8 Selecting k = 5 leaders via supermodular game

theoretical method

图 9 运用度启发式算法选取k = 5领导者

Fig. 9 Selecting k = 5 leaders via degree heuristics algorithm

图 10 利用超模博弈方法选取k = 20领导者

Fig. 10 Selecting k = 20 leaders via supermodular game

theoretical method

图 11 运用度启发式算法选取k = 20领导者

Fig. 11 Selecting k = 20 leaders via degree heuristics

algorithm

在本节中,通过与其他两种领导者选择算法(度启
发式领导者选择算法与自稳定领导者选择算法)在连
通图与非连通图中的表现相比较,证明了超模博弈方
法对解决两类领导者问题的有效性. 在选取k个领导

者,使误差最小的问题上,相比于其他两种算法,超模
博弈模型具有更小的误差;在选取最少数量的领导者,
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使系统误差满足误差限的问题上,相比于其他两种算
法,超模博弈选取了更少的领导者. 因此,在文中所描
述的随机网络中,证明了超模博弈模型的有效性.

图 12 领导者数目的改变与收敛误差的关系
Fig. 12 The relationship between the number of leaders and

convergence error

表 2 非连通图下领导者数目与收敛误差的关系
Table 2 Relationships between number of leaders

and convergence error under unconnected
topology

NL
自稳定领导者

选择算法/mm
度启发式

算法/mm
超模博弈

模型算法/mm

1 60.39 60.44 54.84
2 40.44 54.86 36.81
3 29.94 52.45 26.89
4 24.33 51.46 20.78
5 21.66 51.13 17.15
6 19.78 50.89 14.91
7 18.41 50.50 13.54
8 17.41 50.21 12.78
9 16.65 48.75 12.09

10 15.92 31.89 11.44
11 15.21 31.21 10.86
12 14.63 30.01 10.31
13 14.07 29.46 9.75
14 13.59 28.16 9.21
15 13.12 28.01 8.70
16 12.73 27.76 8.21
17 12.36 27.04 7.74
18 12.02 26.88 7.37
19 11.69 25.13 7.01
20 11.38 24.87 6.65

5 结结结语语语(Conclusions)
针对两种领导者选择问题(选取 k个领导者,使系

统的收敛误差最小;选取最少数目的领导者,使系统
的收敛误差满足一定范围),本文利用超模博弈对两类
两道这选择问题进行建模,采用了贪婪算法来优化智
能体的决策过程,通过与其他两种领导者选择算法相

比较,说明了超模博弈在解决这两类问题上的有效性.
本文提出的方法具有以下特点:

1) 对于不同的领导者选择问题,设计了超模博弈
模型,将两类领导者选择问题转化为了对应的优化问
题,便于利用超模博弈的方法进行研究;

2) 对于两种不同的领导者选择问题,设计了超模
博弈模型,包括设计了系统的整体目标函数,每个智
能体的效用函数,以及用于优化智能体决策过程的贪
婪算法;

3) 通过与另外两种算法在随机网络中处理两类
领导者选择的对比,说明了超模博弈模型在处理两类
领导者选择问题的有效性;

4) 本文结合了博弈论的相关内容解决了多智能
体系统中存在的问题,为后续将博弈论应用到分析更
广泛的多智能体协调控制问题打下了基础.
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