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摘要:在切换事件中,外界环境的干扰或者事物自身的发展变化会导致多平衡点现象.此时,多平衡点切换系统
模型比传统的切换系统模型更适合描述此类事件.因此本文研究离散多平衡点正切换线性系统在有限时间区间上
的稳定性与镇定性. 第1,给出离散多平衡点线性切换系统为正的充要条件.第2,提出离散多平衡点正切换线性系
统在有限时间区间上稳定的概念. 第3,通过构造合适的Lyapunov函数以及合理分配系统的驻留时间与切换次数,
针对部分子系统不稳定的离散多平衡点正切换线性系统,建立所考虑的自治系统有限时间稳定的充分条件.第4,给
出非自治多平衡点正切换线性系统的控制器设计.最后,仿真例子验证理论结果的正确性.
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Stability and stabilization for discrete-time positive switched multiple
equilibria systems on finite time intervals

LIU Zhi, ZHANG Xian-fu†, WANG Yu-zhen
(School of Control Science and Engineering, Shandong University, Jinan Shandong 250061, China)

Abstract: The interference of the external environment or the development and changes of things will lead to the
phenomenon of multiple equilibria in the switching events. Compared with the model of general switched systems, the
model of multiple equilibria switched systems are better to describe these situations. This paper studies the stability and
stabilization for discrete-time multiple equilibria positive switched systems (DT–MEPSSs) on finite time intervals. Firstly,
the necessary and sufficient condition of positivity for the switched multiple equilibria systems is proposed. Secondly,
the definition of finite time stability for the MEPSSs is given. Thirdly, by establishing a suitable Lyapunov function and
managing the dwell time and the number of switching times, a sufficient condition of finite time stability for the DT-MEPSS
with unstable subsystems is provided. Fourthly, the controller design for the non-autonomous MEPSS is presented. Finally,
a simulation example is given to verify the correctness of the obtained results.
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1 引引引言言言(Introduction)
正系统[1],是指对任意的非负初值,系统的解轨迹

仍然停留在正象限里. 作为一类特殊的切换系统[2–3],
正切换系统[4]是由多个正的子系统和一个指挥所有

子系统运行方式的切换信号构成. 与一般的系统相比
较而言,正系统或者正切换系统有着其自身的一些特
性,例如D–stability[5–6]和对时滞的不敏感性[7–10]等,
这是一般的切换系统所不具备的. 另外,研究一般切
换系统行为的大部分方法可以直接应用到正切换系

统上,反过来却不一定可行,例如,研究正切换系统稳
定性用到的线性Lyapunov泛函方法. 由于正切换系统

在实际生活中(例如网络通信、化学反应、人口预
测、药物治疗等等)的广泛应用,越来越多的学者开始
关注正切换系统稳定性分析与控制问题(见文
献 [11–15]). 目前,关于正切换线性系统的稳定性理
论也逐渐完善.

通常,对于切换系统而言,多数情况下学者们默认
所有的子系统拥有共同且唯一的平衡点,也就是常见
的零平衡点. 然而,由于外界因素的干扰或者事物自
身的发展变化,使得平衡点发生改变或者导致多平衡
点现象(例如机械系统中的器械振动、博弈中的策略
改变、电力系统中的切负荷控制等). 特别地,在生态
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系统中,某个生物种群在种群密度低的情况下,其种
群的数量主要受生态系统中该种群的捕食者的数量

调控,并且能够达到一个平衡状态也就是所谓的平衡
点. 当种群密度比较高时,激烈的食物竞争成为制约
种群数量发展的关键因素.由于食物的紧张导致该种
群的数量将会达到一个新的平衡点. 显然,用传统的
单平衡点切换系统模型来描述该类典型的切换事件

将不再合适,而更具一般性的多平衡点切换系统模型
更加精确和可靠.

直观上,多平衡点正切换系统模型可以看作是单
平衡点正切换系统模型的推广,但是关于多平衡点正
切换系统稳定性的定义和相关的研究技巧却不能直

接在单平衡点正切换系统的基础上进行简单的推广.
这是因为多平衡点正切换系统的每一个子系统都有

不同于其他子系统的平衡点,所以,多平衡点正切换
系统即使稳定也不会像单平衡点正切换系统那样稳

定到一个点,取而代之的是一个包含所有平衡点的有
界闭域.因此,多平衡点正切换系统稳定的定义就要
做重新的界定. 同时,由于平衡点的多样化使得多平
衡点正切换系统的所有子系统更加的复杂,所以在稳
定性分析中构造合适的Lyapunov函数将会是研究多
平衡点正切换系统稳定性问题中首先要解决的事情,
而这也会与单平衡点正切换系统有着本质的区别.

鉴于多平衡点切换系统的实用性,近年来部分学
者开始关注多平衡点切换系统稳定性理论的研

究[16–20]. 针对一般的切换系统,文献[16]构造了一个
包含所有平衡点的超集,并且证明了系统轨迹最终全
局收敛到并且停留在这个超集里. 郭和王在文
献[17–18]中利用类二次Lyapunov函数法研究了多平
衡点线性切换系统的区域稳定性,并提供了一些粗略
估计稳定域的方法. 根据正切换系统自身的特性,文
献[20]研究了连续多平衡点正切换线性系统的区域稳
定性,并且给出了一个保守性较低的稳定域的估计.
需要注意的是,以上所提到的关于多平衡点切换系统
的结果都是在无穷时间上进行分析而得到的.

众所周知, Lyapunov渐近稳定考察的是当时间趋
向于无穷时系统轨迹的渐近行为.但是这种稳定性定
义不一定适合所有的控制系统.例如,导弹发射系统
的运行时间,化学反应的时间,药物治疗的时间,无人
机的运行时间等等都是有限的. 为了更加合理的描述
此类系统的解轨迹性态, 20世纪五六十年代,学者们
给出了有限时间区间稳定的概念[21–22]. 对于给定的
有界初始状态,如果在一个固定的时间区间上所考虑
的系统状态总是不超过预设的一个上界,就称这个系
统是有限时间区间稳定的. 需要强调的是,有限时间
区间稳定描述的是一个系统在有限区间上的瞬时行

为,而不是它的渐近行为.因此,有限时间区间稳定性
与Lyapunov渐近稳定性是两个不同且没有必然联系

的概念.

目前,关于单平衡点(正切换)系统有限时间区间
稳定性分析与控制已经有一些结果(见文献[23–26]).
而多平衡点正切换系统由于每个子系统的平衡点不

再相同,导致无论是Lyapunov函数的构造还是具体的
有限时间区间上的解轨迹性态分析都变得复杂而富

有挑战性. 此外,当所考虑多平衡点系统的部分子系
统出现不稳定的情况时,如何分配稳定子系统与不稳
定子系统的驻留时间,以及如何找到切换总次数的一
个临界值,这都是实际系统运行过程中必然面临的问
题,也是理论上急需讨论的课题.

基于以上分析,本文研究离散多平衡点正切换线
性系统的有限时间稳定与镇定问题.主要创新与贡献
如下:

1) 给出离散多平衡点线性切换系统为正的充要
条件.同时,单平衡点线性切换系统为正的充要条件
作为其特殊情况被包含其中.

2) 将单平衡点正切换线性系统有限时间区间稳
定的概念推广到离散多平衡点正切换线性系统,并且
将传统概念中的两个预设上界(初值上界r1和状态最

终上界r2)的大小关系(r1<r2或者r1=r2)修正为r1>
r2,使其能够适用的范围更广并且得到的结果更符合
实际需求(见注2).

3) 不同于参考文献[17–18]中用到的较为保守的
类二次Lyapunov函数方法,本文根据离散多平衡点正
切换线性系统自身的特点,构造简洁直观的一次
Lyapunov函数,从而有效的解决部分子系统不稳定时,
所考虑的自治多平衡点正切换系统在有限时间区间

上的稳定问题.同时通过量化切换总次数与稳定子系
统的总驻留时间和不稳定子系统的总驻留时间之间

的关系,给出切换总次数的一个上界.

4) 通过设计合理的状态反馈控制器,保证所有子
系统为正且镇定. 并给出所考虑非自治离散多平衡点
系统有限时间区间稳定的充分条件.

本文用到的一些符号: N(N0)表示全体(非负)整数
的集合; R(R+, Rn

+)和Rn×n分别是全体实数(非负实
数、非负n维向量)集合和n× n维实数矩阵集合; I代
表单位矩阵; 0代表Rn中的零向量; l .

= {1, 2, · · · , l},
∀l ∈ N. A ≽ 0 (≻ 0,≼ 0,≺ 0)是指矩阵A的所有元

素是非负的(正的、非正的、负的); AT代表矩阵A的转

置; ∥ · ∥代表欧几里得范数; d(x1, x2)=∥x1 − x2∥是
Rn中任意两点x1和x2的距离.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
考虑离散多平衡点系统{
x(k + 1) = Aσ(k)(x(k)− xe

σ(k)) + xe
σ(k),

x(0) = x0

(1)
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和
x(k + 1) = Aσ(k)(x(k)− xe

σ(k)) + xe
σ(k)+

Bσ(k)uσ(k)(k),

x(0) = x0,

(2)

这里: k ∈ N0, x(k) ∈ Rn
+是状态变量,切换信号

σ(k) : N0 → p = {1, 2, · · · , p}(p是子系统的个数),
切换序列为 0 = k0 < k1 < k2 < · · · < kj < · · · . 对
于任意的i ∈ p,如果σ(k) = i,则表示第i个子系统被

激活,系统矩阵Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×r,控制输入ui

∈ Rr,每一个子系统有唯一且不同于其他所有子系
统的平衡点,即xe

i =(xe
i1, · · · , xe

in)
T∈Rn,且xe

i ̸=xe
j

(∀i, j∈ p, i ̸= j).

根据文献[1]对线性正系统的定义,本文给出离散
多平衡点线性切换系统为正的定义:

定定定义义义 1 离散多平衡点线性切换系统(2)称为正
系统,如果对于任意的初值x(0) ≽ 0,对于每一个平
衡点xe

i ∈ Rn
+,对于每一个输入ui ≽ 0(i ∈ p)和任意

的切换信号σ(k),相应的解轨迹x(k)满足x(k) ≽ 0,
∀k ∈ N0.

接下来的引理给出系统(2)为正的充要条件.

引引引理理理 1 系统(2)是正系统,当且仅当Aσ(k) ≽ 0,
(I −Aσ(k))x

e
σ(k) ≽ 0,并且Bσ(k) ≽ 0, σ(k) ∈ L.

证证证 此引理的证明可以通过以下步骤形成:

步步步骤骤骤 1 首先,寻找第i(∈ p)个子系统为正的充
要条件.这里第i个子系统表示如下:

x(i)(k + 1) = Ai(x(k)− xe
i) + xe

i +Biui(k), (3)

其中x(i)(k)表示第i个子系统的解.

充分性. 对于任意的x(i)(0) ≽ 0, ui(k) ≽ 0,根据
数学归纳法,能够得到

x(i)(k + 1) =

Ak+1
i x(i)(0) + (Ak

i + · · ·+Ai + I)(I −Ai)x
e
i +

Ak
iBiui(0) + · · ·+AiBiui(k − 1) +

Biui(k) =

Ak+1
i x(i)(0) +

k∑
j=0

Aj
i (I −Ai)x

e
i +

k∑
j=0

Ak−j
i Biui(j).

显然,对任意的x(i)(0) ≽ 0和任意的ui(k) ≽ 0,如果
Ai ≽ 0, (I −Ai)x

e
i ≽ 0,并且Bi ≽ 0,则第 i个子系

统(3)为正.

必要性. 假设第i个子系统(3)为正,即对任意的
x(i)(0)≽0和任意的ui(k)≽0,有x(i)(k)≽0, ∀k∈N0.
下面用反证法证明如果第 i个子系统 (3)为正,则
Ai ≽ 0, (I −Ai) x

e
i ≽ 0和Bi ≽ 0是成立的.

i) 如果Ai � 0. 令xe
i = 0,同时取b(i)mn ≡ 0(这里

Bi =
(
b(i)mn

)
, ∀m,n ∈ n). 此时,根据上面得到的关

系式可知x(i)(k + 1) = Ak+1
i x(i)(0). 显然,对任意的

x(i)(0) ≽ 0, x(i)(k + 1) ≽ 0是不一定成立的.

ii) 如果(I−Ai)x
e
i � 0.令Ai ≽ 0, x(i)(0)=0,同

时取b(i)mn ≡ 0(这里Bi =
(
b(i)mn

)
, ∀m,n ∈ n). 类似地,

x(i)(k + 1) =
k∑

j=0

Aj
i (I −Ai)x

e
i不一定恒为非负值.

iii) 如果Bi � 0. 令Ai ≽ 0, x(i)(0) = xe
i ≡ 0. 同

样能够推出矛盾.

因此,根据i的任意性,可知对于任意的i ∈ p,第i

个子系统(3)是正系统的充要条件是Ai≽0, (I−Ai) ·
xe
i ≽ 0,并且Bi ≽ 0.

步步步骤骤骤 2 其次,本文推断只要所有的子系统是正
系统,则多平衡点线性切换系统(2)在任意的切换信号
σ(k)下也是正系统.

这是因为根据正系统的定义,可知对于任意的
x(0)≽0,第1个被激活的子系统的解在时间区间[k0,

k1)上是非负的,所以第2个被激活的子系统的初始
值(同时也是第1个被激活的子系统的解在最后时刻的
值)仍然是非负的,因此系统的解在时间区间[k1,

k2)上继续保持非负状态. 这样递推下去,不难发现,
多平衡点线性切换系统(2)的解在整个运行时间区间
上都是非负的.

步步步骤骤骤 3 最后,综合以上分析,可以断定多平衡
点线性切换系统(2)在任意的切换信号σ(k)下为正的

充要条件是Aσ(k)≽0, (I−Aσ(k))x
e
σ(k)≽0,并且Bσ(k)

≽ 0. 证毕.

注注注 1 如果对任意的 i, j ∈ p,有xei = xej ≡ 0,则多平

衡点线性切换系统(2)将退化为一般的离散线性切换系统

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)uσ(k)(k). 显然,其为正的充

要条件Aσ(k) ≽ 0且Bσ(k) ≽ 0是引理1的一种特殊情况.

如不特殊说明,本文中所考虑的系统均为正系统.

下面,本文将文献[24]([25])对单平衡点(正)切换
系统有限时间区间稳定的定义推广到多平衡点正切

换系统.同时,为了更加符合实际需求,将其中的两个
预定上界的关系r1 < r2(r1 = r2 = 1)修正为r1 > r2.

定定定义义义 2 已知一个整数K > 0, 2个标量 r1, r2

(这里r1 > r2)和x̄
.
=

1

p

∑
i∈p

xe
i ,称多平衡点正切换系

统(1)关于(K, x̄, r1, r2)在任意切换信号σ(k)下是有

限时间稳定的,如果

d(x(0), x̄) 6 r1 ⇒ d(x(k), x̄) < r2, ∀k ∈ (0,K].

(4)

注注注 2 需要指出的是,当最终状态上界r2为同一个常

数值时,本文中的初值上界可以限定在一个更大的范围内,因
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此本文中定义2所考虑的系统有限区间稳定所适用的范围要

更广一些. 另一方面,如果取相同的初值上界r1,系统在有限

区间上可以稳定到一个半径更小的域,这样的结果更加符合

实际需求. 此外,对于连续系统而言,是不能这样修正r1与

r2关系的.

3 自自自治治治系系系统统统有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定性性性(Finite time
stability for autonomous system)
本节考虑部分子系统不稳定的情况下,自治多平

衡点正切换系统(1)在有限时间区间上的稳定性. 不失
一般性,假设多平衡点自治正切换系统(1)的前m(0
6 m < p)个子系统的矩阵Ai不是Schur稳定的,而剩
余的子系统矩阵是Schur稳定的. 进一步的,给出以下
假设:

假假假设设设 1 给定p个正向量ξ(i) ∈ Rn
+, i ∈ p,存在3

个标量λ, γ > 1, 0 < µ < 1,使得下面的2个不等式成
立:

AT
j ξ

(i) 6 (λ, µ)jξ
(i), i, j ∈ p, (5)

这里(λ, µ)j
.
=

{
λ, 0 6 j 6 m,
µ, m+ 1 6 j 6 p;

ξ(i) < γξ(j), ∀ i, j ∈ p, i ̸= j. (6)

注注注 3 离散系统中系统矩阵的特征值是否落在单位圆

内是评判系统是否稳定的依据,因此,对于给定的有限个子系
统,它们的所有特征值无论是大于1还是小于1都可以找到相
应的上界,所以假设1中的不等式(5)是具有一般性的. 不等
式(6)经常被用来衡量任意两个给定的正向量ξ(i)与ξ(j)之间

的大小关系.这里的常数λ, µ, γ都能很方便的求出来. 例如存
在非奇异矩阵Pj使得

P−1
j AT

j Pj = diag{λ(j)1 , λ
(j)
2 , · · · , λ(j)n },

其中λ
(j)
1 , · · · , λ(j)n 是矩阵AT

j 的n个特征值.因此可以选择

λ = max
λ
(j)
i >1, j∈p, i∈n

max ∥Pj∥
min ∥Pj∥

λ
(j)
i ,

µ = max
0<λ

(j)
i <1, j∈p, i∈n

max ∥Pj∥
min ∥Pj∥

λ
(j)
i .

此外易知

γ =

max
j∈p

∥ξ(j)∥

min
i∈p

∥ξ(i)∥
.

为了便于描述,引入下面两个符号:

c1
.
= min

i∈p
d(x̄, xe

i), c2
.
= max

i∈p
d(x̄, xe

i), (7)

这里的x̄与定义2一致.

定定定理理理 1 对于自治系统(1),令假设1成立. 给定
两个正数r1, r2满足关系0<r26r1,在有限时间区间
[0,K](K > 0)上,假设Ku表示所有不稳定子系统运

行总时间, Ks表示所有稳定子系统运行总时间(Ku +

Ks = K),并且用N = N(0,K)来表示系统(1)在区
间[0,K]上的切换总次数. 如果N满足下面的不等式

N <
ln (r2−c1)

(r1+c2)
− ln γ −Ku lnλ−Ks lnµ

lnλ
, (8)

则称系统(1)关于(K, x̄, r1, r2)是有限时间区间稳定

的.

证证证 对任意的k ∈ (0,K],不妨设k∈ [kl, kl+1)

(l∈ N0)且σ(k)= il∈p. 对第il个子系统,构造如下的
Lyapunov函数

Vil(x(k)) =
p∑

j=1

GT
j (k)ξ

(il), il ∈ p,

这里

Gj(k) =

(|x1(k)− xe
j1|, |x2(k)− xe

j2|, · · · , |xn(k)− xe
jn|)T.

根据Aj = (auv)
(j)
n×n ≽ 0,计算得

GT
j (k + 1) =

(|x1(k + 1)− xe
j1|, · · · , |xn(k + 1)− xe

jn|) =

(|
n∑

v=1

a
(j)
1v (xv(k)− xe

jv)|, · · · ,

|
n∑

v=1

a(j)
nv (xv(k)− xe

jv)|) 6

(
n∑

v=1

a
(j)
1v |xv(k)− xe

jv|, · · · ,
n∑

v=1

a(j)
nv |xv(k)−xe

jv|)=

GT
j (k)A

T
j .

联合假设1中的式(5),可知
Vil(x(k + 1))− Vil(x(k)) =
p∑

j=1

GT
j (k + 1)ξ(il) −

p∑
j=1

GT
j (k)ξ

(il) 6

p∑
j=1

GT
j (k)A

T
j ξ

(il) −
p∑

j=1

GT
j (k)ξ

(il) 6

[(λ, µ)j − 1]Vil(x(k)),

即

Vil(x(k + 1)) 6 (λ, µ)jVil(x(k)).

更进一步,对任意的k ∈ [kl, kl+1),有

Vil(x(k)) 6 (λ, µ)k−kl

j Vil(x(kl)). (9)

在切换时刻kl(l ∈ N),对任意两个相邻的子系统,有
Vil(x(kl))

Vil−1
(x(kl − 1))

=

p∑
j=1

GT
j (kl)ξ

(il)

p∑
j=1

GT
j (kl − 1)ξ(il−1)

6

p∑
j=1

GT
j (kl − 1)AT

j ξ
(il)

p∑
j=1

GT
j (kl − 1)ξ(il−1)

<
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γ(λ, µ)j
p∑

j=1

GT
j (kl − 1)ξ(il−1)

p∑
j=1

GT
j (kl − 1)ξ(il−1)

= γ(λ, µ)j,

因此,可得
Vil(x(kl))

Vil−1
(x(kl − 1))

< γ(λ, µ)j. (10)

在时间区间[0,K]上,结合不等式(9)和(10),计算得

ViN (x(K)) 6
(λ, µ)K−kN

j ViN (x(kN)) =

(λ, µ)K−kN

j

ViN (x(kN))

ViN−1
(x(kN − 1))

ViN−1
(x(kN − 1)) <

γ(λ, µ)K−kN+1
j ViN−1

(x(kN − 1)) 6
γ(λ, µ)K−kN+1

j (λ, µ)
kN−1−kN−1

j ViN−1
(x(kN−1)) =

γ(λ, µ)
K−kN−1

j ViN−1
(x(kN−1)) < · · · <

γN(λ, µ)Kj Vi0(x(0)),

也就是
p∑

j=1

GT
j (K)ξ(iN ) < γN(λ, µ)Kj

p∑
j=1

GT
j (0)ξ

(i0) <

γN+1(λ, µ)Kj
p∑

j=1

GT
j (0)ξ

(iN ).

对不等式两边取范数,得
p∑

j=1

d(x(K), xe
j) < γN+1(λ, µ)Kj

p∑
j=1

d(x(0), xe
j).

显然,

min
j∈p

d(x(K), xe
j) < γN+1(λ, µ)Kσ max

j∈p
d(x(0), xe

j).

根据三角不等式以及条件(8),计算得

d(x(K), x̄) <

γN+1(λ, µ)Kj [d(x(0), x̄) + max
j∈p

d(x̄, xe
j)] +

min
j∈p

d(x̄, xe
j) =

γN+1λKuµKs(r1 + c2) + c1 <

λKuµKsγ

ln(r2−c1)
(r1+c2)

−Ku lnλ−Ks lnµ

lnλ (r1 + c2) + c1 =

λKuµKs
r2 − c1

(r1 + c2)λKuµKs
(r1 + c2) + c1 = r2.

综上分析,得出结论离散多平衡点正切换线性系
统(1)关于(K, x̄, r1, r2)在任意切换信号σ(k)下是有

限时间区间稳定的. 证毕.

众所周知,平均驻留时间方法是处理切换系统稳
定性的一个重要方法. 因此,利用平均驻留时间方法,
可以得到如下的推论

推推推论论论 1 对于自治系统(1),令假设1成立. 给定

两个正数r1, r2满足关系0 < r2 6 r1,在有限时间区

间[0,K](K > 0)上,假设Ku表示所有不稳定子系统

运行总时间, Ks表示所有稳定子系统运行总时间

(Ku +Ks = K). 如果平均驻留时间τa满足下面的不

等式

τa >
K ln γ

ln (r2−c1)

(r1+c2)
− (N0 + 1) ln γ −K lnµ

, (11)

则称系统(1)关于(K, x̄, r1, r2)是有限时间区间稳定

的,这里N0是振动界.

4 非非非自自自治治治系系系统统统有有有限限限时时时间间间镇镇镇定定定(Finite time
stabilization for non-autonomous system)
本节针对非自治系统(2),通过设计合理的状态反

馈控制器,确保所有子系统为正并且镇定. 为了简便
起见,在本节的讨论中取振动界N0 ≡ 0.

定定定 理理理 2 给 定3个 标 量K > 0, r1, r2(0<r26
r1). 如果存在两组实矩阵Di=(duv)

(i)
n×n∈Rr×n和Λi

= diag{λ(i)
1 , λ

(i)
2 , · · · , λ(i)

n },一 组 正 向 量ξ(i) ∈ Rn
+

(i ∈ p),两个实数γ > 1, 0 < µ < 1,使得如下条件成
立:

a) Ai +BiDiΛ
−1
i ≽ 0, i ∈ p;

b) (I −Ai −BiDiΛ
−1
i )xe

i ≽ 0, i ∈ p;

c) (AT
i + (Λ−1

i )TDT
i B

T
i )ξ

(i) 6 µξ(i), i ∈ p;

d) ξ(i) < γξ(j), i, j ∈ p, i ̸= j;

e) τa >
K ln γ

ln (r2−c1)

(r1+c2)
−K lnµ− ln γ

,这里c1, c2的

定义与式(7)一致.

则称非自治系统(2)是正系统并且关于(K, x̄, r1,

r2)在如下状态反馈控制器下是有限时间区间稳定的:

ui(k) = Li(x(k)− xe
i) = DiΛ

−1
i (x(k)− xe

i), i ∈ p.

(12)

证证证 根据式(12)和条件a)–b),可知

(Ai +BiLi) ≽ 0,

(I −Ai −BiLi)x
e
i ≽ 0.

再由引理1,可以断定闭环系统(2)是正系统.

同时,在状态反馈控制器ui下,可计算

(Ai +BiLi)
Tξ(i) = (AT

i + (Λ−1
i )TDT

i B
T
i )ξ

(i).

根据条件c),可知系统(2)的每一个子系统是可镇定的.
结合条件c)和d),计算得

d(x(K), x̄) < γN+1µK(r1 + c2) + c1.

利用平均驻留时间方法再结合条件e),可得

d(x(K), x̄) <

µKγ
K
τa

+1(r1 + c2) + c1 <

µKγ
ln(r2−c1)−K lnµ−ln(r1+c2)

ln γ (r1 + c2) + c1 =
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µK r2 − c1
µK(r1 + c2)

(r1 + c2) + c1 = r2,

即 d(x(K), x̄) < r2.

因此,非自治系统(2)在所设计的控制器(12)下是有限
时间区间稳定的. 证毕.

5 数数数值值值例例例子子子(A numerical example)
例例例 1 一般而言,一个数据通信网络由4部分构

成: 控制中心,通信终端,通信线路,数据交换结点. 不
同的数据包从控制中心出发,经过通信线路和数据交
换节点,最终被传送到通信终端. 由于通信线路的规
格不同,导致其各自的数据通信量也会有一个最合适
的值,否则在数据传输的过程中就会发生网络拥塞或
者数据丢包等情况.

根据文献[20],图1中的具有3个结点的数据通信
网络可以由下面的连续多平衡点正切换系统来表示:{

ẋ(t) = Aσ(t)(x(t)− xe
σ(t)),

x(t0) = x0,
(13)

这里x(t) ∈ R3
+代表网络中的数据通信量. 切换信号

σ(t) ∈ p = {1, 2},当σ(t) = 1时,数据通信切换到闲
时网络模型;当σ(t) = 2时,忙时网络模型运行. 平衡
点xe

i(i = 1, 2)表示各自网络模型的最合适的数据通

信量.

图 1 具有3个结点的数据通信网络示意图

Fig. 1 Data communication networks with three nodes

将上面的系统(13)离散化,可得如下离散多平衡
点正切换系统:{

x(k + 1) = Aσ(k)(x(k)− xe
σ(k)) + xe

σ(k),

x(0) = x0.
(14)

与文献[20]中的实例假设相同,这里假设:

1) 闲时网络模型的最大数据通信量是2 Gb(也就
是说x1(k) + x2(k) + x3(k) 6 2),忙时网络模型的最
大数据通信量是4 Gb(即x1(k) + x2(k) + x3(k) 6 4).

2) 闲时网络模型运行时的最合适数据通信量为
xe
1 = [0.6 0.6 0.7]T,忙时网络模型运行时的最合适
数据通信量为xe

2 = [1.4 1.2 1.3]T.

3) 取初始时刻为0,需要网络传送的最初数据量
为x(0) = [0.45 0.9 1.5]T.

接下来,考虑系统(14)在R3
+且p = 2的情况. 其中

各参数如下所示:

A1 =

 0.1 0.4 0.33

0.2 0.6 0.09

0.16 0.24 0.07

 ,

A2 =

 1 0 0

0.07 0.9 0.0165

0.492 0.4 0.08

 ,

r1 = 1, r2 = 0.75, K = 100 s.

通过简单计算可知

(I −Ai)x
e
i > 0, i = 1, 2,

因此,两个子系统均为正系统.同时,系统矩阵A1的特

征值为0.8053, −0.149, 0.1137;系统矩阵A2的特征值

为0.072, 0.908, 1. 利用MATLAB画图软件,分别画出
两个子系统以0为初始时刻, [0.45 0.9 1.5]T为初始

值的轨迹图. 从图2–3中可以看出第1个子系统相对于
平衡点[0.6 0.6 0.7]T是稳定的. 第2个子系统相对于
平衡点[1.4 1.2 1.3]T是不稳定的.

图 2 第1个子系统的稳定性

Fig. 2 Stability for the first subsystem

图 3 第2个子系统的稳定性

Fig. 3 Stability for the second subsystem

接下来,选取2个正向量
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ξ(1) = [0.7 0.8 0.7]T, ξ(2) = [0.8 0.9 0.8]T,
以及3个常数λ = 1.1, µ = 0.9, γ = 1.2,计算可知

A1ξ
(1) =

0.6210.683

0.353

 6 0.9ξ(1),

A2ξ
(2) =

 0.8

0.8792

0.8176

 6 1.1ξ(2).

此外,由前提假设,直接计算得到 x̄ = [1 0.9 1]T,
c1 = c2 = 0.5831. 同时,取Ku = 30 s, Ks = 70 s. 根
据定理1,能够计算

ln
(r2 − c1)

(r1 + c2)
− ln γ −Ku lnλ−Ks lnµ

lnλ
= 21.864.

因此, N < 21.864.

假设对于给定时间[0, 100],采取如图4所示的周
期切换,其中系统(14)在有限区间上的切换总次数是
10次,并且在每一个切换周期内,第1个子系统的驻留
时间是7 s,第2个子系统的驻留时间是3 s.

图 4 切换信号
Fig. 4 The switching signal

最后,对于给定的初值x(0) = [0.45 0.9 1.5]T,
计算可得x(0)到x̄的距离d(x(0), x̄) = 0.7433 6 r1.
在图4所示的周期切换下,系统(14)的解x(k)与x̄的距

离d(x(k), x̄)的变化趋势如图5所示.

图 5 系统的有限时间稳定性
Fig. 5 Finite time stability for the considered system

从图中可以看出在所考虑的有限时间区间[0, 100]

上,对于给定的初始状态,有d(x(0), x̄)6r1且d(x(k),

x̄)6r2. 因此,根据定理1,可知实例中所考虑的离散
多平衡点正切换系统(14)是有限时间区间稳定的. 该
数值仿真例子进一步验证了理论结果的正确性.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了离散多平衡点正切换线性系统在有限

时间区间上的稳定性与镇定问题.给出所考虑的多平
衡点系统为正系统的充要条件,并且在部分子系统不
稳定的情况下给出自治系统有限时间稳定的充分条

件.另外,通过设计状态反馈控制器,给出非自治系统
有限时间镇定的条件.最后,通过数值仿真例子,验证
了理论结果的有效性.
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