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摘要:对一类新兴的离散事件系统—–高通量筛选系统而言, max-plus算法是强有力的事件域建模与分析工具,因
此,其常被用来进行该系统的建模及控制.然而,有时,尤其是在执行控制策略的时候,需要时间域的描述. 为了同
时从时间域和事件域高效描述系统,本文利用基于双变量的形式幂级数,把max-plus算法模型扩展为双子代数模型.
对可能产生的非因果模型,为便于进行系统分析、仿真和后续的控制,提出了多个相应的基于双变量(时间变量和事
件变量)的转换矩阵. 通过矩阵转换,得到满足要求的因果模型. 最后用实例表明了该方法及其在提高该系统控制效
率方面的有效性.
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Dioid-based modeling of high throughput screening systems

LI Dan-jing†

(School of Electrical and Electronic Engineering, Shanghai Institute of Technology, Shanghai 201418, China)

Abstract: For a new class of discrete event systems — high throughput screening systems (HTS), max-plus algebra is a
powerful event domain modeling and analysis tool and therefore, is often used for its modeling and control. However, time
domain description is sometimes also preferred, especially when it comes to the implementation of HTS control strategies.
To efficiently describe the systems in both time domain and event domain, max-plus algebra models are extended to dioid
models with the help of two-variable formal power series. For a possible resulted non-causal model, in order to facilitate
the system analysis, simulation and the following control, the corresponding two-variable (time variable and event variable)
transformation matrices are proposed. The desired causal model could be derived from matrix-transforming. An example
is given to demonstrate the method and its effectiveness in enhancing the control efficiency of HTS.

Key words: discrete event systems; high throughput screening systems; modeling; dioid; causal model; transformation
matrix

1 引引引言言言(Introduction)
离散事件系统(discrete event systems, DES)作为

系统行为由一系列事件描述的动态系统,在现在的数
字化世界中非常常见,也引起了广泛兴趣及研究(其
中,事件对应一些活动的开始或结束,一个事件可能
代表一批投料进入处理设备,一件产品离开制造机器,
或者一个干扰的发生等). 自20世纪90年代初以来,随
着高速计算机技术以及高度自动化设备的发展,出现
了一类新兴的DES—–高通量筛选系统(high throu-
ghput screening systems, HTS)[1]. 借助高度自动化设
备,这种系统能每天自动筛选、分析几十万种甚至更
多的化合物或生物物质,可以广泛应用于生命科学、

制药、农业、化工等领域.

HTS需要进行包含液体操作、储存、微板操作、标
注、读数、温孵培养等一系列活动,因此通常将其作为
离散事件系统DES来考虑建模控制.在DES的其他一
些领域,例如自动制造生产线或者化工间歇过程或者
交通系统等,和HTS类似,也会需要某些实体(例如一
个批次)连续地以相同的时间方案来运行. 针对这些
系统的建模、控制已经取得大量研究成果.然而,
HTS与这些离散事件系统的不同点[2],决定了需进一
步进行HTS建模方法的研究从而为系统分析以及后
续的优化控制提供理论模型基础. 例如:在HTS中,往
往涉及多个用户共享一个资源并且同一个用户多次
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使用同一个资源的情况,再者,在资源之间并无缓冲
区域,相反,用户在资源之间转移的时候会同时占用
两个资源等. 还需要关注的是, HTS的运行允许交错
分配: 即使在同一个资源上,后面批次的某些活动可
能在前面批次其他活动之前发生. 不进行处理,相应
模型中就会存在这类非因果关系,给系统分析及控制
带来困难,影响控制效率.因篇幅关系,本文着重于建
模部分,对于控制部分的讨论,将另文展开.

对离散事件系统,建模以及控制策略的生成往往
从事件域的角度来进行. HTS中,一个事件的发生不
需要与其他事件去竞争,但可能受其他事件的影响,
以其它事件的发生为前提.对这类满足同步关系的
“事件图”系统, max-plus算法是有力的事件域建模
工具. 因此,近年来,对HTS系统,一些工作例如文
[3–7]都是基于max-plus算法展开的. 但是,模型依然
比较复杂(例如:高阶系统需要降阶),导致系统分析及
控制的效率相对较低.

另一方面,实际高通量筛选系统通常使用PLC控
制器来进行控制的实施.由于PLC控制器按一定时间
周期工作,需要根据时间点发控制命令(如:原料输入
等). 然而,单纯基于事件域的模型,便于根据事件点
发控制命令,对PLC控制的实施却带来不便,控制效
率也就不高. 选取合适的双子代数框架,可同时基于
事件域和时间域进行建模及控制[8–9],改善效率.当
然,如果对HTS模型存在的非因果关系不进行处理,
控制效率还是会受到影响.

因此,本文从提高HTS控制效率出发,结合双子代
数蕴含信息量高的优势,考虑从事件域和时间域建立
无需降阶的模型结构,并对可能产生的非因果模型进
行转换,得到高效的双子代数因果模型. 本文在第2节
简单介绍了max-plus算法的基础及建模方法,为了从
事件域和时间域上同时描述系统,以此拓展,第3节介
绍双子代数的结构以及基于双子代数的建模方法,提
出了[γ, δ]–转换矩阵的概念. 第4节以Mayer和Rai-
sch[2], Li[3]及Li等[4]文中的HTS系统为例,对系统及
其建模进行了阐述. 第5节对全文进行了小结并提出
了对下一步工作的展望.

2 Max-plus算算算法法法的的的基基基础础础 (Basics of max-plus
algebra)
Max-plus算法[8]是常用的、同时也是非常方便的

对赋时事件图系统进行分析以及建模的工具. 由于这
类系统的时序安排经常涉及到求最大值以及加法的

操作,描述系统行为的方程用传统算法来看往往是非
线性的,然而,在max-plus算法中,这类系统就成为线
性系统了. 具体来说, max-plus结构(幂等半域)在集
合Rmax = R ∪ {−∞}上赋予两个运算:加法⊕和乘法
⊗. 其中: 加法⊕是传统算法中的求最大值运算,乘

法⊗则是传统算法中的加法运算,即, ∀a, b ∈ Rmax:

a⊕ b := max(a, b), (1)

a⊗ b := a+ b. (2)

与传统算法一样, a⊗ b中的乘法符号往往可以被

省略,直接写作ab. 有时候,上述定义的max-plus算法
就直接用Rmax来表示. Rmax 的零元(也是加法中性
元)是−∞,记作ε,单位元(也是乘法中性元)是0,记
作e:

∀a ∈ Rmax, a⊕ ε = ε⊕ a = a, (3)

∀a ∈ Rmax, a⊗ e = e⊗ a = a. (4)

在Rmax中,加法具有幂等的性质,也即是说: ∀a ∈
Rmax, a⊕ a = a. 类似于传统算法, max-plus算法的矩
阵加法、乘法运算分别定义为

Cij=(A⊕B)ij=Aij ⊕Bij, A,B,C∈Rp×q
max , (5)

Cij = (A⊗B)ij =
m⊕

k=1

Aik ⊗Bkj = max
k

(Aik +Bkj), (6)

其中: A ∈ Rl×m
max , B ∈ Rm×n

max , C ∈ Rl×n
max . Max-plus算

法中,单位矩阵记作I ,当i = j时, Iij = e,否则, Iij
= ε. 相应的,零矩阵记作N ,即: Nij = −∞ .

对于确定的离散事件系统,假设X为系统状态,
其xi表示事件i的最早可能发生时间,类似的, U和Y

分别代表系统输入和输出事件的最早可能发生时间,
考虑最简单的单次运行,用max-plus算法可以写出如
下系统模型:

X = A0 ⊗X ⊕B ⊗ u, (7)

Y = C ⊗X, (8)

其中: 矩阵A0的元素(A0)ij代表从事件j发生到事

件i发生所需要的最小时间. 例如:对一个3× 3的系统

矩阵A0,若(A0)11 = ε, (A0)12 = 3, (A0)13 = 1,这意
味着x1至少受到3个因素影响(如图1所示):

x1 =max(ε+ x1, 3 + x2, 1 + x3) =

(ε⊗ x1)⊕ (3⊗ x2)⊕ (1⊗ x3).

图 1 简单示例

Fig. 1 A simple example

对物理可实现的系统, (A0)ii = ε,这是可以理解
的,也就是说: 不考虑“事件i要比事件i自身晚某一特

定时间而发生”这样的情形. 同样的原因, (A0)
n
=

N ,否则就意味着“通过其他各事件的一系列联系后,
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事件i要比事件i自身晚某一特定时间而发生”. 因此,
通过对式(7)不断进行自身迭代,对于上述物理可执行
的离散事件系统,隐式模型(7)和(8)可以进一步转化
为显式模型:

X =A∗
0 ⊗B ⊗ u, (9)

Y =C ⊗X. (10)

一般而言,对a作“∗运算”,则a∗ =
⊕
i>0

ai,在这里,由

于(A0)
n
= N ,

A∗
0 = I ⊕ A0 ⊕ A2

0 ⊕ · · · ⊕An−1
0 . (11)

上面的模型,不管是显式还是隐式,都是从事件域
这个维度对系统的描述. 事件域的模型对于系统的分
析和控制策略的生成,都是比较有力的工具.

3 双双双子子子代代代数数数模模模型型型(Dioid model)
双子代数[8](dioid)D是一个具有两种二元运算(分

别记作加法⊕和乘法⊗)的代数结构,其中,加法运算
符合交换律、结合律以及幂等律,乘法运算满足结合
律和对加法的分配律.双子代数的零元(也是加法中性
元)记作ε,单位元(也是乘法中性元)记作e ,同时,加
法中性元, ε,对乘法具有“吸收”的特性,也即: ∀a
∈ D, a⊗ ε = ε⊗ a = ε.

在D上,可以定义如下偏序关系4:

a⊕ b = b ⇔ a 4 b. (12)

如果D对于无穷多个加法⊕是封闭的,并且乘法⊗对
无穷多个⊕依然满足分配律,那么D就是一个完整的
双子代数dioid. 很明显, Rmax并不是一个完整的dioid.
但是,如果max-plus算法定义在集合 R̄max := Rmax∪
{+∞}上, R̄max就是个完整的 dioid,其中T = +∞为
R̄max的顶元.

相比max-plus算法结构,这里所说的dioid是一个
更一般化的幂等半环结构,前者是后者的一个特例.
利用合适的dioid,可以同时从时间域和事件域来高效
地描述系统.基于dioid中的余理论,可以简单直接获
得对系统进行控制的控制律,也可以进一步进行控制
策略的优化. 尤其对于经常使用PLC作为控制器的高
通量筛选系统来说,在合适的dioid框架下建模,除了
可以更便于系统分析及控制策略的生成,还有利于控
制策略的实施.

3.1 非非非因因因果果果模模模型型型(Non-causal model)
有时在实际的系统(例如HTS)建模时,只考虑事件

的发生时间是离散的(而不需考虑连续时间的情况),
因此,常用的max-plus算法还可以定义在集合Z̄max

上. 对于确定的离散事件系统,考虑多批次循环运行,
若X(k), U(k)和Y (k)分别表示第k批次的系统状态,
输入以及输出,系统可用以下模型表示:

X(k) =
⊕
q∈Z

AqX(k − q)⊕BU(k), (13)

Y (k) = CX(k). (14)

这里q ∈ Z,当q > 0即为正整数时,代表X(k)受

到之前批次X(k − q)的影响.需要注意的是,高通量
筛选系统的运行允许交错分配. 对使用同一个资源的
多个不同活动而言,后面批次的某些活动可能在前面
批次其他活动之前发生. 从批次的维度看,这即形成
了非因果的关系.在模型中,当q < 0,为负整数时,即
意味着X(k)会受到其之后批次X(k − q)的影响.在
基于式(13)–(14)进行计算时,仅由系统输入及之前的
批次状态就不能简单直接地得到当前的批次状态以

及系统输出,尚需要未来批次的信息.这种情况下,该
非因果模型给系统分析带来了不便,对基于该系统模
型的控制来说,也就变得困难.近年来,已经有一些工
作,例如: Geyer[5], Li[3], Brunsch and Raisch[6], Li等[4],
从不同的方面对如何去除隐式模型(13)和(14)中的非
因果关系展开了研究.然而,这些工作还没有涉及到
较为复杂的同时描述事件域和时间域模型的情况. 下
面,在建立同时从两个域进行描述的双子代数模型之
前,笔者先分别从事件域和从时间域两个角度,利用
形式幂级数,对系统模型进行简单展开. 对于下文涉
及到的形式幂级数及商dioid等知识的详细讨论,可参
考Baccelli等[8].

3.2 分分分别别别基基基于于于事事事件件件域域域和和和基基基于于于时时时间间间域域域的的的形形形式式式幂幂幂级级级数数数

模模模型型型(Event-based and time-based formal pow-
er series dioid models)
与单批次运行的模型(7)不同,多批次运行的模

型(13)不是一个一阶系统,在分析、计算及控制时效
率不高. 为此,考虑形式幂级数模型. 对一般所研究的
系统, X(k)的序列是非降的. 定义X(k)的γ–变换为
如下形式幂级数:

X(γ) =
⊕
k∈Z

X(k)γk, (15)

X(γ)就表示了X(k)的所有进化轨迹, X(k)决定幅

值, γk决定批次. 如上节所述,考虑实际系统,可设
xi(k) ∈ Z̄max. 类似于z变换中的z−1,形式变量 γ可

以看作是事件域上的后向(滞后)平移算子, X(γ)γ把

X(γ)向右推迟一个单位批次,即

X1(γ) = X(γ)γ ↔ X1(k) = X(k − 1).

这样, Z̄maxJγK,即: 以Z̄max中整数为系数, Z中整数为
指数的γ形式幂级数的集合,并且以幂级数传统的求
和及乘法分别作为运算⊕和⊗,形成一个完整的dioid.
其零元为 ε (实质是系数为 ε的零级数),单位元是 e

= γ0.

把式(13)代入式(15),并经过整理后,式(13)–(14)
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可以将一阶系统的形式表示为

X(γ) =A(γ)X(γ)⊕BU(γ), (16)

Y (γ) =CX(γ), (17)

其中: A(γ) =
⊕
q∈Z

Aqγ
q, U(γ)和Y (γ)的定义与X(γ)

类似. 式(16)和(17)即为基于事件域的γ形式幂级数模

型.

同一个系统,不从事件域,而从时间域上看,可以
有另一种描述. 例如在前后文清楚的情况下,用X(t)

表示到 t时刻时(/前)相应事件发生的最多批次数. 此
时,矩阵Aq的含义也不同,例如, (Aq)ij代表在t时刻

时(/前)事件i的批次数与在(t− q)时刻时(/前)事件
j批次数相比,多发生的最大可能值.因此,这样形成
的dioid就不是Z̄max,而是Z̄min: 虽然此时乘法⊗依然
是求和运算,但加法⊕不是求最大值,而是求最小值.
同样,仅考虑X(t)的序列是非降的,定义X(t)的δ–变
换为如下形式幂级数: X(δ) =

⊕
t∈Z

X(t)δt.

类似地, δ可以看作是时间域上的后向(滞后)平移
算子,而Z̄minJδK,即: 以Z̄min中整数为系数, Z中整数
为指数的δ形式幂级数的集合,并且以幂级数传统的
求和及乘法分别作为运算⊕和⊗,形成一个完整的
dioid. 相应的,也有如下时间域的系统描述,为基于时
间域的δ形式幂级数模型:

X(δ) =A(δ)X(δ)⊕BU(δ), (18)

Y (δ) =CX(δ), (19)

其中: A(δ) =
⊕
q∈Z

Aqδ
q,U(δ)和Y (δ)的定义与X(δ)

类似.

3.3 同同同时时时基基基于于于事事事件件件域域域和和和时时时间间间域域域的的的双双双子子子代代代数数数

Max
in Jγ, δK模模模型型型 (Max

in Jγ, δK dioid model based
on event and time)
为了方便同时从时间域和事件域上来描述系统,

首先在具有两个变量(γ, δ)的形式幂级数的集合上定

义一个dioid结构BJγ, δK,其形式级数以B={ε, e}
中的布尔量为系数,以Z中整数为指数,并且幂级数的
传统求和与乘法分别作为两种二元运算⊕和⊗被赋
予该集合.在满足同步关系的离散事件系统中,从物
理意义上看,单项式γkδt,可以用来表示事件域角度
的关系,如“第k批次的事件最早在t时间发生”,也可
以表示时间域角度的关系,例如“事件在第t时间最多

已发生了k批”.

高通量筛选系统中,事件的批次数随着时间的增
长是非降的,同样,事件的发生时间随着批次数的增
长也是非降的. 这种特性会导致以下情形: 如果要求
一个事件满足γkδt ⊕ γk+iδt−j(i, j ∈ N0),即同时满
足γkδt以及γk+iδt−j ,从物理意义上说,即要求这个事

件在第t时间最多已发生了k批,并且,要在第t− j时

间最多已发生了k + i批,这意味着这个事件在第t时

间只能最多已发生了k批,即要有下述等式成立:
γkδt ⊕ γk+iδt−j = γkδt. 显然,单纯的BJγ, δK结构
还达不到这个要求.

因此,考虑到HTS的上述特性, BJγ, δK中满足这
类特性的元素可以用下述对Max

in Jγ, δK的定义筛选出
来. 在下述等价关系R(γ,δ)下,可以得到BJγ, δK的商
dioid Max

in Jγ, δK def
=== BJγ, δK/R(γ,δ)

:

∀S1, S2 ∈ BJγ, δK, S1 ≡ S2 ⇔ S1R(γ,δ)S2 ⇔
(γ∗(δ−1)∗)S1 = (γ∗(δ−1)∗)S2. (20)

除了对两种运算的定义外, Max
in Jγ, δK中有下述规则:

γkδt ⊕ γlδt = γmin(k,l)δt, (21)

γkδt ⊕ γkδτ = γkδmax(t,τ). (22)

Max
in Jγ, δK的加法中性元和乘法中性元分别为 ε =

γ+∞δ−∞, e = γ0δ0. T = γ−∞δ+∞是这个完整 dioid
的顶元.

因此,结合式(21)–(22),在Max
in Jγ, δK中,

(γ∗(δ−1)∗)(γkδt) =

(e⊕ γ1 ⊕ γ2 ⊕ γ3 ⊕ · · · )⊗
(e⊕ δ−1 ⊕ δ−2 ⊕ δ−3 ⊕ · · · )(γkδt) =

(e⊕ δ−1 ⊕ δ−2 ⊕ δ−3 ⊕ · · · ⊕ γ1 ⊕ γ1δ−1 ⊕
γ1δ−2 ⊕ γ1δ−3 ⊕ · · · ⊕ γ2 ⊕ γ2δ−1 ⊕ · · · )(γkδt) =

(γkδt ⊕ γkδt−1 ⊕ γkδt−2 ⊕ γkδt−3 ⊕ · · · ⊕
γk+1δt ⊕ γk+1δt−1 ⊕ γk+1δt−2 ⊕ · · · ⊕ γk+2δt ⊕
γk+2δt−1 ⊕ γk+2δt−2 ⊕ γk+2δt−3 ⊕ · · · ) =
(γkδt ⊕ γk+1δt ⊕ γk+2δt ⊕ · · · ) = γkδt.

同理,在Max
in Jγ, δK中有

(γ∗(δ−1)∗)⊗ {γkδt ⊕ [
N⊕

i=0

(
N⊕

j=0

γk+iδt−j)]} =

(γ∗(δ−1)∗)(γkδt) = γkδt.

Max
in Jγ, δK是R(γ,δ)意义下的等价类dioid. 形象的

看,在事件–时间–域,即(γ, δ)平面中,对BJγ, δK来说,
单项式γkδt仅表示一个点(k, t),而对Max

in Jγ, δK中的
单项式γkδt来说,考虑的是同属于点(k, t)的等价类

点的集合.例如:这个集合不仅包含γkδt,还包含γkδt⊕
γk+1δt−1等,其中(γ∗(δ−1)∗)(γkδt)是点(k, t)等价类

的最大表达式,它对应了集合中的所有点,在(γ, δ)平

面中即是: 以(k, t)为顶点,以该点分别水平向γ轴正

方向(右方)、垂直向δ轴负方向(下方)作的两条射线为
边界上的、以及边界内的所有点. 这个区域简称以
(k, t)为顶点的“东南”锥.该名称不仅仅适用于单项
式,例如,对多项式S1 = γ1δ3⊕ γ3δ5,以及S2 = γ1δ3
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⊕γ2δ2 ⊕ γ3δ5,结合式(21)–(22),可得

(γ∗(δ−1)∗)S2 = (γ∗(δ−1)∗)S1

成立,即, S1和S2属于Max
in Jγ, δK中同一等价类,相应

的最大表达式(γ∗(δ−1)∗)S1对应了以(1, 3)和(3, 5)为

顶点的两个“东南”锥的并集,如图2中阴影部分所示.

图 2 属等价类的S1 = γ1δ3 ⊕ γ3δ5, S2 = γ1δ3 ⊕ γ2δ2

⊕γ3δ5的图形表达

Fig. 2 Graphical representation of S1 = γ1δ3 ⊕ γ3δ5, S2 =

γ1δ3 ⊕ γ2δ2 ⊕ γ3δ5, which belong to the same equi-

valent class

一般来说,可以用下面的Max
in Jγ, δK模型来同时从

时间域和事件域上来描述系统:

X(γδ) = A(γδ)X(γδ)⊕B(γδ)U(γδ), (23)

Y (γδ) = C(γδ)X(γδ), (24)

其中:相应的系统矩阵、输入矩阵以及输出矩阵分
别为: A ∈ Max

in Jγ, δKn×n, B ∈ Max
in Jγ, δKn×p, C ∈

Max
in Jγ, δKl×n,如:

(A(γδ))ij =
⊕

k,t∈Z
aij(k, t)γ

kδt,

aij(k, t) = ε或e. 同样, 对于物理可实现的系统, 矩
阵A(γδ)对角线上的元素是因果的,除了ε外,不会出
现负的幂指数,但矩阵A(γδ)非对角线上的元素(甚至
B(γδ), C(γδ))有可能含有负幂指数,模型(23)–(24)还
是非因果模型,有待处理、提高效率.

3.4 [γ, δ]–转转转换换换矩矩矩阵阵阵法法法处处处理理理非非非因因因果果果关关关系系系 (Eliminat-
ing non-causality with [γ, δ]–transformation
matrices)
对于系统矩阵A(γδ)、输入矩阵B(γδ)的处理,引

入两个可逆对角转换矩阵T (γδ), Tu(γδ):

T (γδ) =



γµ1δφ1 ε · · · · · · ε

ε γµ2δφ2 ε · · · ε
...

. . .
...

...
. . . ε

ε · · · · · · ε γµnδφn


,

Tu(γδ) =



γη1δθ1 ε · · · · · · ε

ε γη2δθ2 ε · · · ε
...

. . .
...

...
. . . ε

ε · · · · · · ε γηpδθp


,

且µi, φi ∈ N0, i = 1, · · · , n; ηi, θi ∈ N0, i =

1, · · · , p,分 别 使 X̃(γδ) = T (γδ)X(γδ), Ũ(γδ) =

Tu(γδ)U(γδ),即: T −1X̃ = X , T −1
u Ũ = U . 将之代

入式(23),得

X̃ = T AT −1X̃ ⊕ T BT −1
u Ũ . (25)

令Ã = T AT −1, B̃ = T BT −1
u ,上式即为

X̃(γδ) = Ã(γδ)X̃(γδ)⊕ B̃(γδ)Ũ(γδ). (26)

要获得物理可实现的系统的因果模型,考虑对变
量重新编号,即: 选择合适的 [γ δ]–转换矩阵T (γδ),
Tu(γδ),以使式 (26)中Ã(γδ)和B̃(γδ)的元素(为(γ,

δ)形式幂级数),都不含有负的幂指数. 由于

(T −1(γδ))ij =

{
γ−µiδ−φi , j = i,

ε, j ̸= i,

(T −1
u (γδ))ij =

{
γ−ηiδ−θi , j = i,

ε, j ̸= i,

可得

(Ã(γδ))ij =

(γµiδφi)(
⊕

k,t∈Z
aij(k, t)γ

kδt)(γ−µjδ−φj ), (27)

(B̃(γδ))ij =

(γµiδφi)(
⊕

k,t∈Z
bij(k, t)γ

kδt)(γ−ηjδ−θj ). (28)

考虑到aij , bij的取值只有两个选项: ε或 e,前者为零
元素,不会有影响,因此,为得到因果模型(26),需要满
足∀aij(k, t) = e, k, t ∈ Z:

µi − µj > −k, (29)

φi − φj > −t, (30)

并且,类似地,同时还需满足∀bij(k, t) = e, k, t ∈ Z:

µi − ηj > −k, (31)

φi − θj > −t, (32)

对于C(γδ),类似引入可逆对角转换矩阵Ty(γδ):

(Ty)ij=

{
γαiδβi , j= i,

ε, j ̸= i,
αi, βi∈N0, i=1, · · ·, l,

(T −1
y )ij =

{
γ−αiδ−βi , j = i,

ε, j ̸= i

使Ỹ (γδ)=Ty(γδ)Y (γδ),同样, Ty(γδ)满足∀cij(k, t)
= e, k, t ∈ Z:
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αi − µj > −k, (33)

βi − φj > −t, (34)

得到的式(35)为因果模型:

Ỹ (γδ) = C̃(γδ)X̃(γδ), (35)

其中C̃(γδ) = Ty(γδ)C(γδ)T −1(γδ).

如前所述,对于物理可实现的系统,能够找到满足
式(29)–(34)的解,组成[γ δ]–转换矩阵T (γδ), Tu(γδ)

和Ty(γδ),使非因果模型(23)–(24)转换为因果模型
(26)(35). 一般来说,这样的解以及[γ, δ]–转换矩阵不
是唯一的,所以转换得到的因果模型也就可能不同,
然而都是满足要求的结果.前面提到,矩阵A(γδ)仅

非对角线上的元素可能含负幂指数,同时,由于实际
中, Ã(γδ)及A(γδ)均为稀疏矩阵,求解处理时需要考
虑满足的不等式数量也就相应较少. 下节中,本文将
以Mayer and Raisch[2], Li等[4]中提到的HTS为例,具
体说明结合应用上述方法进行建模的过程.

4 高高高通通通量量量筛筛筛选选选系系系统统统实实实例例例(An example of a high
throughput screening system)
该高通量筛选系统具有3个资源,分别以R1, R2,

R3表示. 一个批次的高通量筛选过程要在这3个资源
上按图3所示的顺序进行6个活动,分别以“Acti.i”
(i = 1, · · · , 6)来表示,其中“Acti.i”(i = 1, · · · , 4),
都为在R1上发生的活动.由于还存在预处理和后续处
理,每个活动的开始时间(或结束时间)不一定就是该

批次在相应资源上的进入时间oi(或离开时间ri). 各
活动所需的时间以及活动间转移所需的最小时间如

图3所示.

图 3 单批次运行方案

Fig. 3 Time scheme for a single batch

在循环运行的时候,等待一个批次的所有活动完
成之后再开始下一个批次往往并不能做到对资源的

高利用率,系统通量也有提高的空间. 为了提高系统
通量, Mayer和Raisch[2]得到的最优循环方案甘特图

如图4所示: 在资源R1上,不同批次的多个活动交替
发生. 其中即有非因果关系,例如批次k + 1的活动

Acti.1会先于批次k − 2的活动Acti.4发生.

相应的前导图(见图5)则把各事件间的相互关系进
一步显示出来. xi为相应活动开始事件(或结束事件)
的最早发生时间. 例如, x1(或x2)就对应资源R1上发
生的活动Acti.1的开始事件(或结束事件).在前导图
中,为了降低系统模型的复杂度,一些进入事件(或离
开事件)没有显示,只要xi被确定下来,相应的oi(或ri)
也就定了.

图 4 最优循环方案甘特图

Fig. 4 Gantt chart of the optimal schedule for batches

图 5 最优循环方案前导图

Fig. 5 Precedence graph for the optimal schedule
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前导图 5包含了系统时间域事件域的信息.节点
代表相应的事件.简单的有向边代表了同一批次两
事件之间的时间关系,带有斜杠“/”或者圆圈“◦”
的有向边代表了不同批次两事件之间的时间关系.
“批次k + 1的活动Acti.1会先于批次 k − 2的活

动Acti.4发生”,这个关系就是由从活动Acti.1的结
束事件x2指向活动Acti.4的开始事件x11的带

有3个“◦”的有向边来表示.“◦”表示这类“后面
批次先于前面批次发生”的非因果关系(这个非因
果关系仅是指从批次的角度看如此),相反,斜
杠“/”则表示“前面批次先于后面批次发生”. 两
事件间的批次差用“/”或者“◦”的个数表示,两事
件间具体的时间差则由有向边的权值来表示.

简单起见,假设系统单输入u作用于Acti.1开始
事件所对应的x1,而Acti.4的结束事件对应的x12作

为系统单输出y,则对应系统模型(23)和(24)的输
入、输出矩阵如下:

B(γδ) = [γ0δ0 ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε]T,

C(γδ) = [ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε γ0δ0].

而在系统矩阵A(γδ) ∈ Max
in Jγ, δK12×12中,除了下

列这些元素外,其余所有的元素均为ε:

A(1,6) = A(3,4) = A(7,12) = A(9,10) = γ1δ0,

A(2,1) = A(6,5) = A(8,7) = A(12,11) = γ0δ8,

A(5,8) = γ2δ0, A(3,2) = A(9,8) = γ0δ3,

A(1,12) = γ4δ3, A(4,3) = A(10,9) = γ0δ24,

A(5,4) = A(11,10) = γ0δ0,

其中: A(11,2) = γ−3δ0, A(7,6) = γ0δ30 ⊕ γ−1δ0,含

有负的幂指数. 事实上,相应的输入输出传递函数
H(γδ)中也出现了非因果项:

H = C ⊗ (A)∗ ⊗B = (γ−3δ16)(γ1δ43)∗.

第k批的系统输出在系统第k + 3批的输入后16
个单位时间发生,非因果项使系统分析较复杂. 考
虑引入转换矩阵T (γδ), Tu(γδ), Ty(γδ),以将式(23)–
(24)转换为式(26)(35). 为此,

µ1 − µ6 > −1, φ1 − φ6 > 0;

µ1 − µ12 > −4, φ1 − φ12 > −3;

µ2 − µ1 > 0, φ2 − φ1 > −8;

µ3 − µ2 >0, φ3 − φ2 >−3;

µ3 − µ4 >−1, φ3 − φ4 >0;

µ4 − µ3 > 0, φ4 − φ3 > −24;

µ5 − µ4 > 0, φ5 − φ4 > 0;

µ5 − µ8 >−2, φ5 − φ8 > 0;

µ6 − µ5 > 0, φ6 − φ5 > −8;

µ7 − µ6 > 0, φ7 − φ6 > −30;

µ7 − µ6 > 1, φ7 − φ6 > 0;

µ7 − µ12 > −1, φ7 − φ12 > 0;

µ8 − µ7 > 0, φ8 − φ7 > −8;

µ9 − µ8 > 0, φ9 − φ8 > −3;

µ9 − µ10 > −1, φ9 − φ10 > 0;

µ10 − µ9 > 0, φ10 − φ9 > −24;

µ11 − µ2 > 3, φ11 − φ2 > 0;

µ11 − µ10 > 0, φ11 − φ10 > 0;

µ12 − µ11 > 0, φ12 − φ11 > −8;

µ1 − η1 > 0, φ1 − θ1 > 0;

α1 − µ12 > 0, β1 − φ12 > 0.

满足要求的一组解为

µ1 = µ2 = µ3 = µ4 =−1, µ5 = µ6 = 0,

µ7 = µ8 = 1, µ9 = µ10 = µ11 = µ12 = 2,

φ1 = · · · = φ12 = 0, η1 =−1, θ1 = 0,

α1 = 2, β1 = 0.

相应的B̃, C̃为

B̃(γδ) = [γ0δ0 ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε]T,

C̃(γδ) = [ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε γ0δ0].

系统矩阵Ã的非ε元素为

Ã(5,8) = Ã(3,4) = Ã(5,4) = Ã(9,10) =γ1δ0,

Ã(3,2) = γ0δ3,

Ã(2,1) = Ã(6,5) = Ã(8,7) = Ã(12,11) = γ0δ8,

Ã(9,8) = Ã(1,12) =γ1δ3,

Ã(1,6) = Ã(7,12) = Ã(11,2) = Ã(11,10) =γ0δ0,

Ã(10,9) = Ã(4,3) = γ0δ24,

原来含有负幂指数的

Ã(11,2) = γ0δ0, Ã(7,6) = γ1δ30 ⊕ γ0δ0,

均不再含有负的幂指数. 转换后的输入输出传递函
数亦不再含有非因果项,为

H̃ = C̃ ⊗ (Ã)∗ ⊗ B̃ = (γ0δ16)(γ1δ43)∗,

也就是说,首先,系统第k批的输出ỹ将在系统的同

批次输入ũ发生16个时间单位后产生,其次,每隔43
个时间单位,系统会以相同的模式新运行一个批次.
例如: ũ = γ0δ9 ⊕ γ1δ52 ⊕ · · · ,代表第0批次(假设
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时间和批次的计算初始点均以0开始)的输入发生在
第9个时间单位处,第1批次的输入发生在第52个时

间单位处,相应的ỹ = γ0δ25 ⊕ γ1δ68 ⊕ · · · . 对于新
的因果模型,较之非因果模型,进行系统分析直观
明了. 也可直接由系统输入及过去批次的状态得到
所需的当前批次状态及系统输出.同时,为后续的
控制提供了便利: 利用余理论,基于此因果模型及
相应的控制指标,如对输出的期望轨迹ỹd或对状态

的期望轨迹x̃d等,能较直接、方便地得到所需的控
制策略.

关于控制结构另文探讨. 这里以该新模型为基
础,举一个简单的容错控制情形. 假定系统在ũ =

γ0δ9⊕γ1δ52⊕· · ·的作用下正常运行了第0和第1这

两个批次后受到故障或干扰的影响,需要系统调整
运行,从第3批次开始以最优的输入,使得最优的输
出ỹ可按给定的轨迹ỹd满足如下偏序关系: ỹ 4 ỹd.
其中:

ỹd = γ0δ25 ⊕ γ1δ68 ⊕ γ3δ282 ⊕ γ6δ378 ⊕ γ7δ+∞.

这意味着,首先,要求系统在第282个时间单位之前

或当时完成第3批次,在第378个时间单位之前或当

时完成最后一个即第6批次的输出.其次,“最优”
还意味着以下要求: 保持高通量性能同时考虑系统
无缓冲,各批次的输入要尽可能晚地进入系统.在
双子代数模型下很容易得到满足要求的最优输入:

ũopt = H̃ \◦ ỹd =

· · · ⊕ γ3δ180 ⊕ γ4δ223 ⊕ γ5δ266 ⊕ γ6δ362.

上式中的相关计算,包括⊗的余映射—运算“\◦”的
相关内容,有兴趣的读者可参阅文献,如Baccelli
等[8]. 在输入ũopt的作用下,系统的最优输出为

ỹopt = H̃ ⊗ ũopt =

· · · ⊕ γ3δ196⊕γ4δ239⊕γ5δ282⊕γ6δ378⊕γ7δ+∞.

该输出即是满足以上各要求的最优输出.虽然
第4、第5批次的输出并未在期望轨迹表达式中指明,
但第3至第5批的输入也均不能再晚于ũopt给出的时

间了,否则,相应的输出将不再属于给定轨迹ỹd的等

价类. 由于得到的ũopt是双子代数表达的最优输入,
可以方便的根据HTS系统实际所用的控制器,灵活
选择实施控制的视角. 例如使用PLC控制器时,以
时间域为视点,根据时间点发出相应的批次输入指
令,控制效率得到提高. 反之,在以事件域为视点控
制时,也可根据事件点发出时间指令.

5 结结结语语语(Conclusions)
本文在对高通量筛选系统利用max-plus算法建

模的基础上,为了同时进行事件域与时间域的系统
描述,将其拓展到双子代数Max

in Jγ, δK模型. 因无需
降阶处理,亦从模型结构上提高了效率.对于物理
可执行的高通量筛选系统可能出现的非因果模型,
引入转换矩阵T (γδ), Tu(γδ), Ty(γδ),将其进一步
转换改善为因果模型,使系统分析直观明了清楚,
更便于根据已有的系统输入、状态来得到所需的系

统状态及输出,且从控制策略的生成上提高效率:
基于该模型,利用余理论,结合相应的控制指标,即
可直接计算所需的控制策略.所得双子代数表达的
控制输入,从控制策略的展开实施上提供便利,提
高控制效率.未来的工作除了控制策略的优化外,
如何在意外故障存在的同时,进一步提高系统可靠
性及效率,也是一个有意义的研究方向.
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