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摘要:研究康复机器人上肢传递系统的周期稳态和自主控制.运用计时事件图和极大–加代数方法,建立康复机
器人上肢传递系统的数学模型,给出传递系统的周期计算公式、周期稳态的扰动估计范围和自主控制策略,并分析
周期稳态相对于参数扰动的鲁棒性. 周期稳态的扰动估计可用于提高上肢康复机器人工作的精确性和柔顺性,而
自主控制策略有益于保证上肢康复机器人工作的实时性和安全性. 扰动估计和自主控制方法易于计算,并有助于
上肢康复机器人传递运动智能辅助系统的设计、控制和优化.
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Abstract: This paper investigates the period steady-state and autonomous control of the upper limb transfer system of
rehabilitation robots. By using timed event graph and max-plus algebra, the mathematical model of the transfer system is
established. The period formula, range of disturbance estimation and strategy of autonomous control are presented, and
the robust stability with respect to the parameter perturbation is analyzed. The disturbance estimation of the period steady
state can be used to improve the accuracy and compliance of the upper limb rehabilitation robot work, and the strategy of
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1 引引引言言言(Introduction)
康复机器人是康复医学和机器人的结合,其研究

涵盖康复医学、机器人学、控制科学、生物力学、人工

智能等领域.康复机器人的研究已经引起了康复医疗
和自动控制领域研究者的极大兴趣[1–3].

由脑卒中、脊髓损伤、脑外伤等造成的肢体残障

的根本原因不是肢体本身受到伤害造成骨骼和肌肉

功能丧失或衰退,而是中枢神经系统受到损伤无法控
制肢体运动,导致患者部分肢体行为能力丧失.对于

这类肢体残障患者,在药物和手术治疗的同时,可以
实施康复训练,重新建立肢体与受损脑部中枢神经之
间的联络,以控制肢体行为[2, 4–5]. 康复训练可以由理
疗师与患者通过一对一的直接肢体接触来进行大量

重复性肢体运动,以逐渐刺激受损脑部中枢神经,达
到重新建立中枢神经与肢体之间联络的目的. 理疗师
与患者一对一的直接肢体接触的训练模式的效率较

低,成本较高,而且还受到时间限制,也不宜在家里操
作.机器人作为一种能长时间重复繁杂性工作、减轻
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理疗师的繁重体力劳动、提高康复训练精度的机械系

统,可用于这类肢体残障患者的康复训练.
在由脑卒中、脊髓损伤、脑外伤等造成的肢体残

障患者的康复训练中,康复机器人具有实时控制运动
变化和运动力度、监测参数变化、记录理疗数据、保

障治疗安全等功能,也具有成本低廉、定量准确、自主
治疗等优点. 随着机器人、计算机、控制、传感、人工
智能、生物医学等技术的迅速发展,机器人领域与康
复医学领域的研究者对康复机器人技术做了许多研

究.康复机器人主要有上肢康复机器人和下肢康复机
器人. 人的上肢要完成比下肢更多的动作,其中枢神
经系统更加复杂,损伤后恢复较为缓慢. 因而上肢的
康复训练显得尤为重要.上肢康复机器人可以分为两
大类,一类是末端牵引式上肢康复机器人,另一类为
外骨骼式上肢康复机器人. 前者是一种以普通连杆装
置或串联机器人为主体,末端与患者手臂连接的机器
人系统.它通过机器人运动带动患者上肢运动来达到
康复训练目的. 这种机器人系统与患者相对独立,只
是通过患者手部与机器人的末端相连[6–12]. 后者是一
种各关节与穿戴者手臂关节相一致,紧紧依附于手臂
表面的机器人系统.它可以实时直接地进行力、位置
和其他信息的传递,以保证训练的准确性,从而达到
康复训练目的. 这种机器人系统与人的上肢运动系统
相似,模拟上肢运动较为真实[13–19].
相对于末端牵引式上肢康复机器人而言,外骨骼

式上肢康复机器人的训练效果更为明显. 然而,由于
手臂运动的复杂性,无论是末端牵引式上肢康复机器
人,还是外骨骼式上肢康复机器人,都存在工作的精
确性、柔顺性、舒适性、灵巧性、实时性、安全性等问

题.譬如说,采用末端牵引式上肢康复机器人对患者
进行训练,对整个手臂是合适的,但具体针对手部时,
其训练效果非常有限,而且还会产生不必要的康复运
动.事实上,人的手部结构十分精细,动作极为精巧,
功能非常复杂,并在中枢神经直接控制下来完成所有
动作.从目前工程技术来看,要完全模拟手部运动有
相当的难度.
研究表明,建立由脑卒中、脊髓损伤、脑外伤等造

成的肢体残障患者的肢体与中枢神经之间的联络,通
过进行大量重复的固定动作的练习可以取得一定的

疗效. 本文将研究康复机器人上肢传递运动时间层面
上的周期稳态、扰动估计和自主控制.所考虑的康复
机器人上肢传递系统由左上肢和右上肢组成,运动方
式是右手抓握物件,并把物件传递给左手,左手接收
物件,并把物件放置到指定位置.患者上肢传递功能
的恢复性训练由上肢康复机器人和患者一起完成. 在
此训练过程中,患者上肢随着机器人作传递运动.这
一传递功能的恢复训练的实际意义是明显的. 本文希
望通过精确和实时地控制康复机器人上肢传递系统

的运行时间来改善上肢康复机器人工作的精确性、柔

顺性、实时性和安全性. 计时事件图可以表征同
步、并发等非线性现象,在系统的建模、分析、控制与
优化中扮演着重要的角色.它的动态演化过程可以用
极大–加代数上线性方程来描述[20–22]. 本文将用计时
事件图来建立康复机器人上肢传递系统的数学模型.
通过对数学模型的分析,本文得到了康复机器人上肢
传递系统的周期计算公式,并以此设置训练参数,为
患者提供不同强度的康复训练.
周期性能够保证对患者进行有规律的、均匀强度

的康复训练. 在训练过程中,如果康复机器人上肢行
为和患者上肢行为配合得当,那么可以维持训练过程
稳定进行;否则,可能破坏动态平衡而中断训练,甚至
造成伤害事故. 例如,在采用上肢康复机器人对患者
进行康复训练时,患者中枢神经不能对手臂进行有效
控制,手臂会不由自主地出现不同程度的震颤,致使
训练过程不稳定. 为此,本文还对周期稳态的扰动进
行估计,以助于提高上肢康复机器人工作的精确性和
柔顺性. 同时,本文对上肢康复机器人运动执行的次
数、运动速度以及动作的暂停与继续进行自主控制,
以保证机器人工作的实时性和安全性.
不同于文献[6–19],本文关注康复机器人上肢传

递运动时间层面上的分析、控制与优化. Lopes等运用
极大–加代数方法研究了多足机器人步态的优化与控
制问题[22]. 基于计时事件图和极大–加代数方法,本
文将建立上肢传递系统在极大–加代数意义下的线性
模型,进而运用极大–加线性系统理论分析系统的周
期性和鲁棒性,并实现系统的自主控制,以助于康复
机器人上肢传递运动智能辅助系统的设计、控制与

优化.

2 预预预备备备知知知识识识与与与问问问题题题建建建模模模(Preliminary and mo-
deling)
康复机器人上肢传递系统由左上肢和右上肢组成,

其运行过程是: 右手抓握物件,并传递给左手;左手接
过物件,并放到指定位置;如此循环反复.这样的传递
训练对于建立患者上肢与中枢神经之间的联络,恢复
患者上肢功能有着积极的作用. 在具体实施时,需要
考虑这一传递系统的周期稳态行为,也就是传递系统
的周期性、鲁棒性及其扰动估计.上述上肢传递系统
可用计时事件图来表征,如图1所示.

图 1 上肢传递系统的计时事件图

Fig. 1 Timed event graph of an upper-limb transfer system

在图1中: q1表示右手抓握物件, q2表示左手接过
物件, q3表示左手放下物件; a21表示右手将物件传递
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到接物件位置所用时间, a32表示左手将物件传递到放

物件位置所用时间. 传递过程如下:

右手抓物件
传递−−−→左手接物件 传递−−−→左手放物件.

事件的发生遵循以下约束条件:

1) 右手把物件传递给左手后,需返回到抓握物件
的位置,方可抓握下一物件.右手的返回时间设为a12.

2) 左手放下物件后,需返回到接物件的位置,方
可接下一物件.左手的返回时间设为a23.

3) 一次传递运动完成到下一次传递运动开始的
缓冲时间为a13.

4) 抓物件、接物件和放物件的动作皆发生在瞬间.

若用xi(k)表示事件qi第k次发生的开始时刻,则
这样的康复机器人上肢传递系统可以由动态方程组

描述为
x1(k + 1) = max{x2(k) + a12, x3(k) + a13},
x2(k + 1) = max{x1(k + 1) + a21, x3(k) + a23},
x3(k + 1) = x2(k + 1) + a32,

其中k ∈ N (自然数集). 为表述方便起见,此系统记为
H . 容易看出,系统H是非线性的. 下面运用极大–加
代数方法将其转化为极大–加线性系统.首先,引入一
些关于极大–加代数的概念和结论.这些概念和结论
的详细论述请见文献[21–22].

R是实数集, ϵ是一个元素.对于任意x ∈ R,规定:

max(x, ϵ) = x, x+ ϵ = ϵ,

max(ϵ, ϵ) = ϵ, ϵ+ ϵ = ϵ.

在集合R ∪ {ϵ}上,定义加法运算⊕和乘法运算⊗:

x⊕ y = max(x, y), x⊗ y = x+ y,

其中x, y ∈ R ∪ {ϵ}. 集合R ∪ {ϵ}关于⊕运算和⊗运
算构成极大–加代数,记为Rmax. 在Rmax中: ϵ是关于
加法运算的零元: ϵ⊕ x = x; 0是关于乘法运算的单
位元: 0⊗ x = x.

Rm×n
max 表示Rmax上m× n矩阵的集合. Rm×n

max 上的

加法、乘法和标量运算分别定义如下:

(A⊕B)ij = aij ⊕ bij,

其中: A = (aij), B = (bij) ∈ Rm×n
max ;

(A⊗B)ij =
p

⊕
k=1

aik ⊗ bkj,

其中: A = (aij) ∈ Rm×p
max , B = (bij) ∈ Rp×n

max ;

(r ◦A)ij = r ⊗ aij,

其中: r∈Rmax, A=x(aij)∈Rm×n
max .在分别进行Rmax

中元素的⊗和⊕混合运算和Rmax上矩阵的⊗和⊕混合
运算时,如果没有特别标明, ⊗总是优先于⊕. 在不引
起混淆的情况下,乘法运算符号⊗和标量运算符

号◦通常省略不写. Rn×n
max中的零矩阵和单位矩阵分别

为

E =


ϵ ϵ · · · ϵ

ϵ ϵ · · · ϵ
...

...
...

ϵ ϵ · · · ϵ

 , I =


0 ϵ · · · ϵ

ϵ 0 · · · ϵ
...

...
...

ϵ ϵ · · · 0

 .

对于A = (aij) ∈ Rn×n
max ,矩阵A的前趋图G(A)是

一个有n个结点1, 2, · · · , n的赋权有向图. 当aij = ϵ

时,没有从结点j到结点i的有向边;当aij ̸= ϵ时,有一
条从结点j到结点i且权重为aij的有向边.

设x(·) = (x1(·) x2(·) x3(·))T ∈ R3,则康复机器
人上肢传递系统H可以用极大–加线性方程表示为

x(k + 1) = A0x(k + 1)⊕A1x(k), (1)

其中:

A0 =

 ϵ ϵ ϵ

a21 ϵ ϵ

ϵ a32 ϵ

 , A1 =

ϵ a12 a13

ϵ ϵ a23

ϵ ϵ ϵ

 .

迭代方程(1)可得

x(k + 1) = A3
0x(k + 1)⊕ (A2

0 ⊕A0 ⊕ I)A1x(k).

经过计算,有A3
0 = E ,即A0为3次幂零矩阵. 因此

x(k + 1) = (A2
0 ⊕A0 ⊕ I)A1x(k) := Ax(k), (2)

其中

A =

ϵ a12 a13

ϵ a12a21 a13a21⊕a23

ϵ a12a21a32 a13a21a32⊕a23a32

.

矩阵A的前趋图G(A)如图2所示.

图 2 矩阵A的前趋图G(A)

Fig. 2 Precedence graph G(A) of matrix A

3 周周周期期期稳稳稳态态态(Periodic steady state)
系统(2)的周期λ表示由状态x(k)到状态x(k + 1)

的平均时间间隔,它可由状态矩阵A的特征值(G(A)
的极大回路均值)计算而得. 由图2可知,系统H的周

期为

λ = a12a21 ⊕ a13a21a32 ⊕ a23a32. (3)

当空手返回的时间不超过传递物件的时间时,系统的
周期为a13a21a32;否则,当右手将物件传递给左手的
时间与右手返回时间之和大于(小于)左手将所接物件
放到指定位置的时间与左手返回时间之和时,系统的
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周期为a12a21(a23a32). 有关极大–加代数上矩阵特征
值和特征向量的刻画与计算请见文献[23–26].

在康复训练过程中,可以根据患者的残障程度用
周期公式(3)来精确设置训练参数指标,为患者提供不
同强度的康复训练. 譬如,当患者上肢残障程度较为
严重时,可把参数值设置的较大一些,亦即重复动作
较为缓慢一些. 下面给出一个数值仿真实验.

例例例 1 设康复机器人上肢传递系统H 中的参

数为

a13 = 3, a21 = 4, a32 = 3, a12 = 2, a23 = 2, (4)

且右手首次抓取物件的时刻为 0,即 x1(0) = 0. 该传
递过程中各动作发生时间的实验数据如表1所示. 由
表1可以看出,每个动作连续发生的时间间隔(周期)均
为10,即

x(k + 1) = 10x(k), k = 1, 2, · · · .

康复机器人上肢传递系统各动作发生的时序关系如

图3所示. 这一实验结果可由(2)计算而得,其中

A =

ϵ 2 3

ϵ 6 7

ϵ 9 10

 .

表1 实验数据

Table 1 Simulation data

第1次 第2次 第3次 第4次 · · ·

右手抓物 0 10 20 30 · · ·
左手接物 4 11 21 31 · · ·
左手放物 7 17 27 37 · · ·

图 3 时序图

Fig. 3 Timing sequence diagram

4 扰扰扰动动动估估估计计计(Disturbance estimation)
对于患者中枢神经对上肢完全无支配的情况,在

确定参数后,患者上肢的前臂、腕关节、指关节等在康
复机器人的带动下反复运动,其周期稳态基本能得到
保证. 但是,在由脑卒中而引起的上肢残障的患者中,
很多患者的手臂时常会出现不同程度的震颤,而导致
抓握物件、传递物件、放下物件出现延迟或提前,从而
出现传递周期的扰动.

设康复机器人上肢传递系统(2)的扰动矩阵为

Â =

ϵ â12 â13

ϵ â12â21 â13â21⊕â23

ϵ â12â21â32 â13â21â32⊕â23â32

 ,

且系统矩阵A和扰动矩阵Â的特征值分别为λ和λ̂,则
该康复机器人上肢传递系统的周期扰动量为

ρ(λ) = |λ− λ̂|. (5)

令系统H的扰动量为

ρ(A) = max{|a13 − â13|, |a21 − â21|, |a32 − â32|,
|a12 − â12|, |a23 − â23|},

则由式(3)可知

ρ(λ) = |max{a12+a21, a13+a21+a32, a23+a32}−
max{â12+â21, â13+â21+â32, â23+â32}|=
max{|(a12 + a21)− (â12 + â21)|,
|(a13 + a21 + a32)− (â13 + â21 + â32)|,
|(a23 + a32)− (â23 + â32)|} 6
max{|a12 − â12|+ |a21 − â21|,
|a13 − â13|+ |a21 − â21|+ |a32 − â32|,
|a23 − â23|+ |a32 − â32|} 6
max{2ρ(A), 3ρ(A), 2ρ(A)} =

3ρ(A).

由等式(5)可知,由参数扰动所导致的扰动稳态值λ̂的

变化范围为

λ− 3ρ(A) 6 λ̂ 6 λ+ 3ρ(A). (6)

下面给出一个数值例子.

例例例 2 设康复机器人上肢传递系统H中参数如

(4)所示,且扰动参数为

â13 = 2.5, â21 = 5, â32 = 3.5, a12 = 1.5, a23 = 3.

容易看出, ρ(A) = 1,并且λ = 10.由不等式(6)可得
7 6 λ̂ 6 13.

系统H的周期稳态相对于参数扰动的鲁棒性即为

使系统H的特征值保持不变的参数a13, a21, a32, a12,

a23的变化范围.当λ = a13a21a32时,系统的参数a13,
a21, a32中至少有两个是可扰动的. 如果系统H中只有

一个可扰动参数,那么这个参数无论是增性的,还是
减性的, λ̂都不会等于λ. 这种情况的实际意义也是明
显的,亦即: 要保持事件发生的平均时间间隔不变,如
果系统H中有一个事件的发生延迟,那么必定有另一
个事件的发生提前. 一般地,在保持系统周期不变的
前提下,当系统扰动参数是两个时,必然一个是增性
的,而另一个是减性的;当系统扰动参数是3个时,必
然两个是增性的,而一个是减性的,或两个是减性的,
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而一个是增性的. 注意到这样的参数增减关系有益于
控制系统时参数的设置.令

t13 = a13 − â13, t21 = a21 − â21, t32 = a32 − â32,

t12= a12 − â12, t23 = a23 − â23,

则系统H的周期不变当且仅当t13 + t21 + t32 = 0.当

λ=a12a21(λ=a23a32)时,参数 a12和 a21(a23和 a32)
的扰动必然一个是增性的,而另一个是减性的. 系统
H的周期不变当且仅当t12 + t21 = 0(t23 + t32 = 0).

扰动矩阵的参数可根据患者上肢震颤程度来测定.
运用系统H的周期稳态扰动估计和鲁棒性条件,可以
考虑状态周期变化的最大振幅,尽量使康复机器人上
肢传递运动容许振幅与患者上肢震颤程度吻合,以改
善上肢康复机器人的柔顺性设计.

5 自自自主主主控控控制制制(Autonomous control)
在康复训练过程中,考虑到患者残障程度、主观需

求或应对意外情况,常常需要患者或护理者通过自主
控制传递动作的执行时间来调整训练强度.本节将运
用非自治计时事件图和极大–加代数方法,对上肢康
复机器人传递运动的次数、速度以及动作的暂停与继

续进行建模、分析与控制.

图4是具有自主控制的康复机器人上肢传递系统
的非自治计时事件图模型,其中外部输入u为控制传

递运动开始的按钮.右手抓握物件,除了满足原有约
束条件外,还受到u的制约. 这样的康复机器人上肢传
递系统可以用动态方程组

x1(k + 1) = max{x2(k) + a12, x3(k) + a13,

u(k + 1)},
x2(k + 1)=max{x1(k+1)+a21, x3(k)+a23},
x3(k + 1) = x2(k + 1) + a32

来表示. 为表述方便起见,此系统记为H . 系统H可以

用极大–加线性方程表示为

x(k+1) = A0x(k+1)⊕A1x(k)⊕Bu(k+1), (7)

其中: u(·) ∈ R为输入向量, A0和A1与式(1)中的矩阵
相同, B = (0 ϵ ϵ)T. 迭代方程(7)可得

x(k + 1) = A3
0x(k + 1)⊕ (A2

0 ⊕A0 ⊕ I)A1x(k)⊕
(A2

0 ⊕A0 ⊕ I)Bu(k + 1).

因为A3
0 = E ,所以

x(k + 1) = (A2
0 ⊕A0 ⊕ I)(A1x(k)⊕Bu(k + 1)).

经计算得

x(k + 1) =ϵ a12 a13

ϵ a12a21 a13a21⊕a23

ϵ a12a21a32 a13a21a32⊕a23a32

x(k)⊕

 0

a21

a21a32

u(k + 1). (8)

图 4 上肢传递系统的非自治计时事件图
Fig. 4 Non-autonomous timed event graph of the upper-limb

transfer system

通过设置输入序列{u(k)},可实现对康复机器人
上肢传递系统的自主控制.一方面,输入序列的长度k

决定传递运动重复发生的次数. 另一方面,向量u(k)

的分量大小决定第k次传递运动开始的时间.

例例例 3 设非自治康复机器人上肢传递系统H中

的参数如式(4)所示,且初始条件为x(0) = (0 0 0)T,
控制序列为{u(1)=0, u(2)=10, u(3)=24}.图4是系
统H的初始状态. 各时刻系统H的状态可由如图5所
示的计时事件图来表征. 由图5和式(8)可得

x(1) =ϵ 2 3

ϵ 6 7

ϵ 9 10

x(0)⊕

0

4

7

u(1) =

 3

7

10

 ,

x(2) =ϵ 2 3

ϵ 6 7

ϵ 9 10

x(1)⊕

0

4

7

u(2) =

13

17

20

 ,

x(3) =ϵ 2 3

ϵ 6 7

ϵ 9 10

x(2)⊕

0

4

7

u(3) =

24

28

31

 .

(a) 3时刻:变迁q1第1次发生,表示右手抓物件

(b) 7时刻:变迁q2第1次发生,表示左手接物件
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(c) 10时刻:变迁q3第1次发生,表示左手放物件

图 5 不同时刻上肢传递系统的状态描述
Fig. 5 State descriptions of the upper-limb transfer system at

various moments

对系统(8)施加状态反馈

u(k + 1) = ax3(k), k = 0, 1, · · · , (9)

则闭环系统的状态方程为

x(k + 1) = Dx(k), k = 0, 1, · · · , (10)

其中

D =

ϵ a12 t

ϵ a12a21 ta21⊕a23

ϵ a12a21a32 ta21a32⊕a23a32

 ,

t = a13 ⊕ a. 矩阵D的前趋图G(D)如图6所示. 由图6
可知,闭环系统(10)的周期为

λ̃ = a12a21 ⊕ ta21a32 ⊕ a23a32. (11)

图 6 矩阵D的前趋图G(D)

Fig. 6 Precedence graph G(D) of matrix D

状态反馈可以调整康复机器人上肢传递系统的周

期,以设定训练强度.下面讨论康复机器人上肢传递
系统的周期稳态性能相对于反馈参数a的鲁棒性,确
定使稳态性能保持不变的反馈参数a的调节范围.

定定定理理理 1 康复机器人上肢传递系统H的周期λ对

于反馈参数a是鲁棒的,其调节范围是a 6 a13或

a13 < a 6 max{a12 − a32, a23 − a21}.

证证证 当a 6 a13时, t = a13 ⊕ a = a13. 于是λ̃=λ.
当a13 < a 6 max{a12 − a32, a23 − a21}时,

ta21a32 = aa21a32 6 max{a12 + a21, a23 + a32} =

a12a21 ⊕ a23a32,

a13a21a32 < aa21a32 6 a12a21 ⊕ a23a32.

于是λ̃ = λ = a12a21 ⊕ a23a32. 证毕

例例例 4 对例3中的康复机器人上肢传递系统H施

加状态反馈(9). 由于

a13 = 3 > −1 = max{a12 − a32, a23 − a21},

因此,使得该系统的周期稳态性能保持不变的反馈参
数a的调节范围为a 6 a13 = 3. 例如,取a = 2,则闭
环系统(10)的状态矩阵与例1中的系统H的状态矩阵

相同,即

D =

ϵ 2 3

ϵ 6 7

ϵ 9 10

 = A.

于是系统的周期保持不变,仍为10. 再如,取a = 4,则
闭环系统(10)的状态矩阵为

D =

ϵ 2 4

ϵ 6 8

ϵ 9 11

 .

这一反馈使得系统的周期变为11.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了康复机器人上肢传递系统的周期稳态

及其扰动估计和自主控制.基于计时事件图和极大–
加代数方法,建立了康复机器人上肢传递系统的数学
模型,给出了系统的周期计算公式以及实验数据. 在
此基础上,给出了系统周期稳态的扰动估计范围,提
出了自主控制策略.本文的结果有助于上肢康复机器
人传递运动智能辅助系统的设计、控制和优化,以实
现对患者进行精确、柔顺、实时、安全的辅助治疗. 下
一步研究将结合临床实验考虑不同患者的需求,以提
高训练的可靠性和有效性. 下肢康复机器人已有许多
研究[5, 27–28]. 本文的方法也可用于下肢康复机器人腿
部运动系统周期稳态的研究.
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