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摘要:针对一类具有不确定时变参量的LPV过驱动系统的控制分配问题,考虑系统的不确定参量扰动和执行器
物理约束,利用伪控指令分配误差和控制量误差的1-范数,建立了含有时变不确定因子的控制分配优化模型. 根据
鲁棒优化思想,采用矢量变换技术处理时变不确定因子,得到了一种基于有约束锥二次凸优化模型的鲁棒控制分配
算法,实现对LPV过驱动系统伪控指令的在线优化分配. 最后,对某四轮电动汽车时变二自由度转向过驱动控制系
统的对比仿真实验表明,相比常规4WS和伪逆控制分配方法,本文的鲁棒控制分配算法有效地降低了系统参变量不
确定扰动的影响,得到更合理的控制分配解,有效改善了车辆的操纵稳定性.
关键词: 过驱动系统;鲁棒控制分配;锥二次优化;线性参变系统
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Robust control allocation strategy for linear parameter-varying
over-actuated systems
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Abstract: The control allocation problem is studied for a class of linear parameter-varying (LPV) over-actuated systems
with uncertain time-varying parameters in this paper. In view of the uncertain parameter perturbations and actuators physical
constraints, a control allocation optimization model with time-varying uncertainties is established based on the 1-norms of
allocation error of pseudo-control command and the control input error. According to the principle of robust optimization,
the robust control allocation algorithm based on constrained second-order cone programming model is developed by using
vector transforms technology to deal with time-varying uncertainties. The online optimal allocation of pseudo-control
command is thus realized for LPV over-actuated systems. Finally, the comparative simulations are executed for the steering
over-actuated control system with time varying 2-DOF of a four-wheel electric-vehicle. The simulative results indicated
that the proposed robust control allocation algorithm can effectively reduce the influence of parametric uncertainties on the
system, compared with the conventional 4WS and pseudo-inverse control allocation methods. The more reasonable control
allocation solution is obtained, and the vehicle handling stability is improved.
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1 引引引言言言(Introduction)
为了提高控制系统的安全可靠性,具有多个执行

器的过驱动系统被广泛应用于航空航天和汽车制造

等领域[1–2]. 但,这在提高系统可靠性的同时,也带来
了新的问题:如何使各执行器发挥最优的控制效能?[3]

而控制分配技术的出现为解决这一问题提供了一条

有效途径,并在航天飞行器[4–5]、汽车制造[6–7]、航海

船舶[8–9]等领域获得成功应用.

早期的控制分配算法研究成果大多是基于线性标

称系统模型,如直接分配算法、广义逆及其改进的分
配算法和基于数学规划的分配优化算法等[10],由于系
统建模误差和各种外界干扰的存在,使得上述控制分
配算法在应用中往往造成实际性能下降[3, 11]. 同时,
当系统维度较高时,算法的计算速度变慢,难以快速
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求解,不易于在线应用[12]. 此外,传统算法的优化目
标过于简单,且很少考虑执行器动态的物理约束,导
致分配精度降低,难以保证实际应用的可靠性[13].

为了减小上述传统控制分配算法的保守性和不足,
近年来,国内外学者对其进行了深入研究.一方面,提
出了各种非线性控制分配策略,如截距修正法(非线性
补偿)、分段线性化方法、微分进化算法、二次规划方
法等[6, 12, 14–15]. 这些方法通过对分配过程作线性化处
理,以建立符合实际工况约束的混合控制分配优化模
型,但所得分配算法难以用于高维系统求解,不利于
在线应用[2, 14–15]. 另一方面,为了使控制分配过程既
符合实际工况又便于在线应用,一些学者通过提高过
驱动系统的鲁棒性,克服传统控制分配策略的保守性
和不足[4–5]. 从基于控制分配的过驱动系统结构来看,
这类方法主要从两个方面提高系统的鲁棒性: 第一,
利用基本控制律的鲁棒性来保证有控制分配系统的

鲁棒性. 如文献[11]针对具有外扰的过驱动系统,设计
了上层鲁棒控制器,经对比分析不同控制分配策略下
的闭环系统性能,表明所设计的上层控制器能有效提
高对外扰的抑制作用;文献[16-17]通过把飞控过驱
动系统的非线性特性近似描述为关于时变参量空速

和俯仰角的仿射函数,建立了系统的LPV模型,进而
设计出具有鲁棒性能的增益调度基本控制律,并结合
常规动态控制分配算法对各执行器指令合理分配,提
高了系统的鲁棒性和容错能力;再如文献[4]针对飞控
过驱动系统中飞行高度、马赫数、迎角等参量的时变

性特点,建立了系统的LPV模型,采用具有鲁棒预测
性能的基本控制律和伪逆动态分配算法抑制非线性

不确定因素的影响.但是,这类方法的基本控制律设
计比较复杂,且没有充分利用控制分配算法的优势和
鲁棒性. 第二,通过设计具有鲁棒性的控制分配算法
获得过驱动系统的鲁棒性. 如文献[5]通过构造飞控系
统的鲁棒控制分配优化模型,来抑制由气动系数的计
算误差给控制分配过程带来的影响,从而增强了过驱
动系统的鲁棒性;文献[18]研究了执行器部分失效时
的鲁棒控制分配方法,提高了系统的鲁棒性和容错能
力;文献[19]对比分析了船舶定位系统在滑模变结构
控制下和最小二乘鲁棒控制分配器下的闭环性能,结
果表明后者有更优的系统鲁棒性;文献[20]针对滑模
变结构过驱动控制系统,设计了二次最优鲁棒控制分
配算法,有效降低了模态结构变化对分配误差的影响.
由以上两个方面的分析可见,设计鲁棒性的控制分配
策略,不需借助或改变基本控制律,通过控制分配器
的调节机制,即可抑制外扰和系统参数摄动或非线性
影响,实现系统的鲁棒性,更具有实际意义[21–22]. 然
而,目前对鲁棒控制分配的研究还不够充分,难以处
理系统非线性时变参量及参量存在不确定扰动时,系
统的鲁棒控制分配问题[5],对基于LPV模型过驱动系

统的鲁棒控制分配方法研究成果也鲜有报道.

鉴于此,本文针对一类具有LPV模型结构的过驱
动系统,研究其时变参量存在不确定扰动时的鲁棒控
制分配问题.文中通过分析基于不确定时变参量的控
制分配模型,构建了一种能够抑制参变量不确定摄
动(扰动)的鲁棒控制分配优化模型,并将其转化为典
型的锥二次凸优化模型,从而得到了一种可以在线应
用的鲁棒控制分配算法,保证系统能获得较优的控制
分配解. 文章最后通过对某四轮电动汽车时变2-DOF
转向过驱动控制系统的对比仿真分析,验证了本文算
法的有效性和优越性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑一类存在不确定时变参量的离散过驱动系

统LPV状态空间模型P[16–17, 23–25]:{
x(k + 1) = A[ρ(k)]x(k) +B[ρ(k)]u(k)

y(k) = Cx(k)
(1)

其中: k为采样时刻, x(k) ∈ ℜn, y(k) ∈ ℜl , u(k) ∈
ℜm分别为k时刻的状态向量、被控输出向量和控制输

入向量,各向量维数满足关系m > n > l > 0;矩
阵C ∈ ℜl×n为已知的输出矩阵, A[ρ(k)] ∈ ℜn×n和

B[ρ(k)] ∈ ℜn×m分别是关于时变参量ρ(k) ∈ ℜd连

续可微的已知状态空间阵,其中控制矩阵B[ρ(k)]是

各列向量均为非零的列不满秩阵,且满足Rank(B[ρ(

k)]) = l;实时可测参数向量ρ(k)满足关系ρ(k) =

ρ0(k) + ∆ρ(k), ρ0(k)为标称值, ∆ρ(k)为满足:
∆ρmin 6 ∆ρ(k) 6 ∆ρmax的有界摄动向量. ∆ρ(k)

包含了由于测量仪表误差和环境干扰等因素对ρ(k)

检测结果造成的不确定性摄动.记向量u(k) = [u1(k)

, u2(k), · · · , uj(k), · · · , um(k)]
T,其中uj(k)(j = 1,

2, · · · ,m)表示第j 个执行器的控制输入分量,它对应
于控制矩阵B[ρ(k)]的第j 列元素.为便于本文的控
制分配研究,设定系统(1)满足以下条件:

S1) 对过驱动系统(1)的控制分配结果不影响闭环
系统的渐近稳定性.

S2) 控制输入u(k) ∈ Ω := {u(k) ∈ ℜm : u−(k)

6 u(k) 6 ū(k)},其中Ω为u(k)的约束集合, u−(k)、

ū(k)为约束边界. 由于实际执行器的物理约束多为位
置及其变化率的约束,相应地,控制输入信号的变化
有如下约束关系式:{

umin 6 u(k) 6 umax

MIN∆u 6 ∆u(k) 6 MAX∆u

(2)

其 中umax、umin为 位 置 约 束 的 上 、下 限 向 量,
MAX∆u、MIN∆u为位置变化率约束的上、下限向

量. 设定k − 1时刻,各执行器的控制输入信号满足约
束式(2),则在任意时刻k,控制输入满足关系u−(k) 6
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u(k) 6 ū(k)其中:{
ū(k) = min(u(k − 1) +MAX∆u,umax)

u−(k) = max(u(k − 1)−MIN∆u,umin)
(3)

通常对基于控制分配的过驱动控制系统采用分层

设计方案[3, 6],设计过程分为两层: 1)在上层设计基本
控制律来获得期望伪控指令vnd(k); 2)根据上层的指
令vnd(k)设计控制分配器,实现期望伪控指令在各执
行器之间的合理优化分配. 由此可见,控制分配设计
的关键是根据期望伪控指令vnd(k),如何获得最优的
控制分配器.

由于系统(1)中B[ρ(k)]为列不满秩矩阵,可对其
满秩分解使得B[ρ(k)] = Bv[ρ(k)]Bu[ρ(k)]

[4],其中:
Bv[ρ(k)] ∈ ℜn×l、Bu[ρ(k)] ∈ ℜl×m. 进而,系统(1)
可转化成如下包含控制分配方程的形式:

Pv :


x(k + 1) = A[ρ(k)]x(k)+

Bv[ρ(k)]vnd(k)

y(k) = Cx(k)

(4a)

vnd(k) = Bu[ρ(k)]u(k),u(k) ∈ Ω (4b)

其中: Pv是可镇定的方系统;式(4b)称为分配方程;
vnd(k) ∈ ℜl为根据上层基本控制律得到的期望伪控

指令. 分配方程的求解即是控制分配器的设计过程.

图 1 基于鲁棒控制分配的过驱动系统结构

Fig. 1 Structure of over-actuated system based on robust

control allocation

在系统模型(4)中,理想情况下由控制分配方程所
得的分配解u∗(k)应使vc(k) = Bu[ρ(k)]u

∗(k) =

vnd(k)成立(vc(k)表示k时刻经控制分配获得的实际

伪控指令). 但是,由于时变参量ρ(k)的不确定摄动、

控制输入u(k)的物理约束以及执行器的动态特性等

因素影响,使vc(k)和vnd(k)存在一定偏差,造成经过
控制分配后的实际系统性能会发生变化. 因此,本文
的鲁棒控制分配器设计目标就是: 针对含有不确定时
变参量ρ(k)的LPV过驱动系统模型(4),在设定上层基
本控制律已知时,寻找一种控制分配方程的优化求解
方法,使获得的分配解u(k)既符合物理约束(3)又能
使经过控制分配后的实际系统与期望目标具有最优

的控制性能,其系统结构如图1所示(u(k)为执行器输
入, ua(k)为执行器输出,本文假定u(k) = ua(k)).

3 鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制分分分配配配的的的优优优化化化算算算法法法(Optimization
algorithm for robust control allocation)
由于过驱动系统模型(1)和(4)中时变参量ρ(k)存

在未知摄动∆ρ(k),使分配方程含有未知不确定参数,
难以精确求解,造成实际伪控指令vc(k)与期望伪控

指令vnd(k)有较大偏差,从而实际系统的控制性能往
往低于期望性能.为了降低参变量的未知摄动对实际
控制分配结果的影响,在求解控制分配方程时,我们
根据鲁棒优化的思想,分别采用实际伪控指
令vc(k)与期望伪控指令vnd(k)之间的误差向量1-范
数作为分配误差,实际分配解u(k)与执行器理想输入

量up(k)之间的误差向量1-范数作为控制量误差,通
过使分配误差函数和控制量误差函数同时最小化建

立优化目标函数,从而得到如下的鲁棒控制分配设计
优化算法模型:

min
u(k)

J(k) = {∥Bu[ρ(k)]u(k)− vnd(k)∥1+

∥W (u(k)− up(k))∥1}
s.t. u−(k) 6 u(k) 6 ū(k)

(5)

其中: W ∈ ℜm, W = diag(w1, w2, · · · , wm)为正定

对角加权阵,对角线元素为对应执行器的控制权重;
up(k)为给定的执行器的理想控制输入信号,从耗能
最小角度考虑可设定为0; u(k)为待设计的控制分配
解.

从优化模型式(5)的结构可知,优化约束条件是常
规线性不等式约束,但是优化目标J(k)是包含未知不

确定性因子的多项式函数,因此不能采用传统线性优
化的方法进行求解. 然而根据鲁棒凸优化的思想,可
以先把J(k)中的未知不确定性因子变换到约束条件

里,再采用凸二次锥优化方法把包含不确定性参数约
束的优化问题转换成确定性的线性锥二次约束凸优

化问题,从而可以利用各种成熟的线性凸优化算法在
线直接求解,得到鲁棒的控制分配优化解.

令向量:cT = [0....0︸ ︷︷ ︸
m

, 1....1︸ ︷︷ ︸
l

, w1....wm];

zT(k) = [uT(k) , sT
1 (k) , s

T
2 (k)].

(6)

其中未知向量s1(k)、s2(k)满足条件:
s1(k) ∈ ℜl, s2(k) ∈ ℜm;

s1(k) > 0, s2(k) > 0;

∥Bu[ρ(k)]u(k)− vnd(k)∥1 6 ∥s1(k)∥1;
∥W (u(k)− up(k))∥1 6 ∥Ws2(k)∥1.

(7)

则优化问题式(5)可变换为以下仅在部分约束条件中
包含未知不确定参数的优化模型[26–28]:

min cTz(k)

s.t. mT
i z(k) > ei(k), i = 1, · · · , 5m+ l;

nT
j [ρ(k)]z(k) > fj(k), j = 1, · · · , 2l.

(8)
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其中: mi ∈ ℜ2m+l为列向量, mT
i 表示矩阵M的第i

行,ei(k) ∈ ℜ为标量,其表示向量[01×l, 01×m,u−
T(k),

−ūT(k),uT
p (k),−uT

p (k)]的第i个元素; nj[ρ(k)] ∈
ℜ2m+l为列向量, nT

j [ρ(k)]表示矩阵N [ρ(k)]的第j

行, fj(k) ∈ ℜ为标量,其表示向量[vT
nd(k),−vT

nd(k)]

的第j 个元素.由式(8)可以看出,优化目标函数为典
型的线性多项式,前5m+ l个约束条件为标准的线性

不等式约束,后2l个约束条件是具有未知不确定性参

数的线性不等式约束.

注注注 1 M =



0l×m Il×l 0l×m

0m×m 0m×l Im×m

Im×m 0m×l 0m×m

−Im×m 0m×l 0m×m

Im×m 0m×l Im×m

−Im×m 0m×l Im×m


, N [ρ(k)] =

[
Bu[ρ(k)] Il×l 0l×m

−Bu[ρ(k)] Il×l 0l×m

]
.

接下来,对于优化问题(8)的求解,我们采用鲁棒
凸优化思想[28–29],把其中的未知不确定约束条件转化
为确定约束条件下的凸优化问题(保证即使在最坏情
况下,优化目标函数依然最优),然后直接采用各种成
熟的凸优化算法(如内点法、半正定规划法、光滑化
算法等[26, 30–31]),计算出问题(8)的优化解.为便于详
细分析,先给出如下定义:

定定定义义义 1 设向量bTuj[ρ(k)]表示Bu[ρ(k)]的第j行

且满足:

bTuj[ρ(k)] ∈ Φj = {buj[ρ(k)] : buj[ρ(k)] =
buj[ρ0(k)] +Qjgj[∆ρ(k)],

∥gj[∆ρ(k)]∥
2
6 δ}

(9)

其中: Φj为m维椭球集; gj[∆ρ(k)] ∈ ℜm是从buj[ρ(

k)]中提取出的未知有界摄动量,其在一个半径
为δ > 0的m维球域内摄动, δ可根据∆ρ(k)的上下

界∆ρmax和∆ρmin来确定; Qj 为正定对角阵,可根
据ρ(k)与buj[ρ(k)]的映射关系来确定.

根据定义1则有:

nT
j [ρ(k)] ∈ Θj = {nj[ρ(k)] : nj[ρ(k)] =

nj[ρ0(k)] +Hjκj[∆ρ(k)],

∥κj[∆ρ(k)]∥
2
6 ε}

(10)

其中: Θj为2m+ l维椭球集. nT
j [ρ0(k) ]=[± bTuj[ρ0(

k)], Il×l(j), 01×m], Hj = diag(±Qj, 0l×l, 0m×m),式
中的“±”号,在j = 1 · · · l时,取“+”, j = l + 1

· · · 2l时,取“−”, Il×l(j)表示l阶单位阵的第j行;
κT

j [∆ρ(k)] = [gT
j [∆ρ(k)], 01×l, 01×m]; ε = δ. 进而,

利用矢量变换技术,优化模型式(8)最终可转化为一个

典型的锥二次优化模型:
min
z(k)

cTz(k)

s.t. mT
i z(k) > ei(k), i = 1, · · · , 5m+ l;

nT
j [ρ0(k)]z(k)− ε∥Hjz(k)∥2 > fj(k),

j = 1, · · · , 2l.

(11)

综上分析可知,具有不确定性时变参量的过驱动
系统(1)的控制分配设计,最终转化为求解控制分配优
化模型(11)的约束凸优化问题.对于形如式(11)的锥
二次凸优化问题的求解,目前已有很多比较成熟的方
法,其中求解效率较高的是具有多项式时间复杂度的
内点算法[30]. 例如,基于内点-对偶原理的Sedumi软
件包求解锥二次优化问题,算法复杂度与同规模线性
规划问题的复杂度相当,求解效率很高,有利于在线
实时应用[31].

注注注 2 式(8)向式(11)的转化过程详细参见附录A.

注注注 3 关于未知扰动∆ρ(k)对闭环系统稳定性的影响,

我们有如下结论:如果基本控制律能保证系统(4a)渐近稳定,

则基于本文鲁棒控制分配算法的LPV过驱动系统，当未知扰

动∆ρ(k)在前文设定的范围内变化时,不影响整个系统闭环

稳定性. (详细分析论证参见附录B)

4 实实实例例例仿仿仿真真真(Simulative case study)
本节采用某四轮独立电驱动汽车的时变二自由度

车辆模型,通过对比分析本文的鲁棒控制分配算法、
伪逆控制分配算法和常规四轮转向控制方法（简称

“常规4WS”）[1]的仿真结果,验证本文提出的鲁棒
控制分配设计算法的有效性和抑制摄动的鲁棒性.

4.1 系系系统统统模模模型型型(System model)
在汽车行驶过程中,纵向车速vx随着行驶轨迹和

道路交通等状况具有时变性,同时轮胎的路面附着系
数µ和车速vx对于不同路面和载荷变化,也表现为一
定的随机不确定性. 由此,以这2个参变量计算车辆模
型中包含不确定扰动的时变参数ρ(t),可建立如下关
于车辆2-DOF模型[32]的LPV过驱动系统:{

ẋ(t) = A[ρ(t)]x(t) +B[ρ(t)]um(t)

y(t) = Cx(t)
(12)

其中: x(t) = [β(t) , γ(t)]T, um(t) = [δf (t) , δr(t)]
T,

A[ρ(t)] =


(Kf0 +Kr0)ρ1(t)

m

(Kf0a−
Kr0b)ρ2(t)

m
− 1

(Kf0a−Kr0b)ρ3(t)

Iz

(Kf0a
2+

Kr0b
2)ρ1(t)

Iz


B[ρ(t)] =

 −Kf0ρ1(t)

m
−Kr0ρ1(t)

m

−aKf0ρ3(t)

Iz

bKr0ρ3(t)

Iz

, C = diag(

1, 1). 式中: β(t)为车身质心侧偏角; γ(t)为车身横摆
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角速度; m为整车质量; Iz为汽车绕z轴的转动惯量;
a为前轮中心轴到车辆质心距离, b为后轮中心轴到车
辆质心距离; δf (t), δr(t)分别为前、后轮转角; Kf0,
Kr0分别为前后轮轮胎的名义侧偏刚度(Kf (t) =

Kf 0
µ(t); Kr(t) = Kr0µ(t), Kf (t), Kr(t)分别为前

后轮实际侧偏刚度); µ(t)为车轮轮胎的路面附着系
数; ρ(t) = [ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t), ρ4(t)]

T为时变参量,其
中: ρ1(t) = ρ3(t)/ρ4(t), ρ2(t) = ρ3(t)/ρ

2
4(t), ρ3(t)

= µ(t), ρ4(t) = vx(t); vx(t)为汽车纵向车速;在中高
速行驶中汽车的前后轮转角的物理约束为:
um = [5◦, 2◦]T, um = [−5◦, −2◦]T. 仿真计算使用
的车辆模型基本参数见表1[1].

表 1 车辆模型参数
Table 1 Parameters of vehicle model

参数 数值 参数 数值

m/(Kg) 1296 b/(m) 1.36
Iz /(Kg ·m2) 1750 a/(m) 1.28
Kf0/(N/rad) −43750 is 20
Kr0/(N/rad) −43750

is表示汽车转向传动比

4.2 系系系统统统时时时变变变参参参量量量不不不确确确定定定性性性的的的描描描述述述及及及车车车辆辆辆工工工况况况

的的的设设设定定定(Description of time variant parameter
uncertainty and the setting of vehicle condition)
由上述车辆系统模型(12)可知,模型时变参

量ρ(t)是关于vx(t)和µ(t)的函数. 设定采样周期
为0.01s,对模型(12)离散化后,时变参数vx(t)和µ(t)

的不确定随机摄动可以表示为如下形式:
vx(k) = vx0(k) + ∆vx(k),

MIN∆v 6 ∆vx(k) 6 MAX∆v

µ(k) = µ0(k) + ∆µ(k),

MIN∆µ 6 ∆µ(k) 6 MAX∆µ

(13)

其中: vx0(k)和µ0(k)分别是已知的设定车速和路面

附着系数标称值(在下文的车辆工况中设定),参
数MAX∆v、MAX∆µ 和MIN∆v、MIN∆µ分 别 是

对应的不确定随机摄动∆vx(t)和∆µ(t)变化范围的

上、下界,在仿真中设定为∆vx(k) ∈ [−0.833, 0.833

]m/s, ∆µ(k) ∈ [−0.2, 0.2]. 据此,我们可以计算出相
应的参变量ρ(k)的标称值ρ0(k)及其不确定随机摄

动∆ρ(k)的变化范围.从而,时变参量ρ(k)可以表示

为ρ(k) = ρ0(k) + ∆ρ(k),其 中: ρ0(k)为 标 称 量;
∆ρ(k)为摄动量. 为便于叙述,下文以连续时间量纲
进行阐述.

车辆工况的设定: 汽车在t = [0, 10]s内匀减速行
驶,方向盘转角输入信号δs(t)变化如图2;再由纵向车
速vx(t)和路面附着系数µ(t)可得对应的参变

量ρ(t)各元素的时变标称曲线和含有不确定性摄动的

实际曲线如图3,图中实线为标称变化曲线,点线为加
入考虑不确定摄动的变化曲线.

0 2 4 6 8 10
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-50
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50

s(t
)/
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图 2 方向盘转角输入δs(t)

Fig. 2 Steering wheel angle input δs(t)
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图 3 车辆时变参量ρ(t)的变化曲线

Fig. 3 Curves of vehicle time-varying parameters ρ(t)

图 4 开环控制结构

Fig. 4 Open-loop control structure

4.3 开开开环环环仿仿仿真真真(Simulation of open-loop mode)
对上述车辆系统进行结构如图4所示的开环仿真,

通过对比3种控制分配方法所得实际分配结果的性能,
以验证本文鲁棒控制分配算法的优越性. 图4的开环
控制结构中,以驾驶员方向盘转角δs(t)为输入,根据
理想车辆模型[1]:

xd(t) =
[
βd(t) , γd(t)

]T
=

[
0 ,

δs(t)vx0(t)

isL

]T
(14)

可得到车辆的期望行驶状态xd(t),其中L = a+ b,
βd(t)是期望的质心侧偏角, γd(t)是期望的车身横摆
角速度.从而可由xd(t)和系统模型(12)得到系统的
期望伪控指令: vnd(t) = ẋd(t)− A[ρ(t)]xd(t),其
中: vnd(t) = [vnd1(t), vnd2(t)]

T,式中vnd1(t)表示伪

控指令1, vnd2(t)表示伪控指令2, ẋd(t) = A[ρ(t)]xd(

t) + vnd(t). 进而根据已知的vnd(t),采用本文鲁棒控
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制分配算法、文献[1]的伪逆法控制分配算法、文
献[1]的常规4WS比例分配算法分别得到相应的前后
轮分配输入δf (t)和δr(t)及其实际伪控指令vc(t),仿
真实验结果如图5、6所示. 图5(a)、(b)、(c)分别为常
规4WS、伪逆法控制分配、鲁棒控制分配算法得到的
前后轮转角.
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图 5 不同控制分配算法获得的前后轮转角

Fig. 5 Angles of the front and rear wheels for different control

allocation algorithms

图 6 不同控制分配算法获得伪控指令与期望伪控指令对比

Fig. 6 Comparison of pseudo control commands and expected

pseudo control commands

观察上述仿真实验结果,从图5(a)的前后轮转角可
以看出,常规4WS方法在满足车轮转角约束的条件下,
没有充分利用给定的前后轮转角幅度约束,不具备根
据前后轮转角约束调整前后轮实际转角大小的能力,
这也是其实际伪控指令与期望伪控指令偏差较大的

主要原因.对比伪逆分配算法和本文鲁棒分配算法的
结果(见图5(b)、5(c))可见,两者的前后轮转角幅度约
束都得到了充分利用,但本文算法在整个仿真过程中
并没有使前轮达到转角约束极限,保证了车辆在极限
工况下具有更强的可操纵性. 从图6的结果可见:对比
三种算法所获得实际伪控指令与期望值的偏差,伪逆
法与本文算法较小,而常规4WS算法在整个仿真过程
中与期望值都有较大偏差. 比较伪逆法和本文算法,
从伪控指令1来看它们与期望值的偏差基本一致;而
从伪控指令2可见本文算法与期望值基本无偏差,伪

逆法却存在一定偏差,由此可以看出,伪逆法在前后
轮都达到转角极限后,车辆的控制已达到极限,不能
再通过车轮转角的变化来减小伪控指令偏差,而本文
算法前轮没有达到转角极限,它可通过再调整前轮转
角来减小伪控指令偏差使车辆的可操纵性更强.

为了比较3种分配算法的鲁棒性能,进行1000次随
机实验,计算不同算法下各伪控指令的平均误差和最
大误差见表2. 由表2可以看出,本文算法获得的误差
最小,降低了不确定性对控制分配结果的影响.综合
上述仿真结果,可得出:本文给出的鲁棒控制分配方
法具有更强的鲁棒性,可获得更合理的分配解和更精
确的伪控指令,使汽车前后轮转角具有更好的控制效
果.

表 2 控制分配误差对比
Table 2 Errors comparison of control allocation results

(o/s) (o/s)
算法 平均误差

(o/s2)
最大误差

(o/s2)

8.2925 8.44984WS算法
14.4631 16.1936
4.3172 4.6273

伪逆法
9.3111 11.849
4.1638 4.1985

本文算法
2.1239 3.5805

图 7 基于控制分配的车辆闭环控制系统结构图

Fig. 7 Structure of closed-loop control system based on

control allocation

4.4 闭闭闭环环环仿仿仿真真真(Simulation of closed-loop system)
为了进一步分析本文鲁棒控制分配算法的闭环控

制效果,以下进行车辆2-DOF模型过驱动控制系统的
闭环仿真,控制结构图如图7. 其中,闭环系统的输
出y(t)分别为体现汽车操纵稳定性的车身状

态β(t)和γ(t),整个控制过程要求y(t)能跟踪由理想

车辆模型得到的期望状态xd(t)的变化,上层的基本
控制律采用LQR调节器,此时,整个闭环系统是渐近
稳定的[32]. 三种不同控制分配算法得到的闭环仿真结
果如图8所示.

由图8可以看出:采用常规4WS方法,由于系统的
输出状态在整个控制过程中对期望状态的跟踪都有

较大偏差,从而使汽车车身不易控制,在车辆行驶中
对驾驶员的技术要求更高. 而相对于常规4WS方法,
伪逆控制分配法和本文的鲁棒控制分配算法,都明显
提高了汽车操纵稳定性,质心侧偏角β(t)在整个控制

过程中都明显减小,横摆角速度γ(t)对于期望
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值γd(t)有着更好的跟踪性能.对比伪逆控制分配法与
本文鲁棒控制分配算法的仿真曲线,可以明显看出,
采用本文算法得到的质心侧偏角β(t)峰值更小,对横
摆角速度γ(t)的跟踪几乎无偏差,而采用伪逆控制分
配法在横摆角速度的峰值附近明显有一定偏差,可能
会使车身偏离行驶路线.因此,本文给出的鲁棒控制
分配算法对车辆的操纵稳定性具有更好的控制效果.
同时,我们对不同工况下车辆的开/闭环仿真实验结果
也都验证了这一结论.

图 8 闭环系统输出响应曲线

Fig. 8 Output response of closed-loop system

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类时变参量存在不确定摄动

的LPV过驱动系统的鲁棒控制分配问题.考虑了实际
工程中执行机构的物理限制约束,根据最优化理论,
首先将控制分配问题建模为含有未知不确定时变摄

动的有约束最优化问题,进而,通过向量变换技术和
鲁棒凸优化方法,将上述有约束最优化问题转换为确
定性的有约束锥二次凸优化问题,由此得到了一种合
理分配系统控制指令的鲁棒控制分配算法. 文中通过
某四轮电动汽车模型的对比仿真实验,验证了采用本
文提出的鲁棒控制分配算法能保证车辆有效跟踪期

望伪控制指令,使前后轮转角幅值变化更加合理,提
高了车辆的操纵稳定性.

本文的控制分配算法仍具有一定的保守性,为此,
一方面要寻找更适用实际工程的分配优化目标函数

及其求解算法;另一方面结合基本控制律的设计,深
入研究鲁棒控制分配算法对闭环系统稳定性的影响.
这些都是后续研究的主要课题.
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附附附录录录 A(Appendix A)
首先把式(10)带入优化模型式(8)得:

min cTz(k)

s.t. mT
i z(k) > ei(k), i = 1, · · · , 5m+ l;

nT
j [ρ0(k)]z(k) + κT

j [∆ρ(k)]Hjz(k)−
fj(k) > 0, j = 1, · · · , 2l,
∀
∥∥κj [∆ρ(k)]

∥∥
2
6 ε.

(A-1)

然后把式(A-1)的约束放缩可得:

min cTz(k)

s.t. mT
i z(k) > ei(k),i = 1, · · · ,5m+ l;

nT
j [ρ0(k)]z(k)+

min
κj [∆ρ(k)]∈Ξj

κT
j [∆ρ(k)]Hjz(k)−

fj(k) > 0,j = 1, · · · ,2l,
∀
∥∥κj [∆ρ(k)]

∥∥
2
6 ε,

∀Ξj =
{
κj [∆ρ(k)] :

∥∥κj [∆ρ(k)]
∥∥
2
6 ε

}
.

(A-2)

此时,有推演关系(A-2)⇒ (A-1) ⇔(8)成立. 接下来处理
式(A-2)中的: min

κj [∆ρ(k)]∈Ξj

κT
j [∆ρ(k)]Hjz(k). 根据向量范

数的性质可知:∥∥∥κT
j [∆ρ(k)]Hjz(k)

∥∥∥
2
=

∥∥∥zT(k)Hj

κj [∆ρ(k)]
∥∥
2
6

∥∥κj [∆ρ(k)]
∥∥
2

∥∥Hjz(k)
∥∥
2

(A-3)

又由式(10)知:

max(
∥∥κj [∆ρ(k)]

∥∥
2
) = ε (A-4)

进而由式(A-3)和式(A-4)可得:

max
κj [∆ρ(k)]∈Ξj

κT
j [∆ρ(k)]Hjz(k) = ε

∥∥Hjz(k)
∥∥
2

(A-5)

所以有:

min
κj [∆ρ(k)]∈Ξj

κT
j [∆ρ(k)]Hjz(k) = −ε

∥∥Hjz(k)
∥∥
2 (A-6)

把式(A-6)代入式(A-2)可得式(11). 转化毕.

附附附录录录 B(Appendix B)
针对系统模型(4),设定上层基本控制律为: vnd(k) = F (

k)x(k), F (k)为状态反馈增益,则在没有控制分配环节时,系
统Pv的闭环模型表达式为:{

x(k + 1) = Ac[ρ(k)]x(k)

y(k) = Cx(k)
(B-1)

其中Ac[ρ(k)] = A[ρ(k)] +Bv[ρ(k)]F (k). 由正文图1可知,
系统Pv的实际输入为vc(k),则相应的整个闭环系统其实就
是对系统(B-1)加入一个分配误差扰动量. 令该扰动量为:
e(k) = vc(k)− vnd(k),则基于鲁棒控制分配的闭环系统模
型可描述为:{

x(k + 1) = Ac[ρ(k)]x(k) +Bv[ρ(k)]e(k)

y(k) = Cx(k)
(B-2)

图 B.1 不确定线性分式系统
Fig. B.1 Uncertain linear fractional system
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由于在实际工程中具有参量不确定的系统,大多都可描
述为不确定线性分式模型如图B.1所示[25]. 为了分析模
型(B-2)中时变参量摄动因子∆ρ(k)对系统稳定性的影响,首
先把它转化成不确定线性分式模型,以分离出不确定因素.已
知A[ρ(k)]和B[ρ(k)]关于ρ(k)连续可微,则矩阵Ac[ρ(k)]、

Bv[ρ(k)]、Bu[ρ(k)]也分别是ρ(k)的连续可微函数. 把Ac[

ρ(k)]、Bv[ρ(k)]按照多元泰勒级数展开,有如下结果:
1). Bv[ρ(k)] ≈ Bv[ρ0(k)] +Bv∆[∆ρ(k)],其中: BT

v∆[

∆ρ(k)]Bv∆[∆ρ(k)] 6 MB , MB为已知的对称正定阵，可根

据∆ρ(k)的上下界确定; Bv∆[∆ρ(k)] = L∆ρBv , L∆ρBv表

示矩阵函数Bv[ρ0(k)]沿向量∆ρ(k)的1阶李导数.
2). Ac[ρ(k)] ≈ Ac[ρ0(k)] +Ac∆[∆ρ(k)],其中: AT

c∆[

∆ρ(k)]Ac∆[∆ρ(k)] 6 MA, MA为已知的对称正定阵，可根

据∆ρ(k)的上下界确定; Ac∆[∆ρ(k)] = L∆ρAc, L∆ρAc表

示矩阵函数Ac[ρ0(k)]沿向量∆ρ(k)的1阶李导数. 则系
统(B-2)可转化为如下不确定线性分式模型的形式:

x(k + 1) = Ac[ρ0(k)]x(k)+

Bv[ρ0(k)]e(k) + E1w(k)

y(k) = Cx(k)

q(k) = F1x(k) + F2e(k)

w(k) = ∆(k)q(k)

(B-3)

其中: E1 = [I, I, 0, 0], F1 = [I, 0, 0, 0]T, F2 = [0, I, 0, 0]T,
∆(k) = diag(Ac∆[∆ρ(k)], Bv∆[∆ρ(k)], 0, 0). 令向量z(k)

= [yT(k), qT(k)]T,模型(B-3)又可转化为:
x(k + 1) = Ac[ρ0(k)]x(k)+

Bv[ρ0(k)]e(k) + E1w(k)

z(k) = F̃1x(k) + F̃2e(k)

w(k) = ∆̃(k)z(k)

(B-4)

其中: F̃1 =

[
C

F1

]
, F̃2 =

[
C

F2

]
, ∆̃(k) =

[
0 ∆(k)

]
, ∆̃T(k)·

∆̃(k) 6 M , M = diag(0,MA,MB , 0, 0)为已知的半正定阵.
至此,系统(B-4)与系统(B-2)等价;当e(k) = 0时,系统(B-4)
可转化为:

x(k + 1) = Ac[ρ0(k)]x(k) + E1w(k)

z(k) = F̃1x(k)

w(k) = ∆̃(k)z(k)

(B-5)

此时,系统(B-5)与系统(B-1)等价.
综上分析可知,研究包含鲁棒控制分配环节的过驱动系

统闭环模型(B-2)的稳定性,即是研究系统(B-4)的稳定性. 由
系统(B-4)可以看出,影响其稳定性的因素有两个方面,一是
由控制分配环节所造成的分配误差量e(k);二是由时变摄动
量∆ρ(k)造成的系统扰动量w(k). 但是,根据正文中系
统(1)的设定条件S1)可知, e(k)对整个闭环系统(B-4)的渐近
稳定性不造成影响.因此,系统(B-4)的稳定性由系统(B-5)的
稳定性来决定. 又由Lyapunov稳定性理论可知,系统(B-5)渐
近稳定的充要条件是: 存在对称正定阵P (k),基本控制
律F (k)和正实数γ,使


AT
c [ρ0(k)]P (k + 1)·
Ac[ρ0(k)]− P (k)

AT
c [ρ0(k)]P (k + 1)E1

ET
1 P (k + 1)Ac[ρ0(k)]

ET
1 P (k + 1)E1−
γ2I

+

γ2
[
F̃T
1

0

]
M

[
F̃1 0

]
< 0

(B-6)

成立,且有∥Tw(z)∥∞ 6 γ成立, Tw(z)为w(k)到z(k)的传递

函数. 因此,对于系统Pv(即正文中模型(4a)),只需设计合适

的基本控制律F (k)来保证式(B-6)成立,则系统(B-5)渐近稳

定,系统(B-4)也渐近稳定. 所以,在基本控制律保证系

统(B-5)渐近稳定后,时变摄动量∆ρ(k)在[∆ρmax ∆ρmin]

内变化时,对基于本文鲁棒控制分配算法的LPV过驱动系

统(B-4)闭环稳定性不造成影响.
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