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摘要:针对一类严格反馈型不确定非线性切换系统,提出了一种鲁棒自适应神经动态面跟踪控制方案.该方案在
基于共同Lyapunov函数的后推法设计中引入动态面控制(dynamic surface control, DSC)技术,利用径向基神经网络
逼近构造的未知共同上界函数,并将滤波器输出导数取代传统中间变量作为神经网络输入,降低了网络输入维度;
同时利用Young’s不等式技术有效减少了神经网络控制器的可调参数数目. 此外,理论证明了该控制方案可以保证
在任意切换下闭环系统所有信号半全局一致终结有界,且跟踪误差在有限时间收敛到零的小邻域内.实验结果表明
了所提方法达到了很好的跟踪性能.
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Abstract: An adaptive neural dynamic surface tracking control scheme is presented for a class of uncertain switched
nonlinear systems in strict-feedback form under arbitrary switching. In this scheme, dynamic surface control (DSC) tech-
nology is introduced into backstepping design approach with common Lyapunov function method. The radial basis function
neural network is adopted to approximate constructed unknown upper bound function, and with the help of DSC, the deriva-
tives of filter output variables instead of traditional intermediate variables are taken as the neural network (NN) inputs. As a
result, the dimension of NN inputs is reduced. Simultaneously, Yong’s inequality is used to reduce the number of adjustable
parameters of the control scheme. Moreover, it is proved that the proposed scheme is able to guarantee that all the signals
in the resulting closed-loop system are semi-globally uniformly ultimately bounded, with tracking error converging to a
small neighborhood of zero by appropriately choosing design parameters. Simulation studies are carried out to illustrate
the effectiveness of the proposed control.

Key words: neural network control; switching systems; dynamic surface control; common Lyapunov function; back-
stepping

1 引引引言言言(Introduction)
切换系统是一种广泛存在于实际应用的特殊混杂

系统[1–3],其稳定和跟踪控制方法的研究已经取得了
一些重要成果[4–11]. 近年来,学者们热衷使用神经网
络和后推法解决含未知函数的不确定非线性切换系

统的自适应控制问题.文献[12–16]使用多Lyapunov

函数法和平均驻留时间技术对几类非线性切换系统

分别设计了自适应神经网络控制,然而这些成果无法
应用到任意切换的情形. 对于任意切换情况,文献
[17–20]基于共同Lyapunov函数对几类反馈型不确定
非线性切换系统分别提出了不同的自适应神经跟踪

控制方案,但这些方法在后推过程中每一步都需对共
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同虚拟控制求导,导致了神经网络控制器输入变量急
剧增多,设计的控制器随着系统阶数增高越来越复杂,
即存在参数膨胀问题.文献[21]对一类纯反馈型非线
性切换系统使用后推法和共同Lyapunov函数法提出
了一种自适应神经跟踪控制方法,虽然该法在推导中
采用一阶滤波器避免了对虚拟控制求导,但随后设计
的神经网络补偿了滤波器边界误差的影响,与传统动
态面控制[22]相比,增加了神经网络的输入维度,导致
网络计算仍较复杂. 此外,文献[17, 20–21]的成果还
存在自适应调节参数过多的不足.

针对上述研究的不足,本文对一类广义的严格反
馈型不确定非线性切换系统,结合后推法、共同Lya-
punov函数法和动态面技术设计了一种鲁棒自适应神
经动态面跟踪控制方案.该方案在基于共同Lyapunov
函数的后推法设计中引入动态面技术,利用径向基
(radial basis function, RBF)神经网络[23]逼近构造的未

知共同上界函数,并将滤波器输出导数取代传统的中
间变量作为神经网络输入,减少了网络输入维度;同
时利用Young’s不等式技术有效减少了网络控制器的
可调参数数目. 此外,理论证明了该控制方案可以保
证在任意切换下闭环系统所有信号半全局一致终结

有界,且跟踪误差在有限时间收敛到零的小邻域内;
并给出了控制器、自适应律和动态面的设计参数满足

收敛性的条件.

符号: Rn表示n–维欧式空间;矩阵上标T表示转

置; M > 0(M < 0)表示矩阵正定(负定); ∥ · ∥代表欧
式范数;文中假定所有矩阵和向量满足代数运算的维
数.

2 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备(Problem formulation and
preliminaries)
考虑如下一类单输入单输出非线性切换系统:
ẋi = fi,σ(t)(x̄i) + gi,σ(t)(x̄i)xi+1 + di,σ(t)(t, x),

i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn = fn,σ(t)(x) + gn,σ(t)(x)u+ dn,σ(t)(t, x),

y = x1,

(1)

其中: x̄i = [x1 x2 · · · xi]
T∈ Ri, i = 1, 2, · · · , n, n

> 2; x = [x1 x2 · · · xn]
T ∈ Rn是可测量的系统状

态变量,切换信号σ(t) : [0,+∞) 7→ Ξ = {1, 2, · · · ,
m}是不可测量的未知分段连续常数, Ξ是有限的紧
集,当σ(t) = k时表示第k个子系统激活; gi,σ(t)(x̄i),
fi,σ(t)(x̄i)为未知光滑函数;输入控制u,系统输出y;
di,σ(t)(t, x)是未知外部干扰不确定项,假定切换信号
在有界的时间区间内发生有限个切换数,系统状态在
切换时刻不发生跳变,状态轨迹是处处连续的.

控制目标是设计一个鲁棒自适应神经网络控制器

使得系统在任意切换信号作用下的输出信号y能够跟

踪一个给定的期望轨迹yd,闭环系统半全局一致终结
有界,跟踪误差在有限时间收敛到一个零的任意小邻
域内.

基本假设:

假假假设设设 1 光滑非线性函数gi,σ(t)(x̄i)有不变的已

知符号且有界即0< gi06 |gi,σ(t)(x̄i)|6 gi1, ∀x̄i∈Ω

⊂ Rn,其中: gi0和gi1为未知正常数, Ω是紧集,不失
一般性,假定gi,σ(t)(x̄i) > 0.

假假假设设设 2 参考输入xd = [yd ẏd ÿd] ∈ Ωd连续可

测, Ωd = {xd|y2
d + ẏ2

d + ÿ2
d 6 B0}, B0为已知正常数.

假假假设设设 3 对1 6 i 6 n,存在紧集Ω = {x̄i}上未
知非负连续函数Di,k(x̄i),使得∀(t, x) ∈ R+ ×Rn,有
|di,σ(t)(t, x)| 6 Di,k(x̄i).

这里采用如下RBF网络(2)逼近在紧集ΩZ上任意

连续函数φ(Z) : Rq 7→ R,

φnn(Z) =
l∑

i=1

wisi(Z) = WTS(Z), (2)

其中: Z∈ΩZ⊂Rq是输入向量, q是网络输入维数,W
=[w1 w2 · · · wl]

T是权值向量, l为网络节点数. S(Z)

= [s1(Z) s2(Z) · · · sl(Z)]T ∈ Rl是基函数向量,其
中每个元素为高斯函数,即

si(Z) = exp[−(Z − µi)
T(Z − µi)

Ψi

],

µi是高斯函数的中心, Ψi是高斯函数的宽度.

文献[23]已经证明了上述神经网络可以在紧集ΩZ

上以任意精度逼近任意连续函数φ(Z) : Rq 7→ R有

φ(Z) = W ∗TS(Z) + ε(Z), (3)

其中: W ∗是理想权值向量, ε(Z)近似误差且满足

|ε(Z)| 6 ε∗, ε∗为误差上界.

3 主主主要要要结结结果果果(Mian results)
3.1 自自自适适适应应应神神神经经经动动动态态态面面面控控控制制制器器器设设设计计计 (Adaptive

neural DSC design)
本节结合动态面控制、后推法、共同Lyapunov函

数法和RBF网络逼近方法对系统(1)设计一种鲁棒自
适应神经网络动态面控制器,共需要n步,定义误差动
态面坐标变换:

zi = xi − βi, i = 1, 2, · · · , n, (4)

其中β1 = yd,对于i = 2, 3, · · · , n, βi是第i步中虚拟

控制αi通过一阶滤波器的输出.为了方便设计,定义

Vzi =
z2i
2
. (5)

Step i(16 i6 n− 1) 考虑系统(1),由定义(4),

对其求导为
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żi = fi,k(x̄i) + gi,k(x̄i)xi+1 + di,k(t, x)− β̇i.

(6)

从式(5)中选择函数Vzi,对其求导为

V̇zi = ziżi. (7)

根据假设(3),利用Young’s不等式有

|zidi,k| 6 |zi|Di,k(x̄i) 6
1

p2i
z2iD

2
i,k(x̄i) +

p2i
4
, (8)

其中pi是非零设计参数.

并将式(6)(8)代入式(7)整理可得

V̇zi 6 gi,k(x̄i)zixi+1 + zihi,k(Zi) +
p2i
4
, (9)

其中:

Zi = [x̄i zi β̇i]
T,

hi,k(Zi) = fi,k(x̄i) +
1

p2i
ziD

2
i,k(x̄i)− β̇i.

令光滑函数Hi(Zi)满足

zihi,k(Zi) 6 ziHi(Zi) + λi, (10)

其中λi> 0是设计常数,这是因为fi,k(x̄i)和Di,k(x̄i),

k ∈ Ξ是连续函数,紧集Ξ是有限的. 使用RBF网络
W ∗T

i Si(Zi)逼近Hi(Zi)可得

Hi(Zi) = W ∗T
i Si(Zi) + ϵi(Zi), (11)

其中ϵi(Zi)是逼近误差,将上式(11)代入式(10)左边并
利用Young’s不等式可得

ziHi(Zi) 6
gi0θ

∗
i

2a2
i

ST
i (Zi)Si(Zi)z

2
i +

a2
i

2gi0
+ ziϵi(Zi), (12)

其中θ∗i = ∥W ∗
i ∥2, ai为非零设计参数.

将式(10)(12)代入式(9)可得

V̇zi 6 gi,k(x̄i)zixi+1 +
gi0θ

∗
i

2a2
i

∥Si(Zi)∥2z2i +

ziϵi(Zi) + Ei, (13)

其中Ei =
p2i
4

+
a2
i

2gi0
+ λi.

现构造共同虚拟控制αi+1为

αi+1 = −kizi −
θ̂i
2a2

i

∥Si(Zi)∥2zi, (14)

其中ki > 0是控制器设计参数,估计参数θ̂i后面给出.

让虚拟控制αi+1作为输入通过一阶滤波器输出

为βi+1,滤波器时间常数为τi+1.{
τi+1β̇i+1 + βi+1 = αi+1,

βi+1(0) = αi+1(0).
(15)

为了获得跟踪性能和跟踪边界,定义边界层误差

ei+1 = βi+1 − αi+1. (16)

由定义式(4)(16)可知

xi+1 = zi+1 + ei+1 + αi+1 =

zi+1 + ei+1 − kizi −
θ̂i
2a2

i

∥Si(Zi)∥2zi.
(17)

将式(17)代入式(13),由Young’s不等式,计算可得

V̇zi 6 gi,k(x̄i)zi(zi+1 + ei+1)− gi0kiz
2
i −

gi0θ̂i
2a2

i

∥Si(Zi)∥2z2i +
gi0θ

∗
i

2a2
i

∥Si(Zi)∥2z2i +

ziϵi(Zi) + Ei 6

(−gi0ki + 3)z2i +
g2i1
4
z2i+1 +

g2i1
4
e2i+1 +

gi0θ̃i
2a2

i

∥Si(Zi)∥2z2i + Ei + ηi(Zi),

(18)

其中ηi(Zi)是连续非负函数且满足

1

4
ε2i (Zi) = ηi(Zi). (19)

注意到β̇i+1 =
αi+1 − βi+1

τi+1

= −ei+1

τi+1

,并且利用

式(14)(16)可得

ėi+1 =−ei+1

τi+1

+ [kiżi +
θ̃i
2a2

i

∥Si(Zi)∥2 ˙(z2i ) +

˙̃
θi
2a2

i

∥Si(Zi)∥2z2i +
θ̃i
2a2

i

z2i
d∥Si(Zi)∥2

dt
].

(20)

根据假设3可推得,存在非负连续函数γi+1(z̄i+1,

ēi+1,
¯̂
θi, yd, ẏd, ÿd)满足

|ėi+1+
ei+1

τi+1

|6γi+1(z̄i+1, ēi+1,
¯̂
θi, yd, ẏd, ÿd), (21)

由式(20)–(21)可得

ei+1ėi+1 6−
e2i+1

τi+1

+ |ei+1|γi+1 6

−
e2i+1

τi+1

+
e2i+1γ

2
i+1

4ϖi+1

+ϖi+1, (22)

其中ϖi+1 > 0是正的设计参数.

Step n 由定义式(4),对其求导为

żn=fn,k(x̄n)+gn,k(x̄n)u+dn,k(t, x)−β̇n. (23)

根据假设3,并利用Young’s不等式有

|zndn,k|6 |zn|Dn,k(x̄n) 6
1

p2n
z2nD

2
n,k(x̄n) +

p2n
4
, (24)

其中pn是非零设计参数.

将式(5)对时间求导,将式(4)(24)代入整理可得

V̇zn = znżn 6
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gn,k(x̄n)znu+ znhn,k(Zn) +
p2n
4
, (25)

其中:

Zn = [x̄n zn β̇n]
T,

hn,k(Zn) = fn,k(x̄n) +
1

p2n
znD

2
n,k(x̄n)− β̇n.

类似前面n− 1步的讨论,可以设计控制律为

u = −knzn − θ̂n
2a2

n

∥Sn(Zn)∥2zn, (26)

其中: kn > 0是控制器设计参数, an为非零设计参数,
估计参数θ̂n后面给出.

将上式代入式(25),利用Young’s不等式可得

V̇zn 6 (−gn0kn + 1)z2n +

gn0θ̃n
2a2

n

∥Sn(Zn)∥2z2n +En + ηn(Zn), (27)

其中: En =
p2n
4

+
a2
n

2gn0
+ λn, ηn是连续非负函数且

满足
1

4
ε2n(Zn) = ηn(Zn). (28)

3.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
对上节n步中的每一步中给出自适应律为

˙̂
θi=

Γi

2a2
i

z2i ∥Si(Zi)∥2−Γiςiθ̂i, i=1, 2, · · · , n, (29)

其中Γi和ςi是正参数.

定定定理理理 1 在假设1–3条件下,考虑一类非线性切
换系统(1),设计控制律(26)和自适应律(29),则对于给
定的正常数c使得有界初始条件满足V (0) 6 c,并存
在满足式(30)的参数ki, Γi, ςi, τi+1使得闭环系统所有

信号半全局一致终结有界,并且在有限时间T1内跟踪

误差最终收敛到原点的小邻域内:

ki > g−1
i0 (3 +

g2(i−1)1

4
+

κ0

2
), i = 1, · · · , n−1,

kn > g−1
n0 (1 +

g2(n−1)1

4
+

κ0

2
),

1

τi+1

>
N2

i+1

4ϖi+1

+
g2i1
4

+
κ0

2
, i = 1, · · ·, n− 1,

κ0 6 min
16i6n

{ςiΓi},
(30)

其中: g01=0, Ni(i = 2, 3, · · · , n)的取值在下面证明
过程中定义.

证证证 考虑Lyapunov函数

V =
n∑

i=1

Vzi +
n∑

i=2

e2i
2

+
n∑

i=1

gi0
2Γi

θ̃2i . (31)

将式(31)对时间求导

V̇ =
n∑

i=1

V̇zi +
n∑

i=2

eiėi −
n∑

i=1

gi0
Γi

θ̃i
˙̂
θi. (32)

将式(18)(22)(27)代入式(32)整理,利用式(29)可
以得到

V̇ 6
n−1∑
i=1

(−gi0ki + 3 +
g2(i−1)1

4
)z2i +

(−gn0kn + 1 +
g2(n−1)1

4
)z2n +

n−1∑
i=1

(−
e2i+1

τi+1

+
g2i1e

2
i+1

4
+

e2i+1γ
2
i+1

4ϖi+1

+ϖi+1) +

n∑
i=1

(Ei + ηi) +
n∑

i=1

gi0ςiθ̃iθ̂i,

(33)

其中g01 = 0. 注意到θ̂i = θ∗i − θ̃i,

θ̃iθ̂i = θ̃i(θ
∗
i − θ̃i) 6

θ∗2i
2

− θ̃2i
2
. (34)

对给定的任意正常数 c,如果V = c,那么

Ω = {
n∑

i=1

[z2i +
gi0
Γi

θ̃2i ]+
n∑

i=2

e2i 6 2c}

是紧集,由假设2可知Ωd是紧集,说明Ωd×Ω也是紧

集. 显然连续函数γi在都定义在紧集Ωd×Ω上且有最

大值为Ni, i = 2, · · · , n.

令

υ =
n∑

i=1

(Ei + ηi +
gi0ςiθ

∗2
i

2
) +

n−1∑
i=1

ϖi+1,

(35)

将式(30)(34)代入式(33)整理,并考虑到式(35)得到

V̇ 6 −κ0V + υ. (36)

当V =c时,如果取κ0>
υ

c
,则有V̇ 60,所以V 6c

是一个不变集. 上式(36)保证了初始条件V (0)6 c(∀t
> 0)成立. 从式(36)可得

V (t) 6 υ

κ0

+ (V (0)− υ

κ0

)exp(−κ0t), (37)

所以由式(31)(37)可知闭环系统所有信号都是半全局
一致终结有界的. 进一步容易得到

n∑
i=1

z2i 6 2
υ

κ0

+ 2V (0)exp(−κ0t), (38)

上式(38)说明对于给定的误差,一定存在有限时间T1,
当时间t > T1时,可以通过选择适当的设计参数使得
跟踪误差zi在有限时间T1达到零的任意小邻域内.

注注注 1 在定理1中,如果神经网络节点数l足够大,且系

统所有变量的初值条件满足V (0) 6 c,从式(36)–(38)容易得

到,当c取值满足c >
υ

κ0
时,闭环系统所有信号均是有界的;

再由式 (37) 可知所有变量初值都在某个紧集内(直径大于√
2υ

κ0
的闭球内),所以得到稳定结果是半全局一致终结有界

的,而非Lagrange稳定(全局一致终结有界). 但是,所提控制

方案中的c可以选择任意大的正值,因此在实际应用中条件

V (0) 6 c不受限制.
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4 实实实验验验分分分析析析(Simulation studies)
考虑带有界干扰的切换非线性系统有两个子系统

为 
ẋ1 = exp(−0.5x1) + (1 + 2x2

1)x2+

0.2x1 sin(x2t),

ẋ2 = x1x
2
2 + (1 + 0.5 sin(x1x2))u(t)+

0.6x1x2 cos(0.5t).

(39)
ẋ1 = x2

1 + (1 + 5x1 tanhx1)x2+

0.3 cos(1.5t),

ẋ2 = x2 ln(1 + x2
1x

2
2) + (3 + cosx2)u(t)+

0.5x2
2 sin(1.6t).

(40)

期望轨迹yd(t)= 0.5 sin(0.5t) + 0.5 sin(1.5t),可
以验证实验系统和期望轨迹满足文中研究条件.

根据定理1的结论,选择自适应神经动态面控制律

u = −k2z2 −
θ̂2
2a2

2

∥S2(Z2)∥2z2,

虚拟控制取(14),一阶滤波器(15)和自适应律(29),实
验中设置参数为

k1= 50, k2= 62, l1= l2 = 30,

a1= 0.2, a2= 0.1, Γ1 = 12, Γ2 = 15,

ς1 = 0.1, ς2 = 0.5, τ2 = 0.002, Ψ1 = 2,

µi(i = 1, 2, · · · , l1)均匀分布在 [−1.5, 1.5]× [−1.5,

1.5]× [−1.5, 1.5], Ψ2 = 4, µi (i = 1, 2, · · · , l2)均匀
分布在

[−1.5, 1.5]×[−1.5, 1.5]×[−1.5, 1.5]×[0, 3]x(0)=

[−0.1, 0.5]T,

θ̂1(0) = θ̂2(0) = 0.

给定随机切换信号σ(t)如图1所示,纵轴1和2分别
表示子系统式(39)和式(40).

图 1 切换信号

Fig. 1 The time profile of switching signal

仿真结果如图2–7所示. 图2结果表明系统在有界
干扰下输出y很好的跟踪上了期望轨迹,图3说明跟踪
误差保持在一个零的小邻域内,由图2和图3可以看出
设计的控制律和自适应律使得切换系统在有界干扰

下达到了很好的跟踪性能.图4是控制输入. 图5–7说
明了系统的所有信号是终结有界的. 仿真结果说明本
文控制方法具有较强的鲁棒性和很好的跟踪性能.

图 2 输出y和跟踪轨迹yd

Fig. 2 Output y and tracking trajectory yd

图 3 跟踪误差z1

Fig. 3 Response of tracking error z1

图 4 控制输入u(t)

Fig. 4 Control input u(t)
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图 5 状态x2

Fig. 5 The state trajectory of x2

图 6 估计参数θ̂1和θ̂2

Fig. 6 Responses of θ̂1 and θ̂2

图 7 β2的状态曲线

Fig. 7 The response of β2

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了一类严格反馈型不确定性切换非线性

系统跟踪控制问题,结合后推法、共同Lyapunov函数
法和动态面技术提出了一种任意切换下的鲁棒自适

应神经动态面跟踪控制方案,在后推中使用DSC而避
免对虚拟控制反复求导,利用RBF网络逼近构造的未
知共同上界函数,且将滤波器输出的导数取代传统的
中间变量作为神经网络输入,有效减少了设计神经网

络输入维度,同时利用Young’s不等式技术有效减少
了网络控制器的可调参数数目. 从理论上证明了该控
制方案使得在任意切换信号下闭环系统所有信号半

全局一致终结有界,且跟踪误差收敛到零的任意小邻
域内.实验验证了所提控制方案有效性,结果表明了
该法具有较高的应用潜力.
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