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摘要: 定价作为服务系统价值因素的调控机制, 在拥塞控制、收益管理和服务质量控制等领域有重要的应用. 服
务提供商设计定价策略使得系统性能在诱导的顾客行为下达到最优. 排队模型是分析服务系统性能的重要模型.
本文介绍了排队系统定价控制的基本要素, 包括排队模型、顾客行为、性能指标以及定价策略类型, 围绕静态定价

策略、动态定价策略和优先级定价策略, 详细综述了排队系统定价控制的研究现状, 然后简要介绍了作者针对排队

网络动态定价问题的最新研究进展, 最后总结了该领域的研究现状、尚未解决的问题、当前的研究热点以及未来的

发展方向.
关键词: 排队系统; 定价控制; 静态定价; 动态定价; 优先级定价

引用格式: 陈莎, 夏俐. 排队系统定价问题的研究综述. 控制理论与应用, 2018, 35(1): 41 – 55
中图分类号: TP273 文献标识码: A

Research review of pricing control for queueing systems
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Abstract: Pricing is a control mechanism to adjust value factors for service facilities. It has important application in
congestion control, revenue management and quality-of-service control, etc. Service providers design pricing strategy to
induce customers to behave in a way such that system performance attains the optimum. Queueing models are fundamental
to analyzing performance of service facilities. In this paper, the basic elements in pricing control for queueing systems,
including queueing models, customer behaviors, system performance measures and pricing strategy types are introduced.
The detailed literature on pricing control for queueing systems is reviewed, which is classified according to three major
categories: static pricing, dynamic pricing and priority pricing. Then the authors’ latest research progress on dynamic
pricing for queueing networks is briefly introduced. Finally, the research state of art is summarized, the unresolved problems
are discussed, and the current research focuses as well as the possible new directions in this area are concluded.
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1 引引引言言言(Introduction)
定价策略是服务提供商为产品或者服务制定价格

的策略. 影响定价策略的因素有成本、市场份额、产品

质量等. 在定价控制中, 顾客会根据价格做出相应的

购买决策, 因此服务提供商在制定价格时需要考虑潜

在顾客的行为. 在有市场竞争的情况下, 服务提供商

的定价策略会受到其他服务商定价策略的影响. 定价

策略在生产管理、收益管理以及拥塞控制方面都有广

泛的应用. 制造商根据当前库存量制定每类产品的价

格从而调节产品的购买人数. 最大利润通常是收益管

理领域定价策略的研究目标. 机票、电费、道路收费等

属于这类问题的研究范畴. 为有效控制网络拥塞, 网
络运营商可以根据当前上网用户人数来收取带宽费

用. 文献研究定价策略的两类基本模型为库存模型

(inventory model)和排队模型(queueing model). 在库

存模型中, 交付时间(leadtime)是固定的, 价格根据当

前库存状态而确定; 而在排队模型中, 完成服务时间

是随机的, 价格被用来调节排队系统的到达率, 并不

一定与当前排队队长有直接关系[1]. 排队系统是建模

服务系统的重要模型. 在排队系统中, 服务质量的评
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估因素包括服务收益、价格以及期望延迟成本. 本文

针对排队模型定价控制策略的研究做综述.

排队模型的定价问题从20世纪60年代起开始引起

学者们的关注和研究. Refael Hassin和Moshe Haviv[2]

以及Refael Hassin[3]对该领域的文献做过详细的综

述. 这篇综述主要介绍和总结了该领域的代表性文献

和最新研究进展.

排队模型和顾客行为是研究排队系统定价策略最

为重要的假设. 根据新来顾客是否可以观测到当前系

统的状态信息或者排队人数, 排队模型可分为两类:
一类是可观测的排队模型(observable queue); 一类是

不可观测的排队模型(unobservable queue). 在可观测

的排队系统中, 新来顾客可利用当前系统状态的信息

判断是否应该进入系统接受服务; 在不可观测的排队

系统, 新来顾客不能获取当前系统状态的信息. 系统

状态信息可以是排队队长、平均等待时间等. 不可观

测的排队模型多见于静态定价控制问题. 一些特定假

设的排队系统可以是部分可观测的排队模型(partially
observable queue). 譬如在排队网络或者多顾客类型

的单个服务系统中, 系统状态定义为每个服务器或者

每类顾客的排队人数所组成的多维向量. 当新来顾客

仅获知当前系统总人数而不知道系统状态时, 所假设

的排队模型属于部分可观的排队模型. 另外根据顾客

或者服务请求到达过程和服务过程服从的分布函数,
研究定价问题的排队模型可做进一步的划分.

在排队系统定价问题中, 顾客行为的假设直接影

响到所设计的定价策略. 描述顾客行为的参数包括服

务收益(service value)、支付水平(willingness to pay)、
服务需求 (service requirement)、服务时间 (service ti-
me) 以及单位时间的期望延迟成本 (expected delay
cost per unit of time). 服务收益是指顾客从服务中获

得的收益. 延迟(delay)指逗留(或等待)时间. 延迟成本

是指由逗留时间所产生的费用. 在定制生产排队系统

(make-to-order queue) 中, 延迟是指预期交付时间

(lead-time)或者实际处理时间(actual processing time).
有延迟成本的顾客被称为延迟敏感(delay-sensitive)
顾客. 根据顾客行为参数是否相同或者服从同一分布,
顾客类型分为同类(homogeneous)和异类(heterogen-
eous). 顾客进入系统接受服务的决策逻辑也是描述顾

客行为的另一要素. 最为常见的决策逻辑是当顾客的

净收益大于零时, 顾客进入系统接受服务, 否则离开.
对于延迟敏感的顾客, 净收益定义为服务收益减去期

望延迟成本和支付费用. 还有文献考虑了更为复杂的

顾客策略行为(strategic behavior). 譬如, 顾客根据服

务机构公布的价格和收益期望适时地选择进入系统

接受服务的时间, 顾客基于价格和其他顾客的决策选

择最大自身净收益的购买量, 后者在基于博弈论的文

献中较为常见.

在很多研究拥塞定价控制的文献中, 到达率和服

务速率被同时作为系统性能的优化变量. 到达率通过

价格来调节, 服务速率直接可控. 一些文献称服务速

率为capacity或service capacity. 在排队系统定价策略

的文献中, 最常见的两个性能指标为社会收益(social
welfare)和利润(profit). 社会收益是衡量服务机构和

顾客总体从服务中获取的收益. 社会收益被定义为接

受服务的顾客的服务收益之和减去系统的运营成

本 (operating cost) 和存储成本 (holding cost). 运营成

本是服务速率或者到达率的函数. 存储成本是由顾客

等待时间产生的成本. 利润是指服务机构通过给顾客

提供服务收取的费用减去服务机构的运营成本.

定价策略根据价格是否随时间变化分为静态定价

策略(static pricing)和动态定价策略(dynamic pricing).
静态定价策略的价格固定, 实施简单. 动态定价策略

的价格可能是系统当前人数, 剩余的资源量或者剩余

销售时间的函数, 实施较为复杂. 在拥塞定价(conges-
tion pricing)控制问题中, 动态价格随当前系统的拥塞

程度而变化. 动态定价策略是收益管理(revenue ma-
nagement) 领域常见的研究目标, 其主要应用于航空

和医疗领域.

排队系统的服务原则(service discipline)有先来先

服务(first-come-first-serve, FCFS), 后来先服务(last-
come-first-serve, LCFS)和优先级(priority). 在优先级

服务系统中, 高优先级的顾客比低优先级顾客先接受

服务, 该服务顺序与他们到达系统的时间先后无关.
优先级越高, 收取的费用越多. 优先级服务可以根据

顾客的类型合理调配有限的服务资源, 在优化排队系

统性能方面有重要应用. 由于研究这类问题的文献较

多, 本文把它单独作为一小节综述该领域的研究进展.

2 排排排队队队系系系统统统定定定价价价问问问题题题研研研究究究现现现状状状 (Review of
the literature on pricing control for queueing
systems)

2.1 静静静态态态定定定价价价策策策略略略(Static pricing)
根据新来顾客是否可以观测到当前系统状态, 将

静态定价控制的文献分为两类. 在可观测的排队系统,
延迟敏感的顾客可以获知当前系统的排队等待人数

或者平均等待时间, 基于此信息得到服务的净收益.
在不可观测的排队系统, 服务系统提供的平均等待(或
逗留)时间与系统当前状态无关.

文献[4–12] 研究了可观测排队系统的定价控制问

题. Naor 最早将定价问题引入排队系统研究[4]. 文献

假设顾客根据当前排队人数决定是否进入系统接受

服务, 得到顾客最优策略具有阈值型结构, 最大利润

的价格比最优社会收益的价格高. Yechiali[5–6], Knud-
sen[7], Lippman和Stidham[8], Bell和Stidham[9]研究了

顾客在可观测排队系统中以最小期望延迟成本为指
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标选择是否进入系统接受服务的问题. 文献得到顾客

个人利益的最优策略与顾客总体(社会收益)的最优策

略不同, 原因是顾客优化个人利益时没有考虑其对其

他顾客带来的额外延迟费用. Ziya, Ayhan和Foley[10]

假设顾客没有延迟成本, 研究了可观测的G/GI/s/m
排队系统的最优定价控制策略. 文献分析了最优价格

与系统容量和服务速率之间的单调关系. Ziya,
Ayhan和Foley[11]将上述结论推广至服务多类顾客的

排队系统. Maoui, Ayhan和Foley[12]在Ziya等[10]的工

作基础上, 考虑了与顾客等待时间成比例的系统存储

成本, 研究了静态价格和容量控制问题. 文献得到最

优价格随系统参数的变化关系.

文献[13–22]研究了不可观测排队系统的定价策

略. Edelson和Hildebrand[13]研究了服务同类顾客的单

个服务台的排队系统的最优价格及性质. Littlechild[14]

在Edelson和Hildebrand的问题中考虑了当顾客的服

务收益不同时的最优定价策略. Mendelson[15]进一步

将结论推广至GI/G/s模型. Mendelson假设顾客的服

务收益服从已知的分布函数, 顾客有相同的单位时间

延迟成本, 新来顾客不能观测到当前排队队长, 但可

以获知平均等待时间. Mendelson得出当顾客的延迟

成本是等待时间的线性函数时, 系统的利润期望加上

期望延迟成本等于期望运营成本, 换句话说, 系统收

取的费用只会覆盖部分的容量费用, 导致预算赤字.
Dewan和Mendelson[16]在Mendelson[15]模型基础上考

虑了当顾客类型相同、延迟成本为非线性函数时, 最
大社会收益的定价策略. 文献表明收取顾客的费用与

该顾客给其他顾客带来的延迟成本成正比.
Stidham[17]在Dewan和Mendelson[16]的模型基础上,
考虑顾客到达率存在上限情况下的最优价格和服务

速率控制问题. 文献证明当到达率存在上限时, 系统

全局最优解不在可行域内部并且不能用一阶微分条

件描述. Haviv和Randhawa[18]研究了不可观测的M/
M/1排队系统在不知道实际到达率的静态定价策略.
文献得出在该定价策略下最大利润和社会收益的下

界. Daniel[19]用带有随机队列的瓶颈模型描述到达、

离开和排队的随机性质, 研究了大型枢纽机场的拥塞

定价和容量控制问题. Yang, Guo和Wang[20]假设顾客

对等待时间和价格有期望参考值, 研究了顾客的排队

策略以及顾客行为在单个服务器环境中和两个服务

器竞争的环境中对定价策略的影响. 邹宗保等[21]研究

了垄断环境下, 机器故障加工排队系统的最优定价和

顾客的决策行为. 姚树俊、陈菊红和和征[22]研究了M/
M/s/k排队系统产品服务能力和定价联合优化策略.
Cachon和Feldman[23]在没有排队结构的拥塞模型中,
得出没有用量限制按时间收费的订购策略比按照使

用量收费的定价策略得到的利润高.

当顾客的行为不能用统一的参数来描述时, 研究

的定价问题为多类顾客的定价问题. 针对多类顾客的

定价策略分为两种: 统一定价(uniform pricing)和差别

定价(differentiated pricing). 统一定价是对所有顾客

收取相同的费用. 统一定价多为顾客类型信息不可获

取情况的策略, 差别定价是在顾客类型信息已知的情

况下. 根据顾客的类型提供相应等级的服务并收取相

应的费用. 在排队系统中, 不同等级的服务主要体现

在优先级. 研究多类顾客差别定价的文献大多属于优

先级定价的范畴. 因此本文把差别定价的相关文献归

入第2.3节优先级定价策略介绍.

文献[24–27]研究了多类顾客的统一定价策略.
Ha[24]在M/M/1处理器共享(processor sharing)排队和

M/M/s先到先服务(FCFS)排队中, 研究了顾客可以选

择服务需求情况下, 诱导最优的到达率和服务需求的

统一定价策略. Armony和Haviv[25]研究了两个提供相

同服务的公司针对多类延迟敏感顾客的统一定价策

略. 文献分别得到顾客选择策略和公司定价策略

的Nash平衡点. Menache, Ozdaglar和Shimkin[26]在假

设运营成本和顾客值函数为凸函数的条件下, 得到服

务多类顾客的云计算系统社会收益的最优解并证明

了存在统一价格诱导出最优的社会收益. Zhou,
Chao和Gong[27] 研究表明顾客类型的市场结构组成

和系统参数对统一定价策略有重要的影响.

鉴于服务机构和顾客可视为具有不同优化目标而

又相互影响的决策个体, 基于博弈论的方法被用于研

究排队系统的定价策略以及顾客的决策. 文献[28–32]
用M/M/1排队模型来模拟有限带宽的链路, 并用M/M
/1排队系统的平均等待时间来表示由流量引起的拥塞

费用. 文献分别采用主从博弈(leader-foll-ower game)
和非合作博弈(non-cooperative game) 描述顾客与网

络服务供应商以及顾客之间的决策关系. Başar和
Srikant[28]用分级博弈(hierarchical game) 研究服务机

构在不知道顾客类型信息情况下的统一定价策略以

及顾客购买带宽资源的策略. Shen和Başar[29]将该问

题扩展为按顾客收取带宽资源费用的情形. Shen和
Başar[30–32]在反向Stackelberg博弈框架下, 采用机制

设计的思路研究了单个服务提供商的非线性定价策

略. 文献[30]和[31]分别研究了有限个顾客和高负荷模

式下, 在顾客类型信息对其他顾客和网络服务提供商

完全已知和不已知两种情况下的非线性定价策略. 文
献[32]进一步研究了顾客相互已知类型信息而服务提

供商不知道顾客类型信息情况下, 高负荷模式下的非

线性定价策略. Guo, Liu和Wang[33]考虑了M/M/1排队

系统两个阶段的跨期(intertemporal)定价博弈问题. 顾
客基于当前价格, 收益, 等待成本以及未来收益的预

测来决定购买策略. 文献在社会收益和利润的指标下

得到每个阶段的 Nash 均衡点. Jinting Wang 和 Feng
Zhang[35]研究了M/M/1重试(retrial)排队系统在顾客
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选择进入系统策略的Nash均衡点处, 最大利润的定价

策略以及最优社会收益的定价策略. Do, Tran等[34]用

非合作博弈描述M/M/1排队系统不同用户之间的决

策关系, 证明了Nash均衡点的定价策略可得到最优的

社会收益. 张峰[36]、曾禛[37]等学者从博弈论角度研究

了排队系统的定价策略以及顾客的策略行为.

在排队论中, 渐近分析(asymptotic analysis)是研

究排队系统在高负荷(heavy traffic)的性能的常用方

法. 排队系统在高负荷的定价问题得到学者们的关注.
Maglaras和Zeevi[38]用大容量渐进(large-capacity asy-
mptotics)得到提供一类服务的大容量马尔科夫排队系

统价格和服务速率的近似解. Maglaras和Zeevi[39]考

虑服务系统提供两类服务: 保证服务率的服务和分享

剩余服务容量的服务, 研究了保证服务率服务的准入

控制和实时拥塞通知机制以及分享剩余服务容量服

务的静态价格策略. 文献基于扩散极限(diffusion lim-
its)的近似分析得到最优策略的结构性质. Kumar和
Randhawa[40]研究了当市场需求(到达率)增长时, 顾客

延迟成本的函数形式对最大利润的定价策略和服务

速率的影响. 文献表明价格和服务速率的最优解会导

致系统进入利用率接近100%的高负荷模式, 利用率

接近100%的速率取决于延迟成本函数的形式. Lee和
Ward[41]考虑了顾客在接受服务前放弃排队的行为,
通过求解近似扩散(approximating diffusion)控制问题

得到使系统进入高负荷的最优静态价格和服务速率.

2.2 动动动态态态定定定价价价策策策略略略(Dynamic pricing)
前已提及, 动态定价策略的价格可以是系统当前

人数、剩余的资源量或者剩余销售时间的函数. 在排

队系统中, 动态价格多为系统状态的函数, 因此一些

文献称之为状态相关定价(state-dependent pricing), 即
价格随系统状态的跳变而被调整.

文献[42–49]研究了简单马尔科夫排队模型的动

态定价策略. Low[42]研究了M/M/s排队系统从有限价

格选项中选出与系统状态相关的最优价格使得系统

长期平均收益最大. 文献假设顾客的成本只有收取的

费用, 得到了最优价格具有随系统状态单调递减的性

质. Chen和Frank[43]在Naor的模型假设[4]下研究了动

态定价问题. 文献研究了当排队队长小于阈值的动态

定价策略, 证明了最优社会收益与最大利润的定价策

略相同. 此外Chen和Frank还考虑了顾客服务收益不

同并且不可观测的情况. Borgs等人[44]在Chen和Fra-
nk[43]的工作基础上研究了最优阈值的闭值表达式.
Ata和Shneorson[45]在Mendelson[15]的模型假设下进

一步考虑顾客可以观测当前状态的平均等待时间, 研
究了M/M/1排队系统依赖于状态的最优价格和服务

率. 在最大化长期平均社会收益指标下, 文献得到最

优到达率和服务速率与系统状态之间存在单调关系,

但是最优价格与系统状态之间不存在单调关系.
Gans和Savin[46]用马氏决策过程分析了签有合同的顾

客的最优签订时间和随机进入的顾客的定价策略. 文
献得到最大化长期平均利润的最优准入策略具有阈

值型的结构, 最优价格和阈值随系统参数具有单调性

质. Paschalidis和Tsitsiklis[47]考虑了服务多类顾客, 带
宽资源有限的通讯网络的动态定价问题. 文献假设顾

客的成本只有价格而没有延迟成本. 文献表明选取合

适的静态价格能够逼近最优动态定价策略的系统性

能. Yoon和Lewis[48]研究了非稳态到达过程和服务过

程的排队系统的动态定价策略及结构性质. 文献研究

了在不同形式的代价函数下最优价格的单调性, 提出

了逐点静态近似的方法来逼近最优动态定价策略.
Hall, Kopalle和Pyke[1]研究了定制生产系统针对长期

签订合同的顾客和随机顾客的定价策略. 文献比较了

静态定价策略、当排队队长小于阈值时接受随机顾客

的静态定价策略和与状态相关的动态定价策略. 文献

得出当排队队长小于阈值时, 综合考虑执行复杂度和

利润收益, 接受随机顾客的静态定价策略最优. Çil,
Karaesmen和Örmeci[49]通过求解马氏决策过程得到

服务两类顾客的单个队列排队系统的最优动态定价

和调度策略以及其结构性质. Çil, Örmeci和Karaesm-
en[50]还利用基于事件的动态规划(event-based dyna-
mic programming)研究了系统参数: 到达率、服务速

率、系统容量等对最优动态定价和准入控制策略的

影响.

文献[51–54]研究了排队网络的动态定价控制问

题. Adelman[51]考虑了船舶公司通过价格来决策是否

接受闭物流排队网络中船只运输请求的问题. 文献通

过线性规划的方法提供了最优收益的上界并利用近

似动态规划的方法求得最优的动态定价策略.
Waserhole和Jost[52]和Banerjee等[53]分别用启发式算

法和凸松弛的近似方法研究了的车辆共享系统的静

态定价策略. 文献用最优动态定价策略下系统性能描

述系统性能在静态定价策略下的界. Banerjee等[54]用

大规模市场极限(large market limit)研究了车辆共享

平台的静态定价和阈值型动态定价策略. 文献发现任

何动态定价策略下的利润和吞吐量不会超过最优静

态定价策略下的性能, 但是与静态定价策略相比, 动
态定价策略对系统负载的随机变化更加鲁棒.

文献[55–57]考虑了参数不确定或未知完整顾客

信息情况下的动态定价方案. Masuda和Whang[55]研

究了服务系统不知道到达率和值函数关系时, 用实际

到达率的期望代替最优到达率的动态定价方案. 文献

得出最大社会收益值是平衡点并且由于系统可能不

会到达平衡点, 因此不稳定. Besbes和Maglaras[56]假

设到达过程是非时齐的不可观测的随机过程, 采用多

尺度流近似(multiscale fluid approximation)研究了接
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近最优 (near-optimal) 的动态定价策略. Afèche 和

Ata[57]假设服务系统不知道耐心顾客与不耐心顾客的

比例, 采用贝叶斯估计来学习两类顾客出现的概率并

基于此研究了以排队人数为自变量的动态定价策略.
综上所述, 将排队系统动态定价策略分为3类: 价

格是系统状态的函数(例如[42–43, 45, 58]); 价格是不可观

测或者不确定的随机变量(或随机过程)的函数(例
如[55]); 价格是实际服务时间或者交付时间的函数(例
如[59–60]). 针对第1种动态定价策略, 在马尔科夫排队

模型中, 最优策略可通过马氏决策过程(MDP) 或者动

态规划(DP)来求解. 但是在多类顾客定价问题或者排

队网络的定价问题中, 系统状态的维数由一维变为多

维, 基于精确分析 (exact analysis) 很难得到最优动态

定价策略, 尤其是考虑顾客的延迟成本或者服务系统

的拥塞成本与存储成本的时候. 当遇到这种情况时,
渐近分析(asymptotic analysis)是解决办法之一. 文献

citemaglaras2006revenue,kim2015asymptotically和 文

献[63]分别采用扩散模型近似与流模型近似来简化真

实排队模型的随机性, 通过渐近分析得到服务系统在

高负荷下接近最优的动态定价策略. 针对第2类动态

定价策略, 服务系统需要分析排队系统在该定价策略

下的稳定性.

2.3 优优优先先先级级级定定定价价价策策策略略略(Priority pricing)
文献[64–69] 研究了同类顾客在可观测排队系统

的选择优先级和服务系统的优先级定价问题.
Balachandran[64], Tilt和Balachandran[65] 和Balachan-
dran和Srinidhi[66]研究了顾客在可观测的M/M/1 排队

系统以最小成本为目标选择优先级的问题. 文献得到

顾客个人的最优策略不一定是稳定的策略. 策略稳定

是指在其他顾客采取该购买策略条件下, 没有顾客可

以选择其他策略来减少其期望成本.Adiri和Yechiali[67]

研究了顾客在可观测M/M/1排队系统根据排队人数

购买优先级的问题. 文献得到当系统内顾客人数大于

等于某个阈值时, 新来顾客购买优先级. Hassin和
Haviv[68]将该纯策略扩展至混合策略. Alperstein[69]

研究了M/M/1 FCFS排队系统最优优先级个数和最优

定价. 文献表明最大利润的优先级服务原则为LCFS.
文献[70–72]研究了服务两类顾客的排队系统的

优先级定价问题. Sinha, Rangaraj和Hemachandra[70]

研究了服务系统剩余资源的定价问题. 服务系统需要

保证首要顾客的平均等待时间小于阈值, 次要顾客的

平均等待时间与价格有关. 文献研究了最大利润期望

的优先级定价策略. Afèche和Sarhangian[71]研究了在

可观测的M/M/1优先级排队系统中低优先级顾客排

队后放弃排队对定价策略的影响. 文献证明低优先级

顾客的策略具有阈值形式. Mandjes[72]研究了服务延

迟敏感和不敏感两类顾客的排队系统分别在分配优

先级和顾客选择优先级情况下的优先级定价策略.

服务机构在设计优先级定价策略时需要知道顾客

信息, 包括服务需求时间、支付能力、延迟成本等. 当
这些信息可以直接获取时, 服务机构可以根据顾客类

型提供相应等级的服务, 但是这些信息通常从顾客的

描述中获得, 服务系统不能判断顾客提供信息的准确

性. 在这种情况下服务系统需要设计激励兼容(incen-
tive-compatible)的定价策略. 激励兼容的含义是定价

策略不仅能够优化系统性能, 还可以诱导顾客选择与

真实类型相符的服务类型[2]. 也就是说, 最大化个人

收益与最优化系统性能所选择的优先级购买策略

一致.

文献[60, 73–77]研究了最优社会收益的激励兼容

(incentive compatible)定价策略. Ghanem[73]最早研究

排队系统激励兼容定价问题. 文献研究了不可观测

的M/G/1系统在不知道顾客延迟成本信息时, 以最小

化期望延迟费用为目标分配顾客优先级的问题. 文献

证明了最优社会收益的优先级分配策略是将高优先

级分配给延迟成本高的顾客, 即cµ rule. c表示顾客的

单位延迟成本, µ表示顾客的服务速率, cµ rule表示按

照ciµi递增的顺序从高到低分配优先级. Dolan[74]

在可观测排队模型中假设顾客具有不同的延迟成本

和确定的服务时间, 系统根据顾客的延迟成本分配优

先级. 文献研究了诱导顾客真实延迟成本的激励兼容

定价策略. Mendelson和Whang[60]在Mendelson[15]的

模型假设基础上研究了多类顾客的激励兼容定价问

题. 文献假设不同类型的顾客具有不同的服务时间和

延迟成本, 其中延迟成本是线性函数. 文献得到M/
M/1排队系统与cµ rule一致的最优激励兼容定价策

略, 并且该定价策略是实际服务时间的二次函数. Kim
和Mannino[75]将Mendelson和Whang[60]的结论推广

至M/G/1排队系统. Van Mieghem[76]在Mendelson和
Whang[60]的问题基础上, 假设了凸增的延迟成本函

数, 得出渐近最优的激励兼容定价策略: Gcµ rule
(generalized cµ rule). Gcµ rule是指根据边际延迟成

本(marginal delay cost)与服务速率的乘积从大到小服

务顾客. Van Mieghem[77]假设在服务多类顾客的不可

观测的单个服务器排队系统中, 顾客将服务请求拆分

至若干个服务等级的任务请求流, 并选择任务请求流

的到达率. 文献假设延迟成本是等待时间的凸函数,利
用高负荷布朗模型(heavy traffic Brownian model)近
似分析得到Gcµ rule调度策略对应的激励兼容定价策

略. Van Mieghem[78]证明了在服务多类顾客的G/G/1
排队系统, 当顾客的服务时间存在交付时间约束时,
Gcµ rule是渐近最优的调度策略.

文献[79–81]研究了最大利润的激励兼容定价策

略. Lederer和Li[79]研究了多个公司针对多类延迟敏

感顾客的定价和服务速率控制策略. 文献假设每个公

司根据cµ rule来服务顾客, 得到具有激励兼容性的竞
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争均衡点. Rao和Petersen[80]假设顾客的期望延迟成

本是流量的函数, 利用非合作博弈得出每个优先级的

流量定价以及顾客的最优购买量. Doroudi, Akan,
Harchol Balter等[81]研究了当顾客类型是连续值、服

务系统可以观测到顾客类型时, 不可观测的M/G/1 排

队系统最大利润的激励兼容定价策略.

Afèche针对Mendelson的顾客行为假设[15]研究了

最大利润指标的激励兼容定价机制. Afèche[82]研究表

明当顾客的支付意愿、延迟敏感程度以及服务需求不

为服务系统所知时, M/M/1排队系统最大平均利润的

激励兼容定价–调度策略不一定是cµ rule, 也就是说

最大利润的调度策略不会最小化系统的期望延迟成

本. 最优的调度策略取决于ci之间和µi之间的具体关

系. 一种情况下优先级调度策略会给延迟敏感的顾客

分配高优先级, 而策略性地延迟低优先级顾客的服务.
这样会使延迟敏感的顾客付更多的费用购买高优先

级. 而另一种情况最优调度策略会随机分配优先级,
甚至以cµ rule相反的顺序服务顾客. 文献还表明不同

类型顾客之间的延迟的区别不仅取决于顾客属性, 还
和系统结构和拥塞水平有关. Afèche[83]采用机制设计

和实现区域的方法研究了当多类延迟敏感顾客的信

息不可被服务系统观测时, 最大利润的定价、交付时

间和调度策略. 文献证明了cµ rule不能得到最大利润,
最优策略会给没有耐心的顾客分配高优先级, 延迟有

耐心顾客的交付时间. Yahalom, Harrison和Kumar[84]

在Afèche[82]的研究基础上, 假设更为一般的服务收益

分布函数和乘积可分的凸的延迟成本函数, 采用布朗

模型描述系统的动态行为, 给出Gcµ rule是最大利润

的激励兼容定价策略的到达率条件. Katta和Sthu-
raman[85]假设所有顾客的服务需求相同, 服务系统提

供至多M个服务等级, 分别研究了顾客类型为N个和

连续顾客类型情况下, 最大利润的定价–调度机制. 文
献证明两种情况最优的调度机制不一定是cµ rule. 文
献给出了cµ rule是最优调度策略的条件.

上述文献考虑的优先级定价方案是顾客从服务系

统给定的优先级服务中选择其中之一并付对应的价

格. 当服务系统不知道服务顾客的类型以及相关信息

时, 除了设计激励兼容的定价策略, 还有文献考虑了

另一种优先级分配方案: 每一位顾客选择购买优先级

所支付的费用, 服务系统根据顾客支付的费用安排排

队位置: 支付的费用越高, 所在队列的位置越前. 在文

献中, 这类问题被称为拍卖(auction) 或者贿赂(bribe-
ry). 顾客支付的费用被称为bribe或者bid.

文献[86–93] 研究了顾客不知道系统状态信息条

件下的优先级购买策略. Kleinrock[86]假设顾客的排

队位置取决于顾客支付的费用, 顾客在购买优先级时

不知道系统状态信息. 文献得到多种支付函数下的排

队规则. Glazer和Hassin[87], Liu[88]假设顾客的延迟成

本不同、信息不被服务系统所知, 顾客以最小化成本

为目标的拍卖问题. 文献得到顾客的延迟成本越高,
提出的拍卖价格越高, 该拍卖得到的优先级服务原则

是cµ rule. Hassin[89]表明在服务时间为指数分布的优

先级服务系统中, 拍卖可以得到最优的社会收益. 当
排队系统不可观时, 系统的利润可以被最大化.
Afèche和Mendelson[90]提出了广义的延迟成本结构来

描述服务收益与延迟成本的相互关系, 得出以cµ
rule服务顾客的优先级拍卖机制比统一定价得到的社

会收益和利润高. 文献得出最大利润的价格比最大社

会收益的价格低, 系统的使用率高. Abhishek,
Kash和Key[91]研究了到达率和服务速率服从一般分

布的云计算服务系统在提供固定价格的计算资源基

础上, 针对剩余资源的拍卖方案. 文献得出服务系统

仅提供固定价格的服务资源比混合定价策略得到的

利润高. 在Bayes Nash平衡点处, 顾客根据延迟成本

的阈值来决定选择固定价格或者优先级拍卖的购买

方式. Doncel等[92]和Wu等[93]利用高负荷近似研究

了DPS(Discriminatory Processor Sharing)排队系统中

顾客的优先级购买策略.

在订货型生产排队(make-to-order queue)系统中,
生产商需要采取合适的调度策略保证预定的产品在

预期交付时间(lead-time)内完成. 价格和交付时间作

为一个组合出现. 为完成此目标, 定制生产商需要联

合考虑定价(pricing), 交付时间(lead-time quotation),
调度(scheduling)和必要时加快生产(expediting)的策

略. 文献[62–63,94–95]研究了这类问题. So和Song[94]

研究了G/G/s订货型生产排队系统在超过交付时间概

率上界的约束下的静态价格、服务速率和交付时间控

制策略. Palaka, Erlebacher和Kropp[95]假设顾客的延

迟成本是价格和交付时间的线性递减函数, 服务系统

需要承担拥塞成本和超过预期交付时间的惩罚成本.
文献研究了最优交付时间、定价和服务速率控制策略.
Maglaras[62]考虑了M/M/1排队系统的多类顾客动态

定价和优先级排序的问题. 文献用流模型近似原马氏

决策过程模型, 表明定价和调度策略在过渡阶段后可

被解耦. 解耦后, 定价策略仅取决于系统总的工作量

(aggregate system load); 调度策略是greedy cµ rule,
该策略可以最小化系统瞬时维持成本. Çelik 和

Maglaras[63]研究了在生产多类产品的M/GI/1订货型

生产排队系统, 价格是当前系统总工件数的函数, 交
付时间从有限个给定的选项中选择. 文献通过近似扩

散(approximating diffusion)得到接近最优的动态定

价、交付时间、调度和加快生产的策略. 文献证明最优

调度策略会把优先级分给最接近违反交付时间约束

的产品类型, 维持所有类型产品的相对存货(relative
backlogs) 相等.

类似地, 在定制生产排队系统, 当顾客的偏好或者
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类型不被系统所知时, 最大利润的定价–交付时间策

略需要具有激励兼容性. Afèche和Pablin[96–97]研究了

当系统无法观测多类延迟敏感顾客信息的静态价

格–交付时间组合和调度策略. 文献得到最大利润的

策略会对多类顾客提供同一类型的服务、策略性地延

迟交付时间、服务延迟成本高和低的顾客, 给延迟成

本处于中间范围的顾客定高价. Afèche, Baron和Ker-
ner[59]在定制生产系统中, 假设了顾客的延迟成本和

费用是实际交付时间的函数, 对净收益不确定性敏感

和不敏感两类顾客, 研究了最大利润的统一静态定价

策略、基于稳态交付时间的激励兼容静态定价策略以

及基于实际等待时间的定价策略. 文献研究表明当顾

客对延迟成本和费用的变化敏感时, 基于实际交付时

间的定价策略比固定价格的策略得到的利润高.
Plambeck[98]研究了服务两类顾客的M/M/1排队系统

在动态报出交付时间条件下的静态定价、服务速率和

调度策略. 在耐心顾客可以容忍长段的交付时间的假

设下, 最优价格和服务速率会导致系统进高负荷. 文
献采用扩散近似(diffusion approximation) 研究了渐

近最优的激励兼容定价和交付时间策略. Plambeck[99]

针对有加快和回收策略的订单装配(assemble-to-
order)系统, 利用近似布朗控制研究了高负荷模式下

的动态定价, 服务率控制和最大交付时间策略. Ata
和Olsen[58]研究了服务两类顾客的M/G/1排队系统渐

近最优的激励兼容动态定价和交付时间组合策略. 文
献假设顾客的服务收益相同, 延迟成本是交付时间的

分段凸和凹函数. 文献用延迟函数的凸包得到原问题

的下界, 提出在高负荷渐近模式(heavy traffic asympt-
otic regime) 达到该下界的渐近最优的动态定价和交

付时间策略.

优先级可视为排队系统的资源调配机制. 文献针

对同类顾客研究了优先级购买策略. 针对多顾客类型

的定价问题, 文献考虑了两种策略. 一种是统一定价

(uniform pricing)策略, 但是统一定价策略通常不能得

到系统性能的最优解; 另一种是差别定价(different-
iated pricing), 即对不同类型的顾客收取不同的费用,
也就是价格依据顾客类型或者提供服务的等级而定.
服务等级在排队系统中多反映为顾客的等待时间. 当
顾客可以自主选择顾客类型而不受服务系统的集中

控制时, 服务系统需要设计激励兼容的定价策略. 在
社会收益指标下, 最优的激励兼容定价策略是cµ rule:
将高优先级分配给单位延迟成本与服务时间期望比

值大的顾客. cµ rule可以最小化进入系统接受服务的

顾客的期望延迟成本, 该结论对单个服务器、到达率

与状态无关的排队系统成立[100–101]. 但是对于到达过

程与状态相关的排队系统, cµ rule不能保证是最优的

调度策略[102]. 排队系统在高负荷模式下渐近最优的

激励兼容定价策略是Gcµ rule. 与cµ rule不同的是,

Gcµ rule是动态调度策略. 在Mendelson[15]对顾客行

为的假设下, cµ rule不一定得到最大的利润, 以最大

利润为指标的调度机制可能会随机分配优先级, 甚至

在极端情况下以cµ rule相反的顺序来服务顾客. 这说

明最小化顾客的延迟成本不是最大化系统利润的首

要考虑因素[82]. 当服务系统不能观测顾客类型时, 一
些文献研究了由顾客的支付费用决定其在队列中的

位置的拍卖策略. 出价越高的顾客在排队系统的位置

越前, 所需等待时间越短. 另外尚未有文献对排队网

络的优先级定价问题作出研究.

在订货型生产排队系统, 价格和交付时间同为顾

客的选项, 因此激励兼容性针对定价和交付时间组合

策略讨论.由于订货型生产排队系统模型较为复杂, 文
献均采用渐近分析、模型近似的方法研究. 最优调度

策略取决于模型假设和所用的分析方法, 没有统一的

规则描述.

3 排排排队队队网网网络络络动动动态态态定定定价价价问问问题题题的的的最最最新新新研研研究究究进进进展展展

(Latest research progress of dynamic pricing
control for queueing networks)
排队网络可以模拟现实中大量随机服务系统, 譬

如计算机网络、公共卫生服务排队系统以及生产过程.
然而尚未有文献在假设顾客对延迟和价格敏感的条

件下, 研究排队网络的动态定价问题. 本文近期研究

了开Jackson排队网络(open Jackson network)的动态

定价和控制问题, 即选取最优的动态价格和服务速率

使得系统的长期平均社会收益最大[103].

3.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如图1所示的开Jackson排队网络. 假设该系

统有M个服务台, 系统容量是N . 进入系统的顾客以

概率q0i被分配给服务台i, i=1, 2,· · ·,M ,
M∑
i=1

q0i=1;

在服务台i完成服务的顾客以概率qij被分配给服务

台j, i, j = 1, · · · ,M ; 顾客以概率qi0从服务台i离开

排队网络.
M∑
j=0

qij=1, i=1,· · ·,M . 不失一般性, 假设

qii= 0, i = 0, 1, · · · ,M . 服务台的服务规则是FCFS
(first-come-first-serve). 服务台i的排队人数(包括排队

等待和正在被服务的顾客)用ni来表示, 系统的状态

为n := (n1, · · · , nM), 状态空间为S := {n :
M∑
i=1

ni

6 N}. 在状态n下, 服务台i的服务时间服从均值为

1/µi,n的指数分布, 其中µi,n ∈ [0, U ]. 外来顾客的到

达过程服从速率为Λ的泊松分布. 顾客从服务中获得

的服务收益u是服从给定分布F的正随机变量. f 是

随机变量u的概率密度函数, 也即f=F ′. 假设u ∈ [u,

ū]. 顾客对由等待和服务造成的延迟敏感: 每一位顾

客在系统内逗留单位时间产生延迟费用v. 在每个状

态下, 系统张贴出顾客从进入到离开系统的逗留时间
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关于当前状态n的条件期望Dn和完成一次服务所收

取的费用pn. 新来顾客观测到系统张贴的信息, 根据

净收益是否为正决定是否进入系统接受服务. 在状

态n下, 新来顾客的净收益为

Rn = u− pn − v ·Dn. (1)

当Rn > 0, 顾客进入排队网络接受服务, 否则离开.
因此可以定义服务收益阈值ũn为

ũn = pn + v ·Dn. (2)

图 1 3个服务台的开Jackson排队网络的定价控制示意图

Fig. 1 An illustrative example of pricing control in a 3-server

Jackson network

根据顾客的决策规则可知: 在状态n下, 当顾客的

服务收益u大于ũn时, 顾客才会进入系统. 在状态n

下, 新来顾客进入系统的概率是1− F (ũn). 因此系统

在状态n时的有效到达率为

λn = Λ(1− F (ũn)). (3)

当价格pn 6 u− v ·Dn或pn > ū− v ·Dn 时, 相应

的服务收益阈值ũn 6 u或ũn > ū. F (ũn)是常数,
F不可逆. 为了避免这种情况, 重新定义ũn为

ũn := min{max{pn + v ·Dn, u}, ū}. (4)

用F−1(·)表示分布函数F的逆函数, 定义F−1(0)

= u和F−1(1) = ū, 服务收益阈值ũn也可以写成

ũn = F−1(1− λn

Λ
). (5)

当ũn = ū时, 没有顾客进入系统, 系统生成的服

务收益为零. 当u 6 ũn < ū时, 系统在状态n下单位

时间内产生的服务收益之和为

b(n) = λn ·
w ū

ũn

x · f(x)

1− F (ũn)
dx. (6)

服务台i在状态n下的服务率为µi,n, 由此单位时

间产生的运营成本(operating cost)为c(µi,n). 假设

c(µi,n)是µi,n的凸和非减函数. 除了运营成本外, 系
统还需要承担存储成本(holding cost). 存储成本反映

了顾客的等待时间成本. 在系统状态n下, 存储成本

为v ·
M∑
i=1

ni, 其中v是一个给定的系数. 社会收益被定

义为顾客的服务收益减去系统的运营成本和存储成

本, 基于这个定义, 系统在状态n下的社会收益率函数

可以写成

f(n) = b(n)−
M∑
i=1

c(µi,n)− v ·
M∑
i=1

ni. (7)

用f表示|S|–维由f(n)组成的列向量, 其中n∈S . 用
nt表示系统在t时刻的状态. 假设排队网络是稳定的.
整个系统的长期平均社会收益为

η=E{f(nt)} =
∑
n∈S

π(n) · f(n) =

lim
T→∞

1

T

w T

0
f(nt)dt, (8)

式中π(n)是系统在状态n下的稳态概率, 对于遍历链,
最后一个等式成立. 有了上述描述, 可将动态定价控

制问题描述如下.

问问问题题题 1 动态定价控制问题是选择最优的、与状

态相关的价格和服务率使得长期平均社会收益最大.
在这个问题中, 策略是P0 = (pn, µi,n : pn ∈ R, µi,n

∈ [0, U ], i=1, · · · ,M,n∈S), 或者可以简单写成P0

= (p,µ). 策略空间是Ψ0 = {所有P0}. 最优策略由下

式给出:

P∗
0 = argmax

P0∈Ψ0

{η}. (9)

在式(6)中, 服务收益率函数取决于服务收益阈

值ũn, 进而取决于价格pn和期望延迟时间Dn. 期望

延迟时间Dn很难写成p和µ的函数, 使得问题1难以

求解. 此外, 从式(6)和式(8)中可看出, 对b(n)的积分

项求期望使得问题更加复杂. 因此难以直接求解问

题1.

下面将问题1分解为两个较容易求解的子问题. 这
两个子问题的完整描述如下.

问问问题题题 2 速率设定问题 (rate setting problem) 是
在不考虑顾客行为的条件下, 选取与状态相关的最优

到达率和服务率使得长期平均社会收益最大. 这里社

会收益率函数是

f(n) = b(λn)−
M∑
i=1

c(µi,n)− v ·
M∑
i=1

ni. (10)

在这个问题中, 策略是系统状态到到达率和服务率的

映射, 被定义为P1 = (λn, µi,n : λn ∈ [0,Λ], µi,n ∈
[0, U ], i = 1 · · · ,M,n ∈ S). 策略空间是Ψ1 = {所
有P1}. 最优的到达率和服务率P∗

1 = (λ∗
n, µ

∗
i,n)由下
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式给出

P∗
1 = argmax

P1∈Ψ1

{η}. (11)

问问问题题题 3 价格设定问题(price setting problem)是
确定最优的与状态相关的价格使得系统在该价格策

略下产生的长期平均社会收益等于速率设定问题得

到的社会收益. 在这个问题中, 服务率与问题2的最优

服务率相同. 策略是价格到系统状态的映射, 可以写

成P2 := (pn : pn ∈ R,n ∈ S). 策 略 空 间 是Ψ2 =

{所有P2}. 价格P2由下式给出:

P2 : η(P2) = η(P1),其中 P2 ∈ Ψ2. (12)

3.2 主主主要要要结结结论论论(Main results)
首先, 证明了动态定价和控制问题等价于速率设

定问题和价格设定问题. 为了方便阐述证明, 本文分

别使用了更为清晰的符号来表示问题1、问题2和问

题3.

P0 : max
p,µ

η(λ(p,µ),µ),

P1 : max
λ,µ

η(λ,µ),

P2(λ,µ) : {p : η(p,µ) = η(λ,µ)}.

P0和P1的最优平均社会收益分别用η∗
P0和η∗

P1表示. 用
下述定理来描述问题P0, P1和P2三者之间的关系.

定定定理理理 1 若(λ∗,µ∗)为P1的最优解, P2(λ∗,µ∗)

的解为p∗, 那么(p∗,µ∗)也是P0的最优解并且有η∗
P0

= η∗
P1.

证证证 首先, 证明η∗
P0 = η∗

P1. 由式(2)和式(5)可知,
对于P1任意可行的策略(λ,µ), 诱导到达率λ的价格

p可由下式计算得到:

pn = F−1(1− λn/Λ)− v ·Dn. (13)

该p对于P0总是可行的, 所以η∗
P0 > η∗

P1. 另一方面, 对
于P0的任意一个可行的策略(p,µ), 其诱导的到达率

λ由式(3)给出, 该λ对于P1是可行的, η∗
P1 > η∗

P0. 因
此有η∗

P1 = η∗
P0.

其次, 证明(p∗,µ∗)是P0的最优解. 因为(λ∗,µ∗)

是P1的最优解, 有η(λ∗,µ∗) = η∗
P1. 由于p∗是P2(λ∗,

µ∗)的解, 根据P2的定义, 有η(p∗,µ∗) = η(λ∗,µ∗).
因此, η(p∗,µ∗) = η∗

P1. 由于之前已经证明了η∗
P0 =

η∗
P1. 因此从P0的定义中可知, (p∗,µ∗)是P0的最优解.

证毕.

采用基于灵敏度优化理论[104]研究问题2. 首先,
分别写出当到达率由λn变为λ′

n, 服务率由µi,n变为

µ′
i,n时, 系统的性能差分方程 [103]

η′ − η=
∑
n∈S

π′(n){(λ′
n − λn)

M∑
i=1

q0i[g(n+i)−

g(n)] + b(λ′
n)− b(λn)}. (14)

η′−η=
∑
n∈S

π′(n{
M∑
i=1

(µ′
i,n−µi,n))

M∑
j=0

qij[g(n−i,+j)− g(n)]−

[c(µ′
i,n)− c(µi,n)]}. (15)

基于性能差分方程式(14)和式(15), 可得如下定理.

定定定理理理 2 如果选择一个策略P ′
1 = (λ′

n, µ
′
i,n : λ′

n

∈ [0,Λ], µ′
i,n ∈ [0, U ], i = 1, · · · ,M,n ∈ S)使它满

足

λ′
n

M∑
i=1

q0i[g(n+i)− g(n)] + b(λ′
n) >

λn

M∑
i=1

q0i[g(n+i)− g(n)] + b(λn) (16)

和

µ′
i,n

M∑
j=0

qij[g(n−i,+j)− g(n)]− c(µ′
i,n) >

µi,n

M∑
j=0

qij[g(n−i,+j)− g(n)]− c(µi,n), (17)

i = 1, · · · ,M , ∀n ∈ S , 那么有η′ > η. 如果至少存

在一个状态n在策略P ′
1下的稳态概率为正数且不等

式(16)或(17)严格成立, 那么有η′ > η.

鉴于遍历状态的稳态分布为正数, 定理2容易从

式(14)和式(15)中得到, 在这里省略它的证明.

定定定理理理 3 策略P1 = (λn, µi,n : λn ∈ [0,Λ], µi,n

∈ [0, U ], i = 1, · · · ,M,n ∈ S)是最优的当且仅当

λn

M∑
i=1

q0i[g(n+i)− g(n)] + b(λn) >

λ′
n

M∑
i=1

q0i[g(n+i)− g(n)] + b(λ′
n) (18)

和

µi,n

M∑
j=0

qij[g(n−i,+j)− g(n)]− c(µi,n) >

µ′
i,n

M∑
j=0

qij[g(n−i,+j)− g(n)]− c(µ′
i,n), (19)

对于所有P ′
1 = (λ′

n, µ
′
i,n : λ′

n ∈ [0,Λ], µ′
i,n ∈ [0, U ],

i = 1, · · · ,M,n ∈ S) , i = 1, · · · ,M和n ∈ S .

证证证 充分条件: 如果一个策略P1 = (λ,µ)满足

式(18)和式(19), 根据定理2, 对于所有策略P ′
1 = (λ′,

µ′) ∈ Ψ1, η > η′. 因此, P1是最优的.
必要条件: 假设P1 = (λ,µ)是最优策略但是其不

满足式(18)和式(19). 因此至少存在一个策略, 记为

Ph
1 = (λh,µh), 使得式(18)或式(19)不成立. 也就是

说, 至少存在一个状态, 记为n′, 使得

λn′

M∑
i=1

q0i[g(n
′
+i)− g(n′)] + b(λn′) <

λh
n′

M∑
i=1

q0i[g(n
′
+i)− g(n′)] + b(λh

n′) (20)
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或

µi,n′

M∑
j=0

qij[g(n
′
−i,+j)− g(n′)]− c(µi,n′) <

µh
i,n′

M∑
j=0

qij[g(n
′
−i,+j)− g(n′)]− c(µh

i,n′) (21)

成立. 因此可以构造一个新策略Pd
1 = (λd,µd), 其中

λd
n′ = λh

n′ , µd
i,n′ = µh

i,n′ , 对于所有n ̸=n′, λd
n=λn,

µd
i,n = µi,n. 根据定理2, 在策略Pd下的长期平均收

益ηd > η. 这与假设P1是最优策略矛盾. 因此如果P1

是最优策略, 它需满足式(18)和式(19). 证毕.

基于定理2和定理3, 提出了寻找速率设定问题最

优策略P∗
1的策略迭代算法[103].

在得到最优的到达率λ∗
n和服务率µ∗

i,n之后, 求解

诱导出最优到达率λ∗
n的最优价格p∗n. 在最优策略P∗

1

下, 最优价格p∗n由下式给出:

p∗n = F−1(1− λ∗
n

Λ
)− v ·D∗

n, n ∈ S. (22)

为了求解逗留时间关于系统状态的条件期望D∗
n,

先计算了当系统状态是n+i时, 从服务台i开始接受服

务的顾客的逗留时间的条件期望, 其中i = 1,· · ·,M .
用Wn

i,k表示在给定状态n下在服务台i前排队等待的

第k个顾客在系统逗留时间的条件期望, 得出求解

Wn
i,k的递推算法, 具体算法可参见文献 [103]. 然后D∗

n

的值由下式给出

D∗
n =

M∑
i=1

q0i ·Wn+i

i,ni+1. (23)

在仿真实验中, 进一步研究了长期平均社会收

益、进入系统的顾客的长期平均收益以及服务机构的

长期平均利润三者随单位时间延迟成本v的变化关系.
考虑这样一个开Jackson排队网络: 服务台数M = 2,
容量N = 10, 路由概率为q01 = 0.3, q02 =0.7, q10 =
0.8, q12 = 0.2, q20 = 0.4, q21 = 0.6. 顾客的服务收益

服从在[u, ū]的均匀分布, 服务价值率函数为b(λn) =

Bλn − Cλ2
n, 其中: B = ū, C =

ū− u

2Λ
. 运营成本率

函数为 c(µi,n) =
1

2
µ2
i,n. 到达率 λn ∈[0,Λ], 服务率

µi,n ∈ [0, U ], 其中 i = 1, · · · ,M , n ∈ S . 进入系统

的顾客的长期平均收益是

rc = lim
T→∞

1

T

w T

0
λnt

·Rnt
dt =∑

n∈S
π(n) · λ(n) · (E{u|u > ũn} −

pn − v ·Dn). (24)

服务机构的利润被定义为毛收入减去系统的运营成

本. 在状态n下, 服务系统的利润率函数可以写成

Sn = λn · pn −
M∑
i=1

c(µi,n). (25)

服务机构的长期平均利润是

rs = lim
T→∞

1

T

w T

0
Snt

dt =∑
n∈S

π(n) · Sn. (26)

表1展示了不同v下的最优值r∗c , r∗s和η∗. 可以发现r∗c ,
r∗s和η∗的值随v单调减小, 并且在每一个v下, r∗c与r∗s
之和等于η∗. 因此可以得到当顾客的单位时间延迟成

本v较小时, 顾客的期望净收益不仅变大, 社会收益和

服务机构的利润也会增长. 这说明耐心等待的顾客对

服务系统的所有参与者都有好处, 因此服务机构应采

取措有效措施降低顾客延迟成本, 提供一个舒适的排

队等候环境, 提高耐心等待顾客的比例. 这也验证了

一句谚语“耐心是一种美德”(patience is a virtue).

表 1 在最优策略P∗
1下,不同v值对应的顾客平均收益

(r∗c )、服务机构的平均利润(r∗s ),和平均社会收益
(η∗), B = 10, C = 1, Λ = 4, U = 6

Table 1 Average profits of customers (r∗c ), service
provider (r∗s ), and the average social
welfare (η∗) produced by optimal policy
under different v, B = 10, C = 1,
Λ = 4, U = 6

v r∗c r∗s η∗

0.1 7.25 5.37 12.63
0.3 6.97 4.66 11.63
0.5 6.62 4.17 10.79
1.0 5.78 3.42 9.19
2.0 4.55 2.53 7.08
5.0 2.46 1.19 3.66

4 总总总结结结与与与展展展望望望(Summary and prospect)
本文将排队系统的定价控制策略分为静态定价策

略、动态定价策略和优先级定价策略进行综述, 其中

研究优先级静态和动态定价策略的文献归到第2.3节
优先级定价策略介绍. 最后还介绍了作者针对排队网

络动态定价问题的最新研究进展. 根据排队模型的复

杂度、价格是否随时间变化这两个维度, 将这篇综述

中出现的该领域代表性文献分类, 总结出表2. 从这张

表大致可以看出, 大部分研究排队系统定价策略的文

献集中在简单马尔科夫排队系统, 研究静态定价策略

的文献数量远多于研究动态定价策略的文献. 综合这

张表与之前的文献综述, 对排队系统定价控制研究做

出如下总结和展望.

顾客的行为会影响平衡点处顾客的策略和相应的

定价策略. 除了假设顾客为理性的决策者, 现有文献

考虑了更复杂的顾客行为对定价策略的影响. 譬如文

献[20]考虑了规避风险的行为: 即比起收获, 顾客在

心理上会更在意同样大小的损失, 研究了规避风险行
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为下不可观测排队系统的定价策略. 另外, 理性的决

策者需要计算平衡点处的策略. 已有研究[105]表明当

平衡点的策略需要涉及复杂计算时, 顾客在决策中采

用较为简单的评判标准, 这种行为偏离了理性行为的

假设, 被称为有界理性. 文献[106–108]研究了logit模
型下多个服务台竞争的定价问题. 此外在排队系统中,

顾客的行为不单单包括选择进入和离开服务系统, 还
有重试、转移队列、选择进入系统的时间以及当系统

条件恶化时, 排队等待的顾客选择中途离开队列等.
在这些顾客行为假设下, 顾客平衡点处的选择策略以

及定价策略与传统假设下相应策略有所不同. 研究这

些行为下服务系统的定价策略是值得研究的问题.

表 2 研究排队系统定价控制的代表性文献分类
Table 2 A classification of representative literature on pricing control for queueing systems

排队模型 静态定价策略 动态定价策略

M/M/1 [4, 10, 13–14, 18, 20, 25, 33–35, 64, 67–69, 89, 95] [40](高负荷) [1, 43–45, 56, 86]
M/M/1 多顾客类型排队

(multi-class queue) [1, 24, 28–30, 32, 71–72, 82–85, 97] [93](高负荷) [1, 48–49, 57, 60]
M/M/s [7, 87–88] [42]

M/M/s 多顾客类型排队 [22, 24] [39] [46–47]
M/M/∞ [38, 75]

M/D/1 多顾客类型排队 [58](高负荷)
M/D/s [19]
M/G/1 [8–9, 21, 66, 70, 73]

M/G/1 多顾客类型排队 [27, 79, 81] [92](高负荷)
M/G/s 多顾客类型排队 [24]

M/G/∞ [26]
G/M/1 [5, 12, 89]
G/M/s [6]
G/G/1 [16–17, 76, 90]

G/G/1 多顾客类型排队 [77]
G/G/s [10, 15, 99] [91]

G/G/∞ [91]
G/D/1 [59, 74]

G/D/1 多顾客类型排队 [59]
排队网络 [52] [51–55, 103]

扩散模型(diffusion model) [41] [63, 98]
布朗模型(Brownian model) [84]

流模型(fluid model) [61] [62]

在多个服务台竞争下的定价问题中, 服务台张贴

完成服务所需的费用, 顾客根据最大化净收益选择服

务台. 通常求解这类问题分为两步. 第1步为计算顾客

选择策略的均衡点, 即在给定服务台的价格情况下,
顾客最大化净收益的选择策略. 第2步计算服务台价

格的均衡点: 在给定其他服务台价格的情况下, 每个

服务台最大利润的价格. 在第2步中, 到达率由顾客均

衡点处的策略决定. 针对不可观测排队队列, 文献

[109]研究了服务台可以设定价格情况下的Bertrand
均衡点(价格竞争)和服务台可以选择到达率情况下的

Cournot均衡点(市场份额竞争). 文献 [110–111]和
[112] 分别考虑了顾客的延迟成本为连续分布的随机

变量和离散值情况下的竞争问题.

通常服务系统的价格与服务质量密切相关. 在排

队系统中, 与延迟相关的指标被认为与服务质量等同.
当假设顾客的策略基于服务系统的许诺送达时间

(promised delivery time, PDT) 而非实际的等待时间

时, 顾客被称为引用敏感类型(quote-sensitive)[3]. 服
务机构利用顾客的单纯来决定交付时间策略. 在考虑

有预付时间管理的文献中, 只有少数文献考虑了预计

交付时间对顾客下单策略的影响以及依赖于交付时

间的定价策略[113].

服务系统提供的延迟信息会影响顾客的决策. 在
服务系统完全可以掌握系统信息, 而顾客通过服务系

统来获取关于系统状态的信息时, 服务系统会根据自

身利益来选择向顾客透露还是隐瞒这些信息. 文献

[114]研究比较了不可观、部分可观以及完全可观测情

况下顾客的净收益和排队系统的吞吐量. 文献[115]研
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究了当顾客无法验证服务系统提供信息的真伪时, 理
性顾客的选择策略和服务系统依赖于系统状态的信

息公布策略. 文献假设顾客可以从系统提供的比较模

糊信息中推断出系统的状态. 文献 [116–117]分别研

究了服务系统在可以获取未来一段时间内顾客的到

达时间信息情况下的准入控制以及减少排队等待时

间问题. 然而排队系统信息控制的程度以及对顾客到

达信息的获取程度对定价策略的影响尚未得到

研究.

订货型生产系统是一个多顾客(产品)类型、有预

期交付时间保证的排队系统. 为了保证订货型生产系

统在既定的交付时间内完成生产, 服务系统需要综合

设计定价、调度、交付时间和必要时加快生产策略. 订
货型生产排队系统多以最大利润为优化目标, 依据当

前的工作量或者存货量定出当前状态的预期交付时

间和对应的价格, 从而控制选择各类交付时间的顾客

人数. 由于订货型生产排队系统是多顾客(产品)类型

的排队系统, 因此当系统采用动态定价和交付时间策

略时, 很难基于模型精确分析得到最优策略. 文献

[62, 98]采用扩散模型近似或者流模型等方法近似高

负荷的排队系统, 得到渐近最优的静态(或者动态)定
价和交付时间策略.

在服务多类顾客的排队系统中, 当服务原则是优

先级时, 不同类型顾客被赋予不同或者相同的优先级,
优先级的高低决定了服务顺序, 这本质上可被理解为

一种调度策略(scheduling policy). 当不同类型顾客的

到达过程和服务时间具有相似的分布函数时, 排队系

统最大社会收益的调度策略是cµ rule, 在高负荷下渐

近最优的调度策略是Gcµ rule. 当服务系统采用依赖

于状态的动态定价策略, 有效到达率随系统状态变化,
这时cµ rule不一定是最优的调度策略. 在最大利润指

标下, 最优的定价–调度策略需要更为严格的条件限

制, 文献[82, 85]和文献[84]分别给出cµ rule和Gcµ
rule是最优调度策略的成立条件.

当顾客的偏好属于私人信息, 服务系统不能通过

强制手段来掌握这些信息时, 理性的顾客以最大自身

利益为需求来选择优先级, 选择的优先级可能与真实

类型不相符. 但是服务机构设计的最优定价和调度策

略建立在顾客真实类型与优先级匹配的假设基础上,
因此服务机构还需要设计合适的机制来诱导顾客选

择与真实类型相符合的优先级. 这样的机制反映在定

价策略就是激励兼容性. 激励兼容的定价策略被用来

实现最优的优先级分配原则. 在最优社会收益指标下,
Mendelson和Whang[60]得到与cµ rule一致的激励兼容

优先级定价策略, Van Mieghem[76–77]在高负荷下得到

与Gcµ rule一致的激励兼容优先级定价策略. Afèc-
he[82]在Mendelson和Whang[60]的模型假设下得到最

大利润的激励兼容静态定价策略由ci, µi之间的关系

决定. 给出cµ rule是最优调度策略的条件. 但是对于

最大利润的动态定价–调度策略, 文献还缺乏研究. 针
对订货型生产排队系统, 文献[59, 96–97]研究了激励

兼容的静态定价-交付时间策略, 文献[58, 98]研究了

在高负荷下激励兼容的动态定价-交付时间策略.

针对马尔科夫排队模型, 理论上来说, 采用马氏决

策优化理论可以求解依赖于系统状态的最优动态定

价策略. 然而针对服务多类顾客的排队系统或者排队

网络, 系统状态为高维向量, 若优化问题非凸或者有

交付时间约束, 基于模型精确分析难以求解依赖于系

统状态的最优策略. 此外随着系统规模的增大, 最优

策略的搜索维度成指数型增长, 这是著名的维数灾问

题. 文献[42, 58, 103]通过降低行动空间的搜索维度来

降低求解最优策略的复杂度, 文献[51–53, 62–63]求解

接近最优的动态或者静态定价策略. 文献[42, 58]考虑

有限价格和服务选项的动态定价策略, 降低了行动空

间的搜索维度. 文献[103]在特定成本率和服务收益率

函数假设下, 通过性能差分方程分析得到最优策略的

结构性质, 减少了求解最优策略的计算量. 文献

[62–63]分别采用扩散模型和流模型近似高负荷模式

下的排队系统, 求解渐近最优的动态定价和调度策略.
文献[52–53]分别采用启发式算法和凸松弛的近似方

法研究静态定价策略, 用最优动态定价策略下的系统

性能表示静态定价策略下系统性能的界. 文献[51]采
用近似动态规划研究排队网络接近最优的动态定价

策略.

近年来随着滴滴打车, Uber的迅猛发展以及共享

车辆平台的普及, 出租车打车以及共享车辆系统的定

价问题成为新的研究热点. 若用排队模型描述共享车

辆平台, 需要考虑的因素有车辆在多个区域内转

移、租车司机(或者现有车辆)以及等待打车(或者等待

租车)乘客的排队行为. 这些因素使得描述共享车辆平

台的排队模型不是单个队列的简单排队模型, 而是多

个简单排队模型组合在一起构成的复杂排队系统. 排
队网络可以方便地刻画车辆在平台内部各个区域之

间转移的情况. 设计合适的定价机制使得平台运营效

率最高、调配不同区域的资源都是具有现实意义的问

题. 动态定价策略可以有效应对供给和需求之间的实

时不匹配性[54], 若以排队网络为模型研究共享车辆平

台的动态定价问题, 高维甚至非凸的优化问题为最优

动态定价策略的求解带来计算难度. 现有文献考虑的

方法有用启发式算法[52]、凸松弛的近似方法[53]研究

静态定价策略, 用最优动态定价策略的系统性能表示

在该策略下系统性能的界. 还有文献[54]采用大规模

市场极限的方法得到具有特定结构的动态定价策略.
针对共享平台的定价策略有待进一步的研究.

综上所述, 排队系统定价控制领域仍有很多问题

值得探讨和研究. 近年来, 随着新的研究方法的出现,
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排队系统定价策略的研究会有新的突破和进展.
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