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摘要:高超声速飞行器要求其伺服作动系统具有高动态高精度的特性,针对传统控制方法难以兼顾系统动态和
精度的难题,本文设计了一种近似时间最优的舵机多模位置控制策略.首先建立了以一阶惯性环节串联积分器表征
舵机输入输出特性的特征模型. 然后以相平面为分析工具,给出了其近似时间最优控制的切换区;在切换区外以快
速性为目标而采用bang-bang最优控制,在切换区内以避免振荡和超调为目标而采用bang-bang次优控制;为提高稳
态性能,在小误差时时采用线性控制.实验表明,该方法响应快速,避免了振荡和超调,很好地满足了对伺服作动系
统高动态高精度的要求.
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Abstract: Hypersonic vehicle requires its servo actuator systems have high dynamic and high precision features. Due to
conventional control methods are difficult to balance system dynamics and precision, a multi-mode position control strategy
with approximate time-optimal for actuator is designed in this paper. First, the actuator characteristic model, which is a
first order inertia link in series with integrator, is established to express its input-output feature. Then, with phase plane as
the analysis tool, the switching zone of approximate time-optimal control is given. At the outside of switching zone, the
bang-bang optimal control is applied for rapidity. And at the inside of switching zone, the bang-bang suboptimal control
is proposed to avoid oscillation and overshoot. PD control is used at the linear zone for high accuracy in steady state.
Experiments indicate that the system response under the algorithm is rapid, with almost zero oscillation and zero overshoot.
The control strategy satisfies the requirement of high dynamic and high precision on the servo actuator systems very well.
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1 引引引言言言(Introduction)
高超声速飞行器飞行速度快、动压高、舵面惯量

大、负载转矩不确定、要求伺服作动系统具有高动态

高精度的特性[1]. 随着多电技术的快速发展,以电静
液作动器(electro hydrostatic actuator, EHA)和机电作
动器(electro mechanical actuator, EMA)为主要实现方
式的功率电传(power by wire, PBW)伺服作动系统在
高超声速飞行器上逐渐得到应用[2]. 与传统的液压系
统相比, EHA在提高作动效率的同时降低了作动器重
量,但需要解决频率带宽降低的难题[3]; EMA则具有

更高的功率密度,余度技术在其上的应用也增强了可
靠性,但需要优秀控制律的保证[4]. 传统的PID控制虽
然结构简单,却很难达到舵机的性能要求. 而其他如
自适应、动态逆、滑模等经典非线性控制方法[5–8],理
论上能达到较好的控制效果,但工程实现上存在一些
难题.
时间最优控制(time optimal control, TOC)是在前

苏联数学家Pontryagin等人提出的最大值原理基础上
发展而来的一种bang-bang控制方案,其特点是控制
量都取边界值,而且不断地从一个边界值切换到另一
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个边界值,构成一种最大量的控制[9–10]. 一般情况下,
伺服系统可按简单的双积分模型表征,针对该模型,
TOC在相平面中的位移–速度偏差切换轨线为简单的
二次抛物线,文献[11–12]分别提出了连续和离散系统
的自适应近似时间最优伺服控制律(proximate time-
optimal servomechanisms, PTOS),其将TOC的切换轨
线上下平移一定的速度误差量,从而形成切换区,并
当系统处于小跟踪误差时,将时间最优控制切换为线
性控制,两者的目的是为了避免TOC在实际应用中存
在的振颤问题,增强了系统的鲁棒性,但都是以牺牲
了系统的动态性能为代价的. 以上述PTOS为基础开
展的研究工作相对较多[13–18],文献[13]提出了一种新
的增益调度方案,使得系统闭环阻尼系数可以保持在
一个预先给定值,从而通过在系统减速段和调节段预
先设置不同的阻尼,加快系统响应的同时又保证系统
超调较小. 文献[14]在PTOS的基础上添加了动态阻
尼控制,使得PTOS中的加速度折算因子可以任意趋
近1,降低了PTOS对振颤处理的保守性. 上述方法均
是为了提高系统的动态和稳态性能,但同时带来了实
现上的复杂性.

伺服作动系统在控制中一般由位置环和速度环

嵌套组成,高超声速飞行器舵机位置环带宽较高,
速度环难以满足相对于外环优良的跟踪性能,因此
不能忽略速度环动态特性,而上述控制方法均针对
双积分模型设计,无法直接应用于高超声速飞行器
舵机控制.若考虑速度环动态特性时,时间最优控
制律的设计相对复杂,现有研究工作较少,文献[19]
仅给出了基本的时间最优控制律,但并未考虑其在
实际系统中因无法准确切换带来的超调和振荡;文
献[20]全面地分析了bang-bang控制在二阶系统中
的普适应用,但相对冗杂,难以应用到伺服系统中
去.

本文针对高超声速飞行器舵机的特性,设计了
一种近似时间最优控制方法. 首先,对舵机进行特
征建模[21–22],根据系统对动态、稳态性能及带宽的

要求,采用一阶惯性环节串联积分器表征舵机的输
入输出特性. 然后,以相平面为工具,给出了其近似
时间最优控制的bang-bang控制切换区和线性控制
区,切换区的目的是为了避免振荡和超调,线性区
的目的是为了提高控制精度.实验表明,该算法动
态特性快,控制精度高,很好地满足了对伺服作动
系统高动态高精度的要求.

2 舵舵舵机机机特特特征征征模模模型型型 (Actuator characteristic mo-
del)
特征建模是将高超声速飞行器伺服作动系统的

动力学特征、工作环境及控制目标等要求相结合的

一种建模方法. 特征模型并不是对象的精确数学模
型,其与传统动力学建模的最大区别是结合了系统
控制的性能要求,因此易于控制器设计,工程实现
方便.特征建模主要根据控制量与要求输出变量之
间的特征关系,由特征变量与特征参量组成特征模
型,在相同输入控制作用下,与实际对象相比,特征
模型的动态输出能保持在允许的误差范围内,且稳
态输出相等[22–24].
包含速度环和位置环的舵回路闭环框图如图1

所示. 动力学模型中: Ar(s)为舵机位置参考输入,
A(s)为舵机位置; ωr(s)为舵机给定转速, ω(s)为舵
机转速; U(s)为给定电压, Tf(s)为负载力矩; Gp(s)

和Gω(s)分别为广义的位置环和速度环控制器. L和
R分别为电机电枢电路的电感和电阻, J为电机及其
负载的转动惯量, Cm为电机转矩系数, Ce为反电势

系数, i为减速器的减速比.高超声速飞行器伺服作
动系统要求控制性能达到高动态和高精度的特点,
这就对系统位置环的动态响应和带宽提出了较高要

求,位置闭环的动力学特性可用二阶系统描述,如
式(1)所示:

A(s) =
ωn

2

s2 + 2ζωns+ ωn
2
Ar(s). (1)

图 1 舵机动力学模型及特征模型原理框图
Fig. 1 Dynamical model and characteristic model of Actuator
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根据式(1),对包含速度环控制器的舵系统进行特
征建模,其可等价为由一个一阶惯性环节串联积分器
组成的连续时间特征模型,如图1所示,由舵机给定转
速至舵机转速ω̃(s)的传递函数为一阶惯性环节,由舵
机转速ω̃(s)至舵机位置Ã(s)的传递函数为积分环节,
即

ω̃(s) =
a

s+ a
ωr(s), (2)

Ã(s) =
1

s
ω̃(s). (3)

式(2)表示的特征模型对于输入指令无差,而由于
速度环机械特性刚度较高,负载对速度输出的影响很
小,输出也基本无差,因此整个特征模型有着较高的
精度.特征参数的选取需根据高超声速飞行器舵系统
的通频带及控制目标决定,是对舵机动态特性的反应,
一般地,可取一阶惯性环节的特征参数 a = 3ωn ∼
5ωn,而速度限幅上限为饱和速率值.至此,得到了以
一阶惯性环节串联积分器表征舵机输入输出特性的

特征模型,下将建立近似时间最优控制策略,以保证
伺服作动系统所需要的高动态和高精度的要求.

3 近近近似似似时时时间间间最最最优优优控控控制制制(Proximate time-optimal
control)
由第1节建立的舵系统的特征模型,以传递函数描

述的位置环被控对象为

G(s) =
a

s(s+ a)
. (4)

将其转化到状态空间下表示,其相应的时间最优
控制问题描述如下:

min
u

J =
w tf

0
dt,

s.t.


ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = −ax2(t) + au(t),

x(0) = x0, x(tf) = 0, |u| 6 ωm,

(5)

式中: u即为舵机的参考转速ωr,设舵机最大转速为
ωm,则有|u(t)| = |ωr(t)| 6 ωm. 对于调节系统, x1(t)

= A(t)为舵机位置, x2(t) = ω(t)为舵机转速;对于
跟踪系统, x1(t) = e(t)= A(t)−Ar(t)为舵机位置偏

差量, x2(t) = ė(t)为位置偏差的导数. 时间最优控制
的目标为通过寻找控制律u(t),使得系统从初态x0调

整到零点的时间最短. 式(5)对应的Hamilton函数为

H(x(t), u(t), λ(t), t) =

1 + λ1(t)x2(t) + λ2(t)(−ax2(t) + au(t)), (6)

则协态方程

λ̇(t) = −∂H

∂x
⇒

{
λ̇1(t) = 0,

λ̇2(t) = −λ1(t) + aλ2(t).

(7)

解该微分方程,有

λ1(t) = C1,

λ2(t) = C2e
at +

C1

a
,

(8)

其中C1, C2均为常量,由最大值原理,要使H全局最

小,控制量取值为
1⃝ 当λ2(t) > 0时,取u(t) = −ωm;
2⃝ 当λ2(t) < 0时,取u(t) = ωm.
下分析当控制量按上述两种情况取值时系统状态

的变化,进而建立时间最优控制的切换轨线及切换区.

3.1 切切切换换换轨轨轨线线线求求求解解解 (Switching trajectory acquisi-
tion)
当u(t) = ωm时,式(5)所示系统方程为

ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = −ax2(t) + aωm,

x1(0) = x10, x2(0) = x20.

(9)

解式(9)得x1(t) = x10 + ωmt+
1

a
(x20 − ωm)(1− e−at),

x2(t) = x20e
−at + ωm(1− e−at).

(10)
式(10)中,消去时间量t,则有

ax1 + x2 + ωm ln
x2 − ωm

C3

= aC4 + ωm, (11)

其中:
C3 = x20 − ωm, C4 = x10 +

x20

a
− ωm

a
.

式(11)表示一曲线族,其意义为系统中任一状态
在控制量u(t) = ωm作用下,都将按该曲线族运动.其
中时间最优控制的切换轨线是通过原点的那一条曲

线,将原点代入式(11),则有

ωm ln
−ωm

C3

= aC4 + ωm. (12)

再将式(12)等式关系代入式(11),则得到了一条切换
轨线为

l1 : ax1 + x2 + ωm ln(1− x2

ωm

) = 0. (13)

取式(13)中x2 < 0的部分(如图2),其表明的意义是该
切换轨线l1上的任何一状态(x1, x2)都可以在正最大

控制量ωm的作用下到达原点.

图 2 时间最优控制切换轨线

Fig. 2 Switching curve of time optimal control



第 4期 杨赟杰等: 近似时间最优的舵机多模位置控制策略 471

同上求解过程,当u(t) = −ωm时,可得其状态运
动的曲线族(14)和切换轨线(15)如下:

ax1 + x2 − ωm ln
x2 + ωm

C ′
3

= aC ′
4 − ωm, (14)

l2 : ax1 + x2 − ωm ln(1 +
x2

ωm

) = 0, (15)

其中:

C ′
3 = x20 + ωm, C

′
4 = x10 +

x20

a
+

ωm

a
.

取式(15)中x2 > 0的部分(如图2),其表明的意义是切
换轨线l2上的任何一状态(x1, x2)都可以在负最大控

制量−ωm的作用下到达原点.

在实际系统中,需考虑舵系统的速度饱和特性. 如
图3,对l1−o−l2构成的切换轨线,式(5)所对应的时间
最优控制律如下:

1⃝ 当系统状态点(x1, x2)在切换轨线下方时,取
控制量u(t) = ωm,系统将按式(11)所示曲线族运动,
其中将舵机转速限幅为ωm;

2⃝ 当系统状态点(x1, x2)在切换轨线上方时,取
控制量u(t)=−ωm,系统将按式(14)所示曲线族运动,
其中将舵机转速限幅为−ωm;

3⃝ 当系统状态点(x1, x2)在切换轨线l1上,控制
量u(t) = ωm;当系统状态点(x1, x2)在在切换轨线l2
上,控制量u(t) = −ωm.

图 3 考虑速度限幅的时间最优控制律示意图

Fig. 3 Time optimal control with speed saturation

3.2 切切切换换换区区区和和和线线线性性性区区区设设设计计计 (Switching and linear
zone design)
时间最优控制律应用到实际系统中时,由于离散

化的采样周期和测量精度等限制,使得系统很难在切
换轨线上准确切换和在原点准确停留,从而引起振荡
和超调,导致系统控制精度下降. 为解决该问题,针对
一阶惯性环节串联积分器的舵机特征模型,本文设计
了近似时间最优(proximate time-optimal, PTO)控制
算法,即: 将切换轨线拓宽为切换区,在切换区内综合
系统状态点(x1, x2)的位置和系统运动轨线解算出能

让其到达原点的控制量;并当位置量x1小于一定阈值

时,系统切换为线性控制.切换区保证了系统的快速
性,同时避免了振荡和超调;线性区则保证了系统在
原点的准确停留,提高了控制精度.

如图4, l1, l2即为式(13)(15)表示的切换轨线,切换
区由l1与l∗1围成的区域和l2与l∗2围成的区域组成(图中
深灰色所示),线性区为|x1| < d部分(图中浅灰色所
示). 切换区下边界l∗1的确定规则是:

求解切换区控制量下界u = ω0,使得对

l∗1 : ax1 + x2 + ω0 ln(1−
x2

ω0

) = 0, (16)

当x1>d时,切换区边界l∗1上的状态点(x∗
1, x

∗
2)在u(t)

= −ωm作用下经过一个采样周期T到达状态点(x̃1,

x̃2)时仍然处于切换区另一边界l1上方,即保证在实际
系统控制中系统状态会在某一时刻停留在切换区内,
而不是直接跨越切换区. 下面建立具体方法. l∗2与之
类似,不再重复.

图 4 切换区和线性区示意图

Fig. 4 Switching zone and linear zone

由系统的状态运动规律式(10),当u(t) = −ωm时,
以(x̃1, x̃2)为终态, (x∗

1, x
∗
2)为初态,在一个采样周期T

中,有如下运动学关系: x̃1 = x∗
1 − ωmT +

1

a
(x∗

2 + ωm)(1− e−aT ),

x̃2 = x∗
2e

−aT − ωm(1− e−aT ),

(17)

则有

ax̃1 =

−(x̃2 + ωm)− aωmT + ax∗
1 + x∗

2 + ωm =

−x̃2 − aωmT − ω0 ln(1−
x2

ω0

), (18)

即得(x̃1, x̃2)关系式为

l̃1 : ax̃1 + x̃2 + ω0 ln(1−
x̃2

ω0

) = −aωmT. (19)

式(19)表示l∗1上的状态(x∗
1, x

∗
2)在u(t)=−ωm作用

下经过一个采样周期T到达的状态点构成的曲线.由
式(13)与式(19),即可确定切换区控制量下界值u =

ω0,即也得到了切换区边界l∗1 ,具体步骤如下:

Step 1 如图 5,计算 l1和 l̃1的交点(x̃10, x̃20). 将
线性区边界x̃10=d代入式(13),作变换有等价形式

ax̃10 + x̃20 + ωm ln(1− x̃20

ωm

) = 0 ⇒

ln(1− x̃20

ωm

)− (− x̃20

ωm

− ax̃10

ωm

) = 0, (20)
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此即f(y) = ln(1 + y)− (y − b0) = 0的形式,其中:
y = x̃20/ωm, b0 = ax̃10/ωm > 0. 可采用二分法求解
y,即也求得x̃20 = −ωm · y. 步骤如下:

1⃝ 确定y的取值范围[y1, y2],记y0=
y1+ y2

2
为其

等分节点,允许误差为ϵ;
2⃝ 计算f(y0), f(y1), f(y2),若f(y0)< ϵ,则取y∗

= y0,停止迭代;否则,转至 3⃝;
3⃝ 若f(y1) · f(y0) < 0,则置y2 = y0;若f(y0) ·

f(y2) < 0,则置y1 = y0;取缩减后区间的中点y0 =
y1 + y2

2
,转至 2⃝.

图 5 切换区曲线位置关系

Fig. 5 Curves of switching zone

Step 2 如图 5,确定切换区边界 l∗1 . 将交点 (x̃10,

x̃20)代入式(19),作变换有等价形式:

ax̃10 + x̃20 + ω0 ln(1−
x̃20

ω0

) = −aωmT ⇒

ln(1− x̃20

ω0

) = −(aωmT + ax̃10 + x̃20)

ω0

=

(1 +
aωmT + ax̃10

x̃20

) · (− x̃20

ω0

), (21)

此即f(z) = ln(1 + z)− k · z = 0的形式,其中: z =

−x̃20/ω0, k= 1+(aωmT+ax̃10)/x̃20 <1,与Step 1类
似,同样可利用二分法求解z,即得到了ω0=−x̃20/z,
由式(16),则确定了切换区边界l∗1 .

确定了切换区的上下边界l1与l∗1 ,对切换区内状态
(x1, x2),其控制量u(t) = ωc ∈ [ω0, ωm]满足

ax1 + x2 + ωc ln(1−
x2

ωc

) = 0. (22)

由式(22)确定控制量u(t) = ωc的数值解法与式(21)类
似,不再重复.

上述结果是针对第四象限的结果分析,对第二象
限,由图形对称性,有切换区下界l∗2:

ax1 + x2 − ω0 ln(1 +
x2

ω0

) = 0. (23)

对l2与l∗2构成的切换区内状态(x1, x2),其控制量u(t)

= −ωc ∈ [−ωm,−ω0]满足

ax1 + x2 − ωc ln(1 +
x2

ωc

) = 0. (24)

由式(24)确定控制量u(t) = −ωc的数值解法与式(21)
类似,不再重复.

线性区边界d主要根据舵机的实际线性范围确定,
即受实际系统的母线电压、逆变器容量、电机本身速

率饱和值等的影响. d的大小反应在系统响应上主要
影响系统的调节时间,由上述推导可见,过大的线性
区边界将使得切换区下边界控制量ω0减小,轨线开口
变小,从而次优控制区(切换区)增大,最优控制区减
小,导致系统调节时间增长,线性区过小会导致系统
在原点无法准确停留,从而带来超调.

3.3 控控控制制制律律律建建建立立立(Control law summary)
由第3.1节和第3.2节的推导分析,参照图4,针对一

阶惯性环节串联积分器的近似时间最优控制律如下:

1⃝ 线性区外切换区上部的状态点(x1, x2),取控
制量u(t) = −ωm;

2⃝ 线性区外切换区下部的状态点(x1, x2),取控
制量u(t) = ωm;

3⃝ 第四象限切换区内的状态点(x1, x2),由式(22)
解算控制量u(t) = ωc;

4⃝ 第二象限切换区内的状态点(x1, x2),由式(24)
解算控制量u(t) = −ωc;

5⃝ 线性区内,采用PD控制,其中比例控制对应于
系统状态x1,微分控制对应于系统状态x2.

3.4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
PTO控制主要涉及到两次切换,分别是由 bang-

bang最优控制律到次优控制律的切换和次优控制律
到线性控制律的切换.由于其切换区和线性区的建立
是主要是基于被控对象状态的运动规律,因此其切换
是一种可控的切换,稳定性得以保证,下作主要推导
分析.

以第四象限的切换为例,如图6,系统状态在最优
控制律u(t) = −ωm下经轨线l∗1切入次优控制区,记其
为(x̃1, x̃2),则其一定满足

ax̃1 + x̃2 + ω0 ln(1−
x̃2

ω0

) > −aωmT. (25)

此即系统一定会在某个采样时刻进入切换区而不是

直接穿越导致系统振荡,保证了该次切换的稳定性.
当系统进入切换区后,控制量u(t) = ωc ∈ [ω0, ωm],
状态点的运动轨线即为式(22),在相平面上表现为介
于l∗1与l1之间切换进入线性区,保证了第2次切换的稳
定性. 当系统进入线性区后,采用PD控制,其位置闭
环传递函数为

G(s) =
a(kds+ kp)

s2 + a(1 + kd)s+ akp
. (26)

显然,若1 + kd > 0, kp > 0,则保证了线性区内系统
的稳定性. 综上, PTO控制律的切换是稳定的.
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图 6 相轨迹运动示意图

Fig. 6 Sketch map of phase trajectory

4 实实实例例例仿仿仿真真真(Instance simulation)
本文以某型舵机为例,分析其输入输出特性,舵机

行程为±50mm,额定转速为±300mm/s,速度环带
宽为30Hz. 建立以一阶惯性环节串联积分器表征舵
机输入输出特性的特征模型,其特征参数 a = 30×
2π rad/s,速度限幅为±300mm/s,采样时间为2 ms.
舵机位置控制器分别采用PD, TO和PTO三种方法.

利用经典的ZN临界比例调度法整定得到的控制
器参数分别如下: PD控制中, Kp = 218, Kd = 0.75;
TO控制中,最大控制量|u|= ωm= 0.3m/s; PTO控制
中,线性区范围为|x1| 6 d = 0.5mm,线性区内采用
PD控制,其中: Kp = 383, Kd = 2.2. 下分别以阶跃
和正弦信号为例,说明PTO的优势所在.

4.1 仿仿仿真真真 1(Simulation 1)
首先输入幅值为2.5 mm的阶跃信号,其PD, TO和

PTO三种控制律的输出信号如图7所示,表1对控制器
的性能作了对比. 从图中可以看出,与TO控制相比,
本文提出的PTO控制方法消除了其振荡和超调的现
象,控制精度更高;与PD控制相比,系统超调均基本
为0,而PTO的调节时间约减少了31%,动态性能更优.

图 7 2.5 mm阶跃输入时不同控制方法下的系统响应

Fig. 7 Output responses with 2.5 mm step commanded input

表 1 控制器性能对比

PD TO PTO

调节时间/ms 20.3 12.8 14.0

超调量/% 0.6 3.0 0.6

进一步从系统的速度变化说明PTO的优势所在,
输入幅值为15 mm的阶跃信号, PD, TO和PTO三种控
制律的位置输出信号如图8所示,速度变化趋势如图9
所示,图中可以看出3种控制律作用下,速度量均受到
了饱和限幅的作用. 与TO控制相比, PTO消除了速度
振荡现象,系统速度可平滑地趋于0;与PD控制相比,
PTO制动过程更快,需要约10 ms便可从最大速度减
速到零,而PD控制则需要约26 ms之多. PTO总体性
能更优.

图 8 15 mm阶跃输入时不同控制方法下的系统响应

Fig. 8 Output responses with 15 mm step commanded input

图 9 15 mm阶跃输入时不同控制方法下的系统速度变化图

Fig. 9 Velocity responses with 15 mm step commanded input

4.2 仿仿仿真真真 2(Simulation 2)
输入幅值为2.5 mm、频率为10 Hz的正弦信号,其

PD, TO和PTO三种控制律的输出信号如图10所示. 从
图中可以看出, TO能够很好地跟踪系统参考输入,但
是存在振荡的现象; PD控制的相位延迟约为 16.6◦,
PTO控制的相位延迟约为9.4◦,减少了约43.5%,整体
表现更加优异.

图 10 正弦输入时不同控制方法下的系统响应

Fig. 10 Output responses with sine commanded input
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5 结结结论论论(Conclusions)
高超声速飞行器要求其伺服作动系统具有高动态

高精度的特性,对此本文设计了一种近似时间最优的
舵机多模位置控制策略.考虑舵机速度环动态特性,
建立了以一阶惯性环节串联积分器表征舵机输入输

出特性的特征模型,设计了该模型的近似时间最优控
制律,其将位移–速度相平面划分为切换区外、切换区
内和线性区3个部分,控制律相应地包括3种模态: 切
换区外采用bang-bang最优控制、切换区内采用bang-
bang次优控制、线性区采用PD控制.实验表明,与TO
控制相比, PTO避免了振荡和超调;与PD控制相比,
PTO调节时间更短,响应更快,总体很好地满足了对
伺服作动系统高动态高精度的要求.
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