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摘要:多智能体分布式一致性算法一般需要获得相对状态差值xi − xj ,本文针对无法得到智能体间相对状态差
值的情况,提出一种基于智能体分组,通过组间信息交换来达到智能体状态一致的算法. 本文仅讨论离散情况下智
能体被随机划分为两组和多组的情况. 当存在两个随机分组时,每个智能体都进行状态更新,且更新量为组间的状
态差值.此时,系统达到期望一致的充要条件为所给出的状态更新参数应大于1. 当存在多个随机分组时,仅通过
Gossip算法选中的两组智能体以这两组间的状态差值进行状态更新. 在这种情况下,系统达到期望一致的充分条件
为各分组概率相等,且状态更新参数大于1. 最后通过计算机仿真验证了结论的正确性.
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Abstract: Distributed multi-agent consensus algorithms generally require a relative state xi − xj . This paper presents a
novel distributed scheme to solve the consensus problem if no such inter-agent relative state is available. The new scheme
allows the agents divided into two or more groups, and then uses the relative group representative state as control variable.
When two groups are considered, each agent updates its own state based on the relative group representative state, and the
system achieves consensus in mean if and only if a weighting parameter is greater than 1. When three or more groups
are introduced, only two groups using Gossip algorithm are chosen to update the agents states inside based on the relative
group representative state. Then consensus in mean can be realized if the partition probability for each group is equivalent,
and also the weighting parameter is greater than 1. Numerical simulations are provided to demonstrate the validity of our
results.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,随着机器人技术、互联网技术、传感和通

讯技术的发展,多智能体系统 (multi-agent systems,
MAS)逐渐成为当今自动控制领域一个重要的研究方
向,并对社会生产和生活起到巨大的影响.一致性问

题是分布式多智能体研究中最基本的一个问题,也是
最为典型、应用最为广泛的问题.一致性可以理解为
群体中的成员通过与其他成员的信息交流及共同约

定的简单相互作用,使群体达到一种共同的状态或者
意向.该研究被广泛应用在分布式能源系统[1]、分布
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式平行计算 [2]、队形控制[3]、小世界网络、传感器网

络估计[4]及聚合控制等各种应用当中.
一致性问题的研究起源于20世纪80年代[5–6],而

该问题直到21世纪初才由Olfati-Saber和Jadbabaie等
人[7–8]从理论的角度给出分析和证明. 在绝大多数研
究中,智能体之间通过局部的通信来交换彼此的状态
信息,从而更新自身的状态量. 因此,早期的研究主要
集中在探索怎样的拓扑结构才能保证系统的收敛以

及提升收敛速度.大量的文献表明,对固定结构拓扑
系统,其收敛的条件为系统的强连通性;对于变结构
拓扑系统,其收敛的条件为在每个有限的时间段内系
统都为强连通.此后该领域得到快速发展,并吸引了
大量研究者的关注,分别在高阶系统[9]、非线性系统、

量化[10]、存在时延[11]、通信噪音、网络丢包等方面进

行了深入研究.
然而,在一致性问题的一些实际应用中,既无法估

计出各智能体的绝对状态量,也无法得到智能体间相
对的状态差值.在这类应用中,上述所提的一致性算
法便不再适用. 例如,在多天线协同发射信号的过程
中,状态量(每个发射信号的相位)以及智能体间相对
的状态差值(两个发射信号之间的相位差)均无法获
取. 然而通过一些辅助手段,可以利用一个接收器来
获得两个小组内所有发射天线之间的相位差并反馈

回发射端以调节发射端的控制输入,从而达到波束形
成[12]. 再例如,在PageRank算法中通过赋予每个网页
一个权重值来表征该网页的重要性大小,而该权重值
可以通过分布式随机算法得到. 由于网络节点数量的
巨大从而不能保证节点间的强连通通讯,于是将节点
进行分组并通过组间的通讯可以大大减少系统的运

算量[2].
本文讨论离散情况下,无智能体间相对状态差值

的分布式一致性问题.每次迭代时,各智能体都以一
定概率被划分为两组或多组,且同一组内的智能体具
有相同的控制输入. 为了分析的简单,假设每个组的
状态均为组内所有智能体状态的凸组合,且满足一定
的联合分布要求. 本文给出结论,对于划分为两组或
多组的情况系统均可达到期望一致.当仅有两个随机
分组时,每个智能体都以这两组间的状态差值进行状
态更新,从而该系统达到期望一致的充要条件为所给
出的状态更新参数大于1. 当存在多个随机分组时,每
次迭代通过Gossip算法随机选取两个更新组并得到这
两组间的状态差值,对组内智能体进行状态更新. 当
分组概率相等,且状态更新参数大于1时,该系统也达
到期望一致.
据作者所知,在已有的一致性问题研究当中有考

虑分组的情况[13–15],然而依旧是利用智能体间的状态
差值来进行状态更新,并无考虑组间的状态差. 另外,
本文所提出的控制策略中允许负权重的存在,从而无
法借用随机矩阵已有的经典结论[8, 16],也增加了论证

的难度.本文可以作为一致性问题的一个新的分支进
行研究和讨论.
本文中: R|∗|表示∗维矢量, ∗为1时表示标量; i, j

指代智能体, h, l, r表示分组, E[·]为期望.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
设G = (V, E ,W )为一个由n个节点有向网络构

成的加权图,其中: V = {v1, · · · , vn}为该图n个节点

的集合,它的边集E ⊆ V × V ;邻接矩阵W = [wij],
其中矩阵元素wij表示节点i到节点j的连接权重. 如
果节点i可以得到节点j的信息则wij ̸=0,否则wij=0.
考虑n个智能体的离散时间模型

xi(k + 1) = xi(k) + ui(k), i = 1, · · · , n, (1)

其中xi(k)∈R和ui(k)∈ R分别表示智能体i的状态量

和控制输入量. n个智能体的初始状态为 x(0) =

[x1(0) · · · xn(0)]
T.

本文假设智能体间无信息交换,从而无法得到智
能体间的状态差值xi − xj . 于是通过将智能体随机划
分为m(6 n)组,并将组间的状态差值作为控制变量
来进行智能体状态更新. 在k时刻,每个智能体i都以

一定概率q
(h)
i (k)(>0)被划分到组Gh(k)中,且各组所

对应的智能体数目分别为|Gh(k)|,
m∑

h=1

|Gh(k)| = n,
m∑

h=1

q
(h)
i (k) =1. 可以看出,当m=n时,系统就退化为

一般的多智能体一致性问题.

现在给出每个组状态信息的定义,该状态为满足
一定联合分布的组内所有智能体状态的凸组合.

定定定义义义 1 令fGh(k) : R|Gh(k)| → R表示组Gh中所

有智能体状态的凸组合,即

fGh(k) =
∑

i∈Gh(k)

a
(h)
i (k)xi(k), (2)

其中a
(h)
i (k)为非负随机系数,满足

∑
i∈Gh(k)

a
(h)
i (k)=1.

另外,本文要求

E[fGh(k)] = Ave(Gh(k)),

E[f2
Gh(k)

] = Ave2(Gh(k)),

即k时刻Gh中智能体状态的平均值, h = 1, · · · ,m.

注注注 1 当仅考虑a
(h)
i (k)为随机系数时,由于多随机变

量的联合分布及其非独立性,证明较为复杂.为了简化分析,本

文对系数a
(h)
i (k)及其所构成的凸组合进行严格限制.

注注注 2 a
(h)
i (k) =

1

|Gh(k)|
为一种满足定义的系数条件.

为了使用方便,本文以后统称fGh(k)为组Gh的状

态, fGh(k)−fGl(k)为Gh和Gl两组之间的状态差值, h,
l = 1, · · · ,m.

定定定义义义 2 期望一致[17]. 如果对任意的初始状态
x(0),都有
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lim
k→∞

E[xi(k)− xj(k)] = 0, (3)

i, j = 1, · · · , n,称系统达到期望一致.

3 划划划分分分组组组m = 2(Partition number m = 2)
这一节考虑智能体仅被划分为两组的情况,每个

智能体都基于组间的状态差值fG1(k) − fG2(k)进行状

态更新. 给出控制策略为当 |G1(k)||G2(k)| = 0时,
ui(k) = 0,否则

ui(k) =

{
(fG2(k) − fG1(k))/γ, 当i ∈ G1(k),

(fG1(k) − fG2(k))/γ, 当i ∈ G2(k),

(4)

其中γ > 0为状态更新参数.

根据上述控制策略,整个系统可以写作

x(k + 1) = x(k) +W (k)x(k). (5)

如果|G1(k)||G2(k)|= 0, W (k)=0;否则W (k)的第

ij个输入为

wij(k) =


−a

(1)
j (k)/γ, i ∈ G1(k), j ∈ G1(k),

a
(2)
j (k)/γ, i ∈ G1(k), j ∈ G2(k),

a
(1)
j (k)/γ, i ∈ G2(k), j ∈ G1(k),

−a
(2)
j (k)/γ, i ∈ G2(k), j ∈ G2(k).

注注注 3 wij中,下标j决定数值的大小,而i仅影响数值

的符号.下同.

下面给出本文的第1个主要结论:

定定定理理理 1 当智能体被随机划分为两组时,通过控
制策略(4),系统(1)达到期望一致的充要条件为γ> 1.

为证明该定理,首先给出下列正定函数:

V (x) =
1

2

∑
i ̸=j

(xi − xj)
2.

由上可知该函数非负,当且仅当对所有i和j, xi = xj

时其值为零. 另外,当|G1(k)||G2(k)| = 0时,

V (x(k + 1)) = V (x(k)).

当|G1(k)||G2(k)| ̸= 0时,

V (x(k + 1)) =∑
i∈G1(k),j∈G2(k)

(xi(k)− xj(k) +

2(fG2(k) − fG1(k))

γ
)2 +

1

2

∑
i1,i2∈G1(k)

(xi1(k)− xi2(k))
2 +

1

2

∑
j1,j2∈G2(k)

((xj1(k)− xj2(k))
2.

由

E[fGj(k)] = Ave(Gj(k)),

E[f2
Gj(k)

] = Ave2(Gj(k)), j = 1, 2,

可得

V (x(k + 1))− V (x(k)) =

4

γ
(fG2(k) − fG1(k))[

|G1(k)||G2(k)|
γ

·

(fG2(k) − fG1(k)) +∑
i∈G1(k),j∈G2(k)

(xi(k)− xj(k))] =

4

γ
(fG2(k) − fG1(k))[

|G1(k)||G2(k)|
γ

·

(fG2(k) − fG1(k)) +

|G1(k)||G2(k)|(Ave(G2(k))−Ave(G1(k)))],

以及

E[V (x(k + 1))− V (x(k))] =

4|G1(k)||G2(k)|
γ2

(Ave(G2(k))−

Ave(G1(k)))
2(1− γ). (6)

由此可知,式(6)的符号取决于γ是否大于1. 具体证明
过程详见附录.

注注注 4 对于不同的智能体i和j,其分组概率qi与qj可以

不同;对于同一智能体i,其不同时刻的分组概率也可能不一

样.

4 多多多个个个分分分组组组(Multiple group)
这一节考虑多个分组情况下的一致性问题.在k时

刻,每个智能体通过一定概率被划分到m(> 3)组中,
且仅通过Gossip算法选取的组Gh(k)和Gl(k)内智能

体进行状态更新,其余智能体状态保持不变.则其控
制策略为当|Gh(k)||Gl(k)| = 0时, ui(k) = 0,否则

ui(k) =


(fGl

(k)− fGh
(k))/γ, i ∈ Gh(k),

(fGh
(k)− fGl

(k))/γ, i ∈ Gl(k),

0, 其他.

(7)

类似于上一节两个分组情况的分析,可以得到控
制系统

x(k + 1) = x(k) +W (k)x(k). (8)

如果|Gh(k)||Gl(k)|=0, W (k)=0;否则W (k)的第

ij个输入为

wij(k) =

−a
(h)
j (k)/γ, i ∈ Gh(k), j ∈ Gh(k),

a
(l)
j (k)/γ, i ∈ Gh(k), j ∈ Gl(k),

a
(h)
j (k)/γ, i ∈ Gl(k), j ∈ Gh(k),

−a
(l)
j (k)/γ, i ∈ Gl(k), j ∈ Gl(k),

0, 其他.

通过若干步数学运算,可以得到
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V (x(k + 1)) =∑
i∈Gh(k),j∈Gl(k)

(xi(k)− xj(k)+

2(fGl(k) − fGh(k))

γ
)2+

1

2

∑
i1,i2∈Gh(k) orGl(k)orGr(k)

(xi1(k)− xi2(k))
2+∑

j1∈Gh(k),j2∈Gr(k)

((xj1(k)− xj2(k)+

fGl(k) − fGh(k)

γ
)2+∑

j1∈Gl(k),j2∈Gr(k)

((xj1(k)− xj2(k)+

fGh(k) − fGl(k)

γ
)2,

以及

E[V (x(k + 1))− V (x(k))] =

4|Gh(k)||Gl(k)|
γ2

(Ave(Gl(k))−

Ave(Gh(k)))
2(1− γ)+

|Gr(k)|(Ave(Gl(k))−Ave(Gh(k)))

γ2
·

{(|Gh(k)|+|Gl(k)|)(Ave(Gl(k))−Ave(Gh(k)))+

2γ(|Gh(k)|Ave(Gh(k))− |Gh(k)|Ave(Gr(k))−
|Gl(k)|Ave(Gl(k)) + |Gl(k)|Ave(Gr(k)))}, (9)

其中: Gr 表示既不属于组 Gh 又不属于组 Gl.
Ave(Gr(k))为除在组Gh(k)和Gl(k)之外所有智能体

的均值,那么|Gr(k)| = n− |Gh(k)| − |Gl(k)|.
当每个智能体划分到各组的概率相等,即

E[|Gh(k)|] = E[|Gl(k)|],

那么等式(9)可以写作

E[V (x(k + 1))− V (x(k))] =

2|Gh(k)||Gr(k)|+ 4|Gh(k)|2

γ2
·

(Ave(Gh(k))−Ave(Gl(k)))
2(1− γ). (10)

定定定理理理 2 当智能体被随机划分为m(>3)组时,通
过Gossip算法进行选组并利用(7)进行控制.若各分组
概率相等,且γ > 1,则系统(1)达到期望一致.

具体证明过程详见附录.

5 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation)
本节分别对定理1和定理2进行仿真实验,以验证

所得结论的正确性. 考虑智能体数目n = 40,每个智
能体的初始状态都为 1到 1000之间的随机数. 采用

V (x) =
1

2

∑
i ̸=j

(xi − xj)
2作为系统收敛与否的指标函

数.

实实实验验验 1 令各智能体每个时刻划分到组G1的概率

为0.6. 具有不同状态更新参数γ的仿真结果如图1和
图2所示. 从仿真结果可以看出,系统在γ= 1.3> 1时

指标函数由2.5× 108经2000次迭代逐渐收敛到27.7,
而在γ = 0.8 <1时发散.从而再次验证了系统收敛的
充要条件为γ > 1.

图 1 系统状态收敛(γ = 1.3 > 1)

Fig. 1 Convergence of the system (γ = 1.3 > 1)

图 2 系统状态发散(γ = 0.8 < 1)

Fig. 2 Divergence of the system (γ = 0.8 < 1)

实实实验验验 2 令各智能体每个时刻划分到组G1的概率

都为一个0到1之间的随机数. 当状态更新参数γ=1.3

> 1时系统的仿真结果如图3所示. 可以得到,当分组
数目为2时系统的收敛性与分组概率无关.

图 3 系统状态收敛(γ = 1.3 > 1)

Fig. 3 Convergence of the system (γ = 1.3 > 1)

实实实验验验 3 取分组数目m =6, γ =1.3 >1,各组分
配概率均为1/6. 那么每个时刻各组划分到的智能体期
望数目一样,满足定理2的条件.指标函数由2.2×108

经3000次迭代逐渐收敛到18.7,系统最终达到均值一
致,如图4.
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图 4 系统状态收敛γ = 1.3 > 1)

Fig. 4 Convergence of the system (γ = 1.3 > 1)

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了基于智能体分组信息的一致性问题.

传统的一致性算法需要通过各智能体间的状态差值

xi − xj来进行状态更新. 当该信息无法得到时,本文
通过对智能体进行随机分组,采取组间的状态差值作
为变量进行控制.针对随机划分为两组和多组的情况,
本文分别给出系统达到期望一致的充要条件和充分

条件.最后,通过对多智能体系统的一致性问题进行
数值仿真,验证了所得结论的正确性.
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附附附录录录 定定定理理理证证证明明明(Appendix Proof of theorem)

由于定理1和定理2具有相似的充分性证明思路,这里仅
给出多分组情况下的充分性证明. 此外,还给出划分组为2
时的必要性证明.
充充充分分分性性性证证证明明明. 令γ>1. 当|Gh(k)||Gl(k)|=0时, V (x(k

+ 1)) = V (x(k));当|Gh(k)||Gl(k)| ̸= 0时,由式(10)可知

E[V (x(k + 1))] 6 E[V (x(k))] 6 E[V (x(0))] < ∞.

由于分组概率q
(h)
i (k)> 0,不会永远维持|Gh(k)||Gl(k)|= 0.

于是, lim
k→∞

E[V (x(k))]存在极限c,并且

lim
k→∞

E[V (x(k + 1))− V (x(k))] = 0. (A1)

综合考虑式(10)–(A1),可得对∀l, h,

lim
k→∞

(Ave(Gh(k))−Ave(Gl(k))) = 0. (A2)

对任意智能体i,

lim
k→∞

(E[xi(k + 1)]− E[xi(k)]) =

lim
k→∞

E[ui(k)] = 0.

E[xi(k)]存在有界极限x̄i,或发散到无穷, i = 1, · · · , n.
1) 既存在有界极限,又有无穷极限;或同时存在正负极

限.不妨令xi和xj具有不同极限类型,则

lim
k→∞

E[(xi(k)− xj(k))
2] = ∞,

lim
k→∞

E[V (x(k))] =
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lim
k→∞

E[
1

2

∑
i ̸=j

(xi(k)− xj(k))
2] = ∞.

这与上述已知 lim
k→∞

E[V (x(k))]存在有界极限c矛盾.

2) 仅存在正(负)无穷极限.假设系统未达到期望一致,
那么可以得到 lim

k→∞
E[V (x(k))]= c> 0. 这就意味着对于任

意足够大的K,针对k > K,总存在智能体ik和jk,

∥E[xik (k)− xjk(k)]∥ >

√
2c

n(n− 1)
.

由于每个智能体i均以一定概率分组,那么在任意时刻K

之后,总会发生Gl中所有数据均比Gh大的分组(或都比Gh

小). 此时,

∥Ave(Gh(k))−Ave(Gl(k))∥ >

√
2c

n(n− 1)
/n.

这与之前得到的结论 lim
k→∞

(Ave(Gh(k))−Ave(Gl(k))) = 0

矛盾.
3) 只存在有界极限.通过反证法,假设系统未达到期望

一致,那么必存在至少两个智能体,其期望值的极限并不相
等. 不妨设· · · > x̄i > x̄j > · · · ,且x̄i − x̄j = δ > 0. 令集合I

= {i1 : x̄i1 > x̄i}, J = {i2 : x̄i > x̄i2},从而I和J均非空.
由极限的定义可知,对于δ/4 > 0,存在K > 0,对于任意

k > K, ∥E[x(k)]− x̄∥ < δ/4. 于是,有

∥E[xi(k)]|i∈I − E[xj(k)]|j∈J∥ >

x̄i|i∈I − x̄j |j∈J − δ

2
> δ

2
> 0. (A3)

另一方面,由于每个智能体均以一定概率分组,那么在任意时
刻K之后,总会发生Gh ∈ I, Gl ∈ J的分组(分组为2时为G1

= I, G2 = J). 此时,由式(A3)可以得到

∥Ave(Gh(k))−Ave(Gl(k))∥ > δ

2
.

这与之前得到的结论 lim
k→∞

(Ave(Gh(k))−Ave(Gl(k))) = 0

矛盾. 于是,系统达到期望一致.

分分分组组组为为为2时时时的的的必必必要要要性性性证证证明明明. 假设γ 6 1,根据式(6),对任
意的xi(0) ̸= xj(0)都有

E[V (x(k))] > E[V (x(0))] > 0.

然而当系统期望一致时,根据V (x(k))的定义, E[V (x(k))]收

敛到零,这与假设条件矛盾,于是假设不成立.
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