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摘要: 本文基于均方差准则研究了Heston模型中确定缴费型养老金(defined contribution, DC)计划的最优投资策
略.假定养老金计划可投资于一种无风险资产和一种风险资产(股票),风险资产的价格服从收益率和波动率均为随
机的Heston模型. 此外,为了保护在基金积累阶段意外死亡的投保人的利益,假定保费可退回(给其继承人). 本文在
博弈论框架下给出了相应的HJB方程系统,并通过求解相应的HJB方程系统,得到了最优“时间一致”均衡投资策
略以及均衡有效前沿的解析式. 据我们所知,这是首次在具有保费退回的情形中研究Heston模型中DC计划的均方
差均衡投资问题.文章最后分析了最优均衡投资策略和有效前沿的相关性质.
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with the return of premiums clauses under Heston model
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Abstract: In this paper, we study the optimal investment problem for the defined contribution (DC) pension plans under
the mean-variance criterion. The financial market consists of a risk-free asset and a risky asset with Heston’s stochastic
volatility (SV). Furthermore, it is assumed that the pension plans have return of premium clauses to protect the rights of the
plan members who die during the accumulation phase. By applying a game theoretic framework and solving the extended
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) systems, we derive the explicit expressions of the time-consistent equilibrium strategies,
and also the equilibrium efficient frontier. As far as we known, it is the first time to study the equilibrium strategy for DC
plans under the Heston’s SV model, in which the return of premiums clauses is considered. In the end, some properties of
the efficient strategy and the efficient frontier are presented for our results.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着人口老龄化的进一步加剧,基本养老保险基

金的支付压力将会越来越大.因此对于已经实现积累
的养老基金进行有效的投资运营以实现保值增值,以
便应对未来的支付危机是很有必要的. 目前,养老金
管理已成为保险精算和金融数学学科的前沿热点课

题之一.养老金计划主要有两种方式,确定收益型养
老金(defined benefit, DB)计划和确定缴费型养老金

(defined contribution, DC)计划. DB计划提前确定退
休给付金额,参加者的缴费金额为了能够达到退休时
确定给付的金额会随实际情况而变动,风险由养老金
发起者承担. DC计划预先确定缴费水平,未来的退休
给付依赖于积累期间的投资收益,投资回报率的风险
由参与者自己承担. 由于人口老龄化日益严重, DC计
划在一定程度上缓解了公共金融系统的压力,因此近
年来DB计划越来越多地被DC计划所代替.
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近年来有大量的文献对DC养老金计划的最优投
资问题进行了研究[1–10],然而这些文献大多以收益率
和波动率均为常数的几何布朗运动(geometric Brown-
ian motion, GBM)刻画风险资产价格过程. Xiao et
al.[11]和Gao[12–13]以最大化终端财富期望效用为目标,
在股价波动率为随机的不变方差弹性(constant elasti-
city of variance, CEV)模型中研究了DC养老金计划的
最优投资问题.而在实际的股票市场,由于许多不确
定事件会对股票的收益和方差产生很大的影响,有大
量的实证研究也表明股票的收益和方差都是随机的.
因此为了更符合实际,本文假设风险资产价格过程服
从收益率和波动率均为随机的Heston模型. 该模型被
广泛应用于金融衍生资产的定价问题(Sepp[14]和

Deelstra and Rayée[15])与再保险领域(Li et al.[16]和Yi
et al.[17]),而对于DC养老金计划,林祥和杨益菲[18]和

Guan and Liang[19]基于终端财富期望效用准则研究

了Heston模型中的最优投资问题.

以上大多数文献均是以终端时刻财富的期望效用

最大化为目标,不过以效用最大化为目标求得的最优
投资策略通常是短视的,同时在实际操作过程中,很
难针对不同的投资人挑选合适的效用函数,更难了解
投资人如何通过风险和收益的权衡来做投资决策. 然
而,以同时权衡收益和风险的均方差为目标可以克服
以效用最大化为目标存在的缺陷.与效用最大化问题
相比,均方差问题的研究明显有一段时期的滞后. 这
是因为直到近些年来Li and Ng[20]与Zhou and Li[21]

做出突破性贡献,利用嵌入技术将均方差双目标问题
转化为随机线性二次(linear quadratic, LQ)控制问题,
并利用Ricatti方法才解决了离散时间多周期和连续时
间框架下的均方差投资问题.近年来也有部分学者在
均方差准则下研究了DC计划的最优投资问题.如,
Højgaard and Vigna[5]在GBM模型中研究了DC计划
的均方差最优投资问题: Vigna[22]将均方差有效性与

效用准则进行了比较,得到CRRA与CARA最优投资
策略均不是均方差有效策略: Yao et al.[23]基于均方差

准则研究了具有通胀风险时的DC计划投资问题:
Guan and Liang[24]在均值回复股价模型中研究了具有

随机利率风险的DC计划均方差投资问题.

然而,以上文献中所得到的均方差最优投资策略
均为“时间不一致”策略,具体地说,由于均方差目标
下Bellman最优性准则不成立,随着时间的推移,初始
时刻的最优策略不再是之后的最优策略.对于一个理
性的决策者来说,“时间一致”是非常重要的,因此越
来越多的学者开始研究“时间不一致”问题的“时间

一致”(或均衡)最优投资策略,比如Basak and Chab-
akauri[25], Wang and Forth[26]. 而对于DC养老金计划
的均方差“时间一致”策略, He and Liang[8]在GBM
模型中研究了具有保费退回情形的最优投资问题, Wu

et al.[27]在具有通胀和随机薪金的模型中讨论了DC计
划的最优投资.

此外,为了保护基金积累阶段意外死亡的投保人
的利益, DC计划中可以考虑死亡者在其身故后可以
收回其缴纳的保费(给其继承人),差额在生存者之间
平均分配. 这意味着投保人需承受死亡所带来的风险.
考虑有保费退回的文献有Blake et al.[28], Milevsky and
Robinson[29]以及He and Liang[8]. 其中Blake et al.[28]

和Milevsky and Robinson (2000)在离散时间模型中研
究了具有保费退回的DC计划投资问题, He and Lia-
ng[8]在均方差目标下探讨了GBM模型中具有保费退
回的DC计划均衡投资策略.

基于上述分析,对于DC计划的均方差“时间一
致”最优投资问题,目前还没有文献同时考虑保费退
回和股价的随机收益率、随机波动率风险. 因此本文
将He and Liang[8]中的GBM模型推广到股价收益率
和波动率均为随机的Heston模型,研究DC计划中具
有保费退回情形的均方差“时间一致”最优投资问

题,利用Björk and Murgoci[30] 中的博弈论方法,并通
过求解相应的HJB方程系统,得到了DC计划的最优均
衡投资策略及均衡有效前沿.

本文结构安排如下: 第2节给出了金融市场模型、
养老金财富过程并提出了DC计划投资的随机最优控
制问题,第3节利用Björk and Murgoci[30]中的博弈论

方法以及随机最优控制理论得到了DC计划最优均衡
投资策略及均衡有效前沿的显性解: 最后一节分析了
最优投资策略及有效前沿的相关性质.

2 模模模型型型(Model)
设(Ω,F, {Ft}t>0,P)是一带过滤的完备的概率空

间,其中Ft表示t时刻前市场中包含的信息.本文假设
以下定义的所有随机过程都是{Ft}t>0适应的.

2.1 金金金融融融市市市场场场(Financial market)
本文假设养老金计划可投资于一种无风险资产

(债券)和一种风险资产(股票). 无风险资产价格过程
B(t)满足

dB(t) = rB(t)dt, (1)

其中r > 0,表示无风险利率.风险资产价格过程S(t)

由以下的Heston模型来刻画:{
dS(t) = S(t)

[
(r + λ · L(t))dt+

√
L(t)dW1(t)

]
,

dL(t) = k(θ − L(t))dt+ σ
√
L(t)dW2(t),

(2)

其中: λ, k, θ和σ均为正常数: W1(·)和W2(·)是两个一
维布朗运动,相关系数为ρ(∈ [−1, 1]);同时为了确保
过程L(t)是几乎处处非负的,假设2kθ > σ2成立.

2.2 最最最优优优化化化问问问题题题(The optimization problem)
在资金积累阶段,投保人按预先确定的水平缴纳
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保费,本文假设工资水平为一个单位,缴费率为常数
P ,养老金缴纳期限[0, T ]可以理解为从开始缴纳保费

的年龄ω0到退休年龄ω0 + T . 收到的保费投资于上述
模型中的无风险资产和风险资产股票,假设t时刻投

资于无风险资产的资金比例记为π(t),剩余部分1−
π(t)则被投资于风险资产股票.

当计划参与者退休时,他可以获得包括投资收益
在内的养老金. 为了保护在退休前意外死亡的投保人
的利益,计划中允许保费退回. 也就是说,死亡者(更
准确地说,是其继承人)可以收回其缴纳的保费及相应
的投资收益所得. 记t时刻的死亡率记为λ(t),而
1
n
pω0+t表示年龄为ω0 + t的投保人能够继续存活时

间
1

n
的概率,则 1

n
pω0+t可以计算如下:

1
n
pω0+t = e−

r ω0+t+ 1
n

ω0+t λ(s)ds = e−
r 1

n
0 λ(ω0+t+s)ds.

因此当n充分大时,在[t, t+
1

n
]内死亡的概率 1

n
qω0+t

可以表示如下:

1
n
qω0+t = 1− e−

r 1
n

0 λ(ω0+t+s)ds .
= λ(ω0 + t)

1

n
.

(3)

为了推导养老金财富过程Xπ所满足的随机微分方程,

首先在长度为
1

n
的时间段内考察其差分形式. 显然

Xπ(t+
1

n
) =

{Xπ(t)[π(t)
S(t+

1

n
)

S(t)
+ (1− π(t))

B(t+
1

n
)

B(t)
] +

P
1

n
− Pt 1

n
qω0+t}

1

1
n
pω0+t

.

根据式(3),不难推出当n足够大时有

Xπ(t+
1

n
) =

{Xπ(t)[1 + π(t)
S(t+

1

n
)− S(t)

S(t)
+

(1− π(t))
B(t+

1

n
)−B(t)

B(t)
] + P

1

n
−

Ptλ(ω0 + t)
1

n
} · [1 + λ(ω0 + t)

1

n
+ o(

1

n
)] =

Xπ(t)[1 + π(t)
S(t+

1

n
)− S(t)

S(t)
+

(1− π(t))
B(t+

1

n
)−B(t)

B(t)
+ λ(ω0 + t)

1

n
] +

P
1

n
− Ptλ(ω0 + t)

1

n
+ o(

1

n
).

从而基金过程Xπ满足如下的随机微分方程:

dXπ(t) =

Xπ(t)[π(t)
dS(t)
S(t)

+ (1− π(t))
dB(t)

B(t)
] +

Xπ(t)λ(ω0 + t)dt+ Pdt− Ptλ(ω0 + t)dt. (4)

为了简化此模型,本文采用Kohler and Kohler[31]中的

死亡率模型,即死亡率为确定性函数的Abraham De

Moivre模型: λ(t) =
1

ω − t
,其中ω表示存活的最大年

龄. 根据式(1)–(2),式(4)经整理后可得

dXπ(t) =

Xπ(t)[r + λL(t)π +
1

ω − ω0 − t
]dt+

P
ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
dt+Xπ(t)π

√
L(t)dW1(t).

记Π(t, x, l)表示初始条件(X(t) = x, L(t) = l)下的

可允许策略集. 为了最大化终端时刻的财富期望,同
时最小化财富方差,本文选择均方差作为优化准则,
从而养老金计划管理者面临了连续时间均方差资产

组合问题.然而均方差目标函数不满足期望迭代性质,
从而Bellman最优原理也不成立,这使得该问题是
“时间不一致”的,这意味着不同时刻基金发起人面
临不同的目标函数,可以将此问题看成非合作博弈,
每个时刻t,有一个“选手t”,可以看作未来自己在t

时刻的替身. 在任意起始状态(t, x, l),管理者面临以
下随机最优控制问题:

Jπ(t, x, l)=̂Et,x,l[X
π(T )]− γ

2
Vart,x,l[X

π(T )],

V (t, x, l)=̂ sup
π∈Π(t,x,l)

Jπ(t, x, l),

(5)

其中γ表示投保人的风险厌恶水平.

3 均均均方方方差差差最最最优优优控控控制制制问问问题题题求求求解解解(The solution to
the mean-variance optimal control problem)

3.1 验验验证证证定定定理理理(Verification theorem)
基于Björk and Murgoci[30]文中关于纳什均衡策略

的思想,我们先给出均衡策略π∗的定义如下:

定定定义义义 对于任意给定的初始状态(t, x, l), t < T ,
选择时间细分h > 0,定义时间段[t, T ]上的策略πh如

下:

πh(s, x, l) =

{
π, t 6 s < t+ h,

π∗(s, x, l), t+ h 6 s 6 T.

本文称π∗是子博弈精练纳什均衡策略或“时间一致”

最优策略,如果对于任意固定的(t, x, l),下式对于∀π
∈ R都成立:

lim inf
h→0

Jπ∗
(t, x, l)− Jπh(t, x, l)

h
> 0.
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如果均衡策略π∗存在,则均衡值函数为

V (t, x, l) = Jπ∗
(t, x, l).

记F (y)=y − γ

2
y2, G(y)=

γ

2
y2,则值函数可以写成Jπ(t, x, l)=Et,x,l[F (Xπ(T ))]+G(Et,x,l[X

π(T )]),

V (t, x, l)= sup
π∈Π(t,x,l)

Jπ(t, x, l).

本文先给出最优控制问题的验证定理.

定定定理理理 1 (验证定理) 假设V , g ∈ C1,2,2是以下扩

展HJB方程系统的解:

sup
π∈π(t,x,l)

{AπV (t, x, l)− γ

2
[g2xx

2π2l+

g2l σ
2l + 2ρgxglxπσl]} = 0,

Aπ∗
g(t, x, l) = 0,

V (T, x, l) = x,

g(T, x, l) = x.

(6)

这里π∗是第一个方程中的最大值控制策略,算子A为

AπV (t, x, l)=̂

Vt + Vxx(r + λlπ +
1

ω − ω0 − t
) +

VxP
ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
+ Vlk(θ − l) +

1

2
Vxxx

2π2l +
1

2
Vllσ

2l + Vxlρxπσl,

那么π∗为均衡策略, V是相应的均衡值函数,且g可表

示如下:

g(t, x, l) = Et,x,l[X
π∗
(T )]. (7)

证证证 与文Björk and Murgoci[30]中的定理4.1类似,
如果函数V和g满足以下方程组:

sup
π∈π(t,x,l)

{AπV (t, x, l)−AπG(g(t, x, l))+

G′(g(t, x, l))Aπg(t, x, l)} = 0,

Aπ∗
g(t, x, l) = 0,

V (T, x, l) = x,

g(T, x, l) = x,

(8)

那么π∗和V分别是相应的均衡策略和均衡值函数,而
且式(7)也成立.

根据

dgπ(t,X(t), L(t)) =

Aπg(t,Xπ(t), L(t))dt+

gxX(t)π(t)
√
L(t)dW1(t) + glσ

√
L(t)dW2(t),

可以得到

d < gπ(t,X(t), L(t)) >=

[g2xX
2(t)π2(t)L(t) +

g2l σ
2L(t) + 2ρσgxglX(t)π(t)L(t)]dt,

其中< · >表示二次变差.

由于g ∈ C1,2,2, G ∈ C2,根据Itô引理可得

dG(g(t,Xπ(t), L(t))) =

G′(g(t,Xπ(t), L(t)))[Aπg(t,Xπ(t), L(t))dt+

gxX(t)π(t)
√
L(t)dW1(t) + glσ

√
L(t)dW2(t)] +

1

2
G′′(g(t,Xπ(t), L(t)))[g2xX

2(t)π2(t)L(t) +

g2l σ
2L(t) + 2ρσgxglX(t)π(t)L(t)]dt,

从而有

AπG(g(t, x, l))−G′(g(t, x, l))Aπg(t, x, l) =

γ

2
[g2xx

2π2l + g2l σ
2l + 2ρgxglxπσl].

因此式(8)中的第1个方程为

sup
π∈π(t,x,l)

{ AπV (t, x, l)− γ

2
[g2xx

2π2l + g2l σ
2l +

2ρgxglxπσl]} = 0.

证毕.

3.2 均均均衡衡衡策策策略略略与与与均均均衡衡衡有有有效效效前前前沿沿沿(Equilibrium strate-
gies and the equilibrium efficient frontier)
在本节,通过运用随机最优控制理论求出HJB方

程系统(6)的解,并得到均衡投资策略和均衡有效前沿
的显性解.

将式(6)中的第1个方程关于π求导,得到一阶条件

π∗(t, x, l) =
λVx + ρσVxl − ργσgxgl

(γg2x − Vxx)x
. (9)

将上式代入HJB方程系统(6)的前两个方程,可以得到

Vt + Vxx(r +
1

ω − ω0 − t
) + VxP

ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
+

Vlk(θ − l) +
1

2
Vllσ

2l − γ

2
g2l σ

2l +

(λVx + ρσVxl − ργσgxgl)
2

2(γg2x − Vxx)
l = 0, (10)

gt + gxx(r +
1

ω − ω0 − t
) + gxP

ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
+

glk(θ − l) +
1

2
gllσ

2l +

l(λgx + ρσgxl)
λVx + ρσVxl − ργσgxgl

γg2x − Vxx

+

1

2
gxxl

(λVx + ρσVxl − ργσgxgl)
2

(γg2x − Vxx)2
= 0. (11)

根据终值条件V (T, x, l) = x与g(T, x, l) = x,作
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者猜测V (t, x, l)与g(t, x, l)具有以下结构:
V (t, x, l) = A(t)x+Q(t)l +B(t),

A(T ) = 1, Q(T ) = 0, B(T ) = 0,

g(t, x, l) = a(t)x+ q(t)l + b(t),

a(T ) = 1, q(T ) = 0, b(T ) = 0,

(12)

其中: A(t), Q(t), B(t), a(t), q(t), b(t)待定. 从而式
(10) – (11)可分别写成如下形式:

[A′(t) +A(t)(r +
1

ω − ω0 − t
)]x+

[Q′(t)− kQ(t)− γ

2
q2(t)σ2 +

(λA(t)− ργσa(t)q(t))2

2γa2(t)
]l +

[B′(t) +A(t)P
ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
+Q(t)kθ] = 0, (13)

[a′(t) + a(t)(r +
1

ω − ω0 − t
)]x+

[q′(t)− kq(t) + λa(t)
λA(t)− ργσa(t)q(t)

γa2(t)
]l +

[b′(t) + a(t)P
ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
+ q(t)kθ] = 0. (14)

上述两方程消除对x, l的依赖,可以拆分成以下6个方
程:A′(t) +A(t)(r +

1

ω − ω0 − t
) = 0,

A(T ) = 1,
(15)


Q′(t)− kQ(t)− γ

2
q2(t)σ2+

(λA(t)− ργσa(t)q(t))2

2γa2(t)
= 0,

Q(T ) = 0,

(16)

B′(t) +A(t)P
ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
+Q(t)kθ = 0,

B(T ) = 0,
(17)

a′(t) + a(t)(r +
1

ω − ω0 − t
) = 0,

a(T ) = 1,
(18)

q′(t)− kq(t) + λa(t)
λA(t)− ργσa(t)q(t)

γa2(t)
= 0,

q(T ) = 0,

(19)b′(t) + a(t)P
ω − ω0 − 2t

ω − ω0 − t
+ q(t)kθ = 0,

b(T ) = 0.
(20)

很显然常微分方程(15)与(18)的解如下:

A(t) = a(t) = e−r(t−T ) ω − ω0 − t

ω − ω0 − T
, (21)

从而可求得方程(19)的解为

q(t) =
λ2

γ(k + λρσ)
[1− e(k+λρσ)(t−T )], k+λρσ ̸=0,

λ2

γ
(T − t), k+λρσ=0.

(22)

将式(21)–(22)代入方程(20),可以得到

b(t) =

λ2kθ

γ(k + λρθ)

w T

t
[1− e(k+λρσ)(s−T )]ds+

P
w T

t
e−r(s−T )ω − ω0 − 2s

ω − ω0 − T
ds, k+λρσ ̸=0,

P
w T

t
e−r(s−T )ω − ω0 − 2s

ω − ω0 − T
ds+

kθλ2(T − t)2

2γ
, k+λρσ=0.

(23)

根据表达式(21),不难求出方程(16)–(17)的解如下:

Q(t) =−γ

2
σ2

w T

t
e−k(s−t)q2(s)ds+

1

2γ

w T

t
e−k(s−t)(λ− ργσq(s))ds,

B(t) =
P

ω − ω0 − T

w T

t
e−r(s−T )(ω − ω0−

2s)ds+ kθ
w T

t
Q(s)ds,

(24)

其中q(·)由式(22)给出.

将V (t, x, l)和g(t, x, l)的表达式代入一阶条件(9)
式,可以得到

π∗(t) =
λ− ργσq(t)

γa(t)x
=

λ(k + λρσ)− ρσλ2[1− e(k+λρσ)(t−T )]

e−r(t−T )γx(k + λρσ)
ω − ω0 − t

ω − ω0 − T

=

er(t−T )λ(ω − ω0 − T )

γx(ω − ω0 − t)

k + λρσe(k+λρσ)(t−T )

k + λρσ
.

由表达式(5)(12)与(21),可得

Vart,x,l[X
π∗
(T )]=

2

γ
[(q(t)−Q(t))l+b(t)−B(t)],

从而有

Et,x,l[X
π∗
(T )] = a(t)x+ q(t)l + b(t) =

N(t, l)
√
Vart,x,l[Xπ∗(T )]+e−r(t−T ) ω−ω0−t

ω−ω0−T
x,

其中
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N(t, l) =

√
γ[q(t)l + b(t)]√

2[(q(t)−Q(t))l + b(t)−B(t)]
. (25)

本文总结结果为以下定理.

定定定理理理 2 HJB方程系统(6)的解为{
V (t, x, l) = A(t)x+Q(t)l +B(t),

g(t, x, l) = a(t)x+ q(t)l + b(t),

其中: A(t), a(t), q(t), b(t), Q(t), B(t)的表达式由式

(21)–(24)给定. 最优控制问题的“时间一致”均衡投
资策略与均衡有效前沿分别为

π∗(t) =
er(t−T )λ(ω − ω0 − T )

γx(ω − ω0 − t)
K(t), (26)

Et,x,l[X
∗(T )] = e−r(t−T ) ω − ω0 − t

ω − ω0 − T
x+

N(t, l)
√
Vart,x,l[Xπ∗(T )], (27)

其中N(t, l)由式(25)给定, K(t)表达式如下:

K(t) =
k + λρσe(k+λρσ)(t−T )

k + λρσ
.

4 均均均衡衡衡策策策略略略与与与有有有效效效前前前沿沿沿的的的分分分析析析(Analysis of t-
he equilibrium strategies and the efficient fr-
ontier)
本节中,对均衡策略与有效前沿进行相关的分析,

可以得到一些有意义的结论.

结结结论论论 1 根据表达式(26),得到随着风险厌恶系数
γ以及财富x的增加,投资于股票的比例下降,这是具
有一定经济意义的. 一方面,具有较高风险厌恶系数
的个人通常会选择较少的比例投资于风险资产,从而
为自己规避风险. 另一方面,资金规模越小,投保人
为了满足自身的养老需要通常愿意冒更大的风险投资

于更多的风险资产.

结结结论论论 2 在股价满足GBM模型的类似问题中, He
and liang[8]得到以下最优投资策略:

π∗(t) =
er(t−T )(µ− r)(ω − ω0 − T )

γxσ2(ω − ω0 − t)
.

与He and liang[8]的结果进行比较, Heston股价模型中
的最优投资策略可以分解为两部分. 第1部分

er(t−T )λ(ω − ω0 − T )

γx(ω − ω0 − t)

实际上与其有相似的表达形式,因为Heston模型中的
Merton比率为

µ− r

σ2
=

(r + λL(t))− r

L(t)
= λ.

另一部分K(t)可以理解为修正因子,反映了投保人
对Heston模型中的随机收益率、随机波动率进行套期
保值的风险需求.

为了更好地理解修正因子对最优投资策略的影响,

本文研究了修正因子的性质如下.

推推推论论论 1 当ρ > 0时,修正因子K(t)是关于t的增

函数. 当ρ < 0时, K(t)关于t递减. 此外, K(t)具有以

下性质:

K(t) =


6 1, ρ > 0,

≡ 1, ρ = 0,

> 1, ρ < 0.

证证证 因为K(T ) = 1且K ′(t) = λρσe(k+λρσ)(t−T ),

结论显然成立. 证毕.

结结结论论论 3 推论1说明修正系数主要依赖于时间t以

及Heston模型中W1与W2的相关系数ρ. 而且当ρ > 0

时,投保人投资于风险资产的比例随着时间推移逐渐
增加,并且最优投资比例较GBM模型更少;而ρ > 0

时,结论恰好相反,最优投资比例较GBM模型更多,
初期投资较大的资金于风险资产,随着退休时间的临
近,投资于风险资产的比例逐渐降低.

结结结论论论 4 定理 2可以说明有效前沿(EX∗(T ),√
varXπ∗(T ))是一条斜率为N(t, l)的直线,均值标
准差直线与均值轴的交点为

e−r(t−T ) ω − ω0 − t

ω − ω0 − T
x.

由于漂移项

e−r(t−T ) ω − ω0 − t

ω − ω0 − T
x

是关于x的增函数, N(t, l)关于l递增,因此本文有如
下结论:

结结结论论论 5 在均值标准差有效前沿直线中,对于相
同的风险(终端财富方差),收益(终端财富期望)关于x,
l递增.此结果具有一定的经济意义.一方面,当初始
财富增加时,在相同的风险条件下当然能获得更多的
收益:其二,股价模型中的l表示承担一定程度风险的

股票风险溢价,因此l越大,在相同的风险条件下当然
能获得更多的收益.
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