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摘要:在大规模互联电力系统进行全网动态分析与控制的过程中,通信时滞的存在易导致动力系统产生控制设备失
效、系统性能恶化及失稳等现象.而现有时滞系统稳定判据的研究多基于Lyapunov分析方法,研究过程中需采用不等式
放缩及构造Lyapunov泛函,使得稳定判据具有较高保守性,增加了系统的控制成本. 针对这一问题,本文以多区域时滞
电力系统为研究对象,通过引入Wirtinger不等式优化稳定判据推导过程和构造新的Lyapunov泛函两种方式,降低系统
稳定判据的保守性. 最后,利用典型的二阶时滞系统和两区域负荷频率控制系统,验证了本文算法的正确性和有效性.
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Optimization of stability criterion for
multi-area power system with time delay
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Abstract: In the process of dynamic analysis and control of large-scale interconnected power system, the communi-
cation delay can lead to failure of control system, system performance deterioration and instability. Much of the existing
researchs stability criterion for the time delay system is based on Lyapunov analysis method. However, due to need utilize
the inequality method and construct the Lyapunov functional in the process of research, which lead to the obtained stability
criterion is conservative and increase control costs for the system. In this paper, the stability creterion for the multi-area
interconnected power system with time delay has been discussed. The conservativeness of the system stability criterion is
reduced, which optimize the stability criterion derivation process based on the Wirtinger inequality and construct the new
Lyapunov functional. Finally, a typical second order delay system, a two area delay power system are taken to verify the
correctness and effectiveness of the paper algorithm.

Key words: time delay system; Wirtinger inequality; stability criterion; Lyapunov stability; delay margin
Citation: LIU Yunping, WANG Wandong, MEI Ping, et al. Optimization of stability criterion for multi-area power

system with time delay. Control Theory & Applications, 2018, 35(7): 994 – 1001

1 引引引言言言(Introduction)
目前,采用基于广域测量系统(wide area measur-

ement system, WAMS)的控制策略[1]对大规模互联电

力系统进行全网动态分析与控制时,量测和控制回路
的时滞,极易导致动力系统产生控制设备失效、系统
性能恶化和失稳等现象[2–3]. 并且由于电力系统暂态
过程响应时间很短,时滞即使很小也可能会影响电力
系统的稳定性[4–5],因此通过稳定判据分析系统所能
承受的最大时滞稳值,即时滞稳定裕度,对提高系统
稳定性具有重要意义.时滞系统的稳定性问题也逐渐

受到很多学者的关注[6–7].

时滞稳定裕值的计算方法主要分为频域法和时域

法两类. 频域法是在系统特征方程的基础上,通过求
解特征值来判断系统的稳定性[8–10]. 但是对于含有随
机参数、时变性、高度非线性的电力时滞系统,频域法
存在着难以求解系统的特征值问题;目前多采用基于
Lyapunov稳定性理论[11–12]的时域法,通过对构造的
Lyapunov泛函进行求导,并对其中的积分项进行放缩,
得到一个基于LMI的稳定判据. 由于该方法是对求导
后的Lyapunov泛函进行放缩得到的充分条件,导致获
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得的稳定判据具有较高的保守性,从而增加了系统的
约束条件和控制成本,降低了系统的运行效率.因此,
降低稳定判据的保守性,准确的分析最大时滞稳定裕
值具有重要的意义.
稳定判据保守性的降低可以通过优化稳定判据的

推导过程[13–14]和构造新的Lyapunov泛函两种途径解
决. 例如,文献[15–16]利用自由权矩阵法和广义特征
值法得到系统稳定性判据,求解了系统时滞稳定上限
值.文献[17–18]通过引入积分项,构造新的Lyapunov
泛函得到时滞稳定判据.
以上研究给予本文重要启发,而频率稳定是评判

电力系统安全稳定运行的一个重要衡量标准,通过频
率偏差可以本质上反映全网有功功率与负荷之间的

平衡度和整个系统的安全稳定运行状态. 其中有功功
率与频率之间的稳定控制叫做负荷频率控制,现有的
研究主要采用简洁、效果较好的PI控制方法,对大规
模、复杂电力系统的负荷频率进行控制器设计.

综上,本文基于PI控制的多区域负荷频率控制模
型为研究对象,通过引入Wirtinger不等式放缩法优化
稳定判据推导过程,并构造新的Lyapunov泛函两种途
径降低多时滞电力系统稳定判据的保守性,并借助
MATLAB中的线性矩阵不等式(local management in-
terface, LMI)工具箱进行求解系统的时滞稳定裕值.
最后,通过在MATLAB/simulink中搭建负荷频率控制
模型,带入上述LMI工具箱求解出的系统所能承受时
滞稳定裕值,通过时域频率响应曲线来验证稳定判据
的正确性与有效性.

2 电电电力力力系系系统统统的的的时时时滞滞滞模模模型型型 (Time delay power
system model)
为了研究方便,不失一般性. 本文研究的多区域电

力系统模型,每个区域用一台等效的发电机组表示,
频率控制器采用PI控制,系统的时滞假设是由于控制
器输入信号传递过程中引起的,系统框图如图1所示.

图 1 多区域电力系统模型
Fig. 1 Multi area power system model

图1中: ∆fi是系统的频率偏差; ∆Pmi为发电机

机械功率输出偏差; ∆Pvi是控制阀位置偏差; Mi,

Di, Tgi, Tchi, Ri, βi分别为发电机转动惯量、阻尼系

数、调速器时间常数、汽轮机时间常数、速度跌落系

数、频率偏差因子.

根据上述系统框图,通过选取状态变量项x(t),

建立图1多区域电力系统状态方程式如下:{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t),
(1)

式中: x(t)为系统状态变量, A为系统状态矩阵,
B为系统输入矩阵, C为系统输出矩阵, u为系统控
制输入, y为系统控制输出.其中:

x(t) = [x1(t) x2(t) x3(t) · · · xn(t)]
T,

y(t) = [y1(t) y2(t) y3(t) · · · yn(t)]
T,

xi(t) = [∆fi ∆Pmi ∆Pvi

w
ACEi ∆Ptie−i]

T,

yi(t) = [ACEi

w
ACEi]

T,

A =


A11 A11 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

... · · ·
...

An1 An2 · · · Ann

 ,

B = diag{B1, B2, · · · , Bn},
C = diag{C1, C2, · · · , Cn},

Aii=



−Di

Mi

1

Mi
0 0 − 1

Mi

0 − 1

Tchi

1

Tchi
0 0

− 1

RiTgi
0 − 1

Tgi
0 0

βi 0 0 0 1

2π
n∑

j=1,j ̸=i

Tij 0 0 0 0


,



996 控 制 理 论 与 应 用 第 35卷

Aij =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

βi 0 0 0 0

2πTij 0 0 0 0

 ,

Bi = [0 0
1

Tgi
0 0]T, Ci =

[
βi 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
.

根据框图1可知,由于多区域互联电力系统存在
区域间的能量交换,区间控制偏差ACE定义为

ACEi = βi∆fi +∆Ptie−i, (2)

式中∆Ptie−i是每个区域联络线上的交换功率偏差.
为了研究方便,可把互联电力系统中存在的时

滞看成由于ACE传输通道信号传输延时所引起的.
同时把该延时信号作为PI控制器的输入,相应控制
器的输出可以转换成以下表达式:

ui(t) = −KPiACEi −KIi

w
ACEi =

−Kiy(t− di(t)) =

−KiCix(t− di(t)), (3)

式中: ui(t)为每区域的控制器输入; di(t)为每区域
的时变时滞值.
把式(2)–(3)代入式(1)中,可得如下多区域时滞

电力系统状态方程:

ẋ(t) = Ax(t) +
N∑
i=1

Aix(t− di(t)), (4)

式中Ai = [0 · · · −BiKiCi · · · 0].

3 稳稳稳定定定判判判据据据(Stability criterion)
在求解时滞稳定判据过程中,常用的Jensen不等

式放缩方法具有一定的保守性,本文采用的
Wirtinger不等式放缩,可大大降低结果的保守性.
首先,介绍所需的两个重要引理.

引引引理理理 1[19](Wirtinger不等式) 对任意n× n维对

称正定矩阵R和连续可微函数ω (t) : [a, b] → Rn,
则以下积分不等式成立,即

w b

a
ω̇T(τ)Rω̇(τ) dτ > 1

b− a

[
Ω0

Ω1

]T

R̃

[
Ω0

Ω1

]
,

式中:

Ω0 = ω(b)− ω(a), R̃ = diag{R, 3R},

Ω1 = ω(b) + ω(a)− 2

b− a

w b

a
ωT(τ)dτ.

引引引理理理 2[20] 对一个给定的对称正定矩阵Zij

> 0,如下不等式成立:

−(hi − hj)
w t−hj

t−hi

ẋT(s)Zijx(s)ds 6 ζT(t)ΠSζ(t),

式中:

ζ(t) =

[
x(t− hj)

x(t− hi)

]
, ΠS =

[
−Zij Zij

Zij −Zij

]
.

考虑式(4)多区域系统,时滞di(t)是一个满足如下条

件的连续函数:{
0 6 di(t) 6 τi,

0 6 ḋi(t) 6 µi,
i = 1, 2, · · · , N, (5)

其中: d(t)是每个区域的时滞值, τi是每个区域时滞
稳定裕值(见注1), ḋ(t)表示时滞变化率, µi表示时滞

变化率最大值.

注注注 1 一般系统都有一个临界稳定裕值τmax,当τi >

τmax系统失稳,仅当0 6 τi < τmax系统保持稳定. 现有稳定

判据仅是一个充分条件且推导过程中都经过不同程度放缩处

理,增加了系统的保守性,现有文献[22–23]时滞稳定裕值远

小于系统临界稳定裕值τmax,本文通过不同放缩手段降低了

系统的保守性,获得系统的时滞稳定裕值更接近τmax.

定定定理理理 1 对于式(4)表示的多区域时滞系统,如
果存在对称正定矩阵P,Qi, Ri, Sij且存在一个适当

维数矩阵Xi(i = 1, 2, · · · , N, j = i+ 1, · · · , N)使

下列矩阵不等式成立:
ϕ1(d, ḋ) = ϕ0(d, ḋ)−

N∑
i=1

ΓT
i ΨiΓ < 0,

Ψi =

[
R̃i Xi

∗ R̃i

]
> 0,

(6)

则时滞系统(4)是渐近稳定的. 式中:

ϕ0(d, ḋ) = GT
2 PG1 +GT

1 PG2 +G3 + ĀG4Ā+ Υ,

G1 =

[
I1×1 01×2N 01×2N

02N×1 02N×2N G2N×2N

]
,

G2 =

A1×1 G1×N 01×N 01×2N

IN×1 −GN×N 0N×N 0N×2N

0N×1 G,
N×N −IN×N 0N×2N

 ,

G3 = diag{
N∑
i=1

Qi,−(1− ḋ1)Q1, · · · ,

− (1− ḋN )QN , 0N , 0N , 0N},

G4 =
N∑
i=1

h2iRi +
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

(hi − hj)
2Sij ,

Ā = diag{A,A1, · · · , AN , 0N , 0N , 0N},

R̃ =

[
Ri 0

0 3Ri

]
, G1×N = [A1 · · · AN ],

G2N×2N = diag{d1I, · · · , dNI, (h1 − d1)I, · · · ,
(hN − dN )I},

GN×N = diag{(1− ḋ1)I, · · · , (1− ḋN )I},
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G1i = [I 0i−1 − I 04N−i],

G2i = [I 0i−1 I 0N 02N−1 − 2I 02N−i],

G3i = [0i I 0N−1 − I 03N−i],

G4i = [0i I 0N−1 I 02N−i − 2I 0N ],

Γi = [GT
1i GT

2i
GT

3i
GT

4i
]T.

定理1的证明见附录,在此不再赘述.

4 算算算例例例分分分析析析(Example analysis)
针对上式(4)多区域时滞系统,本节利用典型二

阶时滞系统和图1中典型两区域时滞电力系统,验
证了本文稳定判据的正确性和有效性.

4.1 典典典型型型二二二阶阶阶时时时滞滞滞系系系统统统 (Typical two order delay
system)

ẋ(t) =A0x (t) +A1x (t− τ1(t))+

A2x (t− τ2(t)) ,

x(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−τ̄ , 0],

(7)

式中: A1, A2是常数矩阵,

τ1(t) > 0, τ2(t) > 0, τ̄ = max(τ1(t), τ2(t)),

τ̇1(t) 6 µ1, τ̇2(t) 6 µ2.

给出上式矩阵取值:

A0 =

[
−2.00 0.00

0.00 −0.90

]
,

A1 =

[
−1.00 0.60

−0.40 −1.00

]
,

A2 =

[
0.00 −0.60

−0.60 0.00

]
.

为了验证本文方法的正确性和有效性,在常时
滞情况下,即µ1 = µ2 = 0情况下,通过定理1,分别
与文献[17]基于新型积分二次型Lyapunov泛函、文
献[21]基于自由权矩阵的结果进行比较,得到在τ1

取不同值时系统的稳定裕值,结果见表1. 为了进一
步验证变时滞情况下稳定判据有效性,本文选
取µ1 = 0.1, µ2 = 0.8,计算该时变系统的时滞稳定
裕值,并与文献[21]的结果进行比较,结果见表2.

通过比较表1–2,可以发现以下几个结论: 1)相
同τ1时,常时滞系统求得对应的τ2稳定裕值明显大

于变时滞系统; 2)本文方法所得系统稳定裕值值明
显大于文献[17, 21],表明本文方法具有更小的保守
性; 3)进一步比较发现,无论是定常系统还是时变
系统,当τ1值小于1.51 h,本文方法与其他文献相比
结果几乎相同,随着τ1值增加,本文方法获得时滞裕
度值明显大于其他文献.

表 1 常时滞下的稳定裕值
Table 1 Stability margin under constant time delay

τ1 = 1
本文 文献[17] 文献[21]
方法的τ2 方法的τ2 方法的τ2

1 ∞ 2.65 ∞
1.51 ∞ 2.70 ∞
1.55 3.31 2.95 3.34
1.60 3.43 2.92 3.33
1.8 3.62 3.01 3.36
2 3.75 3.05 3.43

2.2 3.82 3.21 3.52
2.5 3.99 3.28 3.65
3.0 4.15 3.35 3.77

表 2 变时滞下的稳定裕值(τ̄1为时滞最大值)
Table 2 Stability margin under time-varying delay

(τ̄1 is the maximum of time delay)

τ̄1 本文方法的τ2 文献[21]方法的τ2

1 1.98 1.98
1.51 2.08 2.07
1.55 2.15 2.09
1.60 2.28 2.13
1.8 2.43 2.26
2 2.62 2.40

2.2 2.83 2.54
2.5 3.14 2.76
3.0 3.48 3.13

4.2 两两两区区区域域域时时时滞滞滞电电电力力力系系系统统统 (Two area dealy power
system)

以图1中两区域时滞电力系统为算例,通过仿真
结果进一步验证本文方法的正确定性和有效性,
表3给出相关系统参数.

把表3中参数值代入式(4)中,可得到两区域时滞
模型矩阵

A =

−0.1 0.1 0 0−0.1 0 0 0 0 0

0 −3.3 3.3 0 0 0 0 0 0 0

−200 0 −10 0 0 0 0 0 0 0

21 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1.2 0 0 0 0 −1.2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −0.12 0.08 0 0−0.08

0 0 0 0 0 0 −2.5 0.08 0 0

0 0 0 0 0 −117.6 0 −5.9 0 0

0 0 0 0 0 21.5 0 0 0 1

−1.2 0 0 0 0 1.2 0 0 0 0



,
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A1=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −215KP2 0 0 −10KI2 −10KP2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

A2=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −215KP2 0 0 −10KI2 −10KP2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

表 3 两区域系统参数
Table 3 Two regional system parameters

参数 系统1 系统2
Tchi 0.3 0.4
Tgi 0.1 0.17
Ri 0.05 0.05
βi 21 21.5
Di 1 1.5
Mi 10 12

本节针对文献[22–23]中讨论的安装PI控制器的
时滞负荷频率控制系统,利用定理1计算时滞稳定
裕值,分析了不同时滞类型下PI控制器增益与系统
时滞稳定裕值的关系.不失一般性,为了方便与上
述文献结果对比,本文假设两个区间的PI控制器增
益是一致,即KP1 = KP2, KI1 = KI2且时滞变化

速率值µ1 = µ2 = 0情况下的系统稳定裕值,如表
4–5所示. 基于表4–5分别绘制了本文与文献[22]
KP = 0.05不同KI值、文献[23]KI = 0.2不同KP值

两种工况下的稳定裕值偏差三维图,如图2–3所示.

其 中: |τmax| =
√

τ21 + τ22 , θ = arctan
τ2
τ1
, τ1,τ2分

别代表每个区域的时滞最大值.
从图2–3三维曲线明显可以得到以下结论: 1)本

文分别选取相同KP值,不同KI值与文献[22]、选取
相同KI值、不同KP值与文献[23]稳定裕值结果做
了对比,本文方法求得的稳定裕值比文献[22]中采
用Jesen’s不等式方法、文献[23]中采用自由权矩阵
方法获得的稳定裕值明显要大,说明本文方法降低

了系统的保守性; 2)图2–3稳定裕值偏差曲线都是
以θ=45◦为对称曲线,进一步发现表4–5的稳定裕值
几乎也是以θ = 45◦为对称的.

表 4 当KP = 0.05, KI不同时系统的稳定裕值
Table 4 When KP = 0.05, KI is different, the

stability margin of the system

τmax

θ 本文方法的KI 文献[22]的KI

0.2 0.4 0.6 0.2 0.4 0.6

0 15.6 7.8 4.1 14.0 6.9 3.2
10 15.8 8.0 4.4 14.2 7.0 3.3
20 16.0 8.1 4.7 14.9 7.2 3.4
30 17.6 9.0 5.2 16.2 7.9 3.7
40 19.2 10.0 5.9 18.3 8.9 4.2
45 20.3 10.2 6.1 19.8 9.6 4.4
60 17.6 8.9 5.2 16.2 7.8 3.6
70 16.1 8.1 4.8 14.9 7.2 3.3
90 15.5 7.9 4.0 14.0 6.8 3.1

表 5 当KI = 0.2, KP不同时系统的稳定裕值
Table 5 When KI = 0.2, KP is different, the

stability margin of the system

τmax

θ 本文方法的KP 文献[23]的KP

0.2 0.4 0.6 0.2 0.4 0.6

0 8.4 6.4 4.2 6.5 5.4 3.9
10 9.0 7.0 4.6 6.8 5.7 4.1
20 9.5 7.8 5.0 7.4 6.0 4.3
30 10.1 8.1 5.7 8.1 6.6 4.8
40 10.7 8.5 6.5 8.8 7.2 5.2
45 11.2 9.0 6.9 9.2 7.5 5.3
60 10.0 7.9 5.8 8.0 6.7 4.9
70 9.4 7.7 5.1 7.4 6.0 4.1
90 8.5 6.5 4.3 6.5 5.4 3.8

图 2 KP = 0.05, KI不同值时,本文与文献[22]的稳定裕值
偏差曲线

Fig. 2 When KP = 0.05, KI is different, the stability margin

deviation response curve with [22]
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图 3 KI = 0.2, KP不同值时,本文与文献[23]的
稳定裕值偏差曲线

Fig. 3 When KI = 0.2, KP is different, the stability margin

deviation response curve with [23]

为进一步验证本文判据的正确性和有效性,在
MATLAB/Simulink平台中搭建图 1两区域时滞系
统,分别带入本文与文献 [22–23]的稳定裕值,获得
对应的频率偏差曲线,如图4–5所示.

图 4 KP = 0.05, KI = 0.2时频率偏差响应曲线

Fig. 4 The requency deviation response curve

with KP = 0.05, KI = 0.2

图 5 KP = 0.2, KI = 0.2时频率偏差响应曲线

Fig. 5 The requency deviation response curve with

KP = 0.2, KI = 0.2

本节分别选取表4–5中θ = 30◦, KP = 0.05, KI

= 0.2与θ = 30◦, KP = 0.2, KI = 0.2两种工况下,
根据定理1求解两区域时滞系统的稳定裕值分别
为9.0 s, 10.1 s;此时文献[22–23]对应的稳定裕值
为7.9 s, 8.1 s. 利用试凑法进一步获取了两种工况
下系统固有临界稳定裕值约为10 s, 11.5 s. 综上所
述,本文判据获取的稳定裕值大于文献[22–23],降
低了系统的保守性,但比系统的固有临界稳定裕值
要小,这进一步验证了本文稳定判定定理的有效性
和正确性.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文基于Wirtinger积分不等式方法研究了多区

域时滞电力系统稳定性问题.通过选取适当的
Lyapunov能量泛函,对泛函进行求导并利用
Wirtinger积分不等式方法对里面的积分项进行放
缩,得到基于线性矩阵不等式的时滞相关稳定性判
据,通过求解线性矩阵不等式求出系统的稳定域值.
最后,通过典型二阶时滞系统和两区域时滞电力系
统进一步验证了本文方法优越性和有效性.
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附附附录录录(Appendix)

电力系统多时滞稳定性判据推导.

首先选取状态变量x̄(t), ς(t):

x̄(t) = [xT(t)
w t

t−d1(t)
xT(s)ds · · ·

w t

t−dN (t)
xT(s)ds

w t−d1(t)

t−h1(t)
xT(s)ds · · ·

w t−dN (t)

t−hN (t)
xT(s)ds],

ς(t) = [xT(t) xT(t− d1) · · · xT(t− dN )

xT(t− h1) · · · xT(t− hN )w t

t−d1(t)
xT(s)ds · · ·

w t

t−dN (t)
xT(s)ds

w t−d1(t)

t−h1(t)
xT(s)ds · · ·

w t−dN (t)

t−hN (t)
xT(s)ds],

构造如下Lyapunov泛函:

V (x, t) =

x̄T(t)P x̄(t) +
N∑
i=1

w t

t−di(t)
xT(α)Qix(α) dα+

N∑
i=1

hi

w 0

hi(t)

w t

t+θ
ẋT(α)Riẋ(α) dαdθ+

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

(hi − hj)
w t−hj

t−hi

w t

t+θ
ẋT(α)Sij ẋ(α)dαdθ.

对上式关于时间t求导可得

V̇ (x, t) =

˙̄x
T
(t)P x̄(t) + x̄T(t)P ˙̄x(t)+

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

[(hi − hj)
2ẋT(t)Sij ẋ(t)]+

N∑
i=1

[xT(t)Qix(t)− (1− ḋi(t)) ·

xT(t− di(t))Qix(t− di(t))]+

N∑
i=1

[h2i ẋ
T(t)Riẋ(t)− hi

w t

t−hi

ẋT(s)Riẋ(s)ds]−

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

(hi − hj)
w t−hj

t−hi

ẋT(s)Sij ẋ(s)ds =

˙̄x
T
(t)P x̄(t) + x̄T(t)P ˙̄x(t)−

N∑
i=1

hi

w t

t−hi

ẋT(s)Riẋ(s)ds+

N∑
i=1

[xT(t)Qix(t)− (1− ḋi(t)) ·

xT(t− di(t))Qix(t− di(t))] + ẋT(t) ·

[
N∑
i=1

h2iRi +
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

[(hi − hj)
2Sij ]ẋ(t)−

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

(hi − hj)
w t−hj

t−hi

ẋT(s)Sij ẋ(s)ds =

ςT(t){GT
2 PG1 +GT

1 PG2 +G3 + ĀG4Ā} · ς(t)−
N∑
i=1

hi

w t

t−hi

ẋT(s)Riẋ(s)ds −

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

(hi − hj)
w t−hj

t−hi

ẋT(s)Sij ẋ(s)ds. (A1)
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利用引理1,对式(A1)中第2项积分项做相关处理,整理如
下:

−
N∑
i=1

hi

w t

t−hi

ẋT(s)Riẋ(s)ds =

−
N∑
i=1

hi[
w t

t−di

ẋT(s)Riẋ(s)ds+

w t−di

t−hi

ẋT(s)Riẋ(s)ds] 6

−
N∑
i=1

[
hi
di

 x(t)− x(t− di)

x(t) + x(t− di)−
2

di

T

·

R̃i

 x(t)− x(t− di)

x(t) + x(t− di)−
2

di

+

hi
hi − di

 x(t− hi)− x(t− di)

x(t− hi) + x(t− di)−
2

hi − di

T

·

R̃i

 x(t− hi)− x(t− di)

x(t− hi) + x(t− di)−
2

hi − di

] 6
−

N∑
i=1

[
hi
di

[
G1i

G2i

]T

R̃i

[
G1i

G2i

]
+

hi
hi − di

[
G3i

G4i

]T

R̃i

[
G3i

G4i

]
] 6

− ζT(t)
N∑
i=1

ΓT
i ΨiΓ

T
i ζ(t). (A2)

进一步,利用引理2,对式(A1)中第3项积分项做相关处理
如下:

−
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

(hi − hj)
w t−hj

t−hi

ẋT(s)Sij ẋ(s)ds 6

−
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

[
x(t− hj)

x(t− hi)

]T [
−Sij Sij

Sij −Sij

]
·[

x(t− hj)

x(t− hi)

]
6 −ζT(t)Υζ(t). (A3)

把式(A2)和(A4)代入式(A1)整理可得

V̇ (x, t) =

ςT(t)[ϕ0(d, ḋ)−
N∑
i=1

ΓT
i ΨiΓ ]ς(t) = ςT(t)ϕ1(d, ḋ)ς(t).

(A4)

根据定理1中的不等式条件(6)可得

V̇ (x, t) < 0. (A5)

最后,根据Lyapunov稳定性理论可知该系统满足稳定条
件,即系统是稳定的.
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