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摘要:本文研究了连续时间线性广义系统的区间观测器设计问题.首先根据正系统的稳定性判据提出了一种基于线
性矩阵不等式的广义区间观测器直接设计法,然后通过引入更多的设计自由度进一步放宽了区间观测器的设计条件,扩
大了设计方法的适用范围.所提出的设计方法无需坐标变换,是一种直接设计方法. 最后,通过两个仿真算例验证了所
提出方法的有效性.
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Abstract: This paper studies observer design for continuous-time linear descriptor systems. Based on the stability
of positive system, a linear matrix inequality based direct design method of interval observer is proposed for descriptor
systems. The proposed method is further improved by introducing more degrees of design freedom to obtain relaxed design
conditions and a broader application scope of the interval observer. The proposed method is independent of coordinate
transformation and is a direct design approach. Finally, two numerical examples are simulated to verify the effectiveness
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1 引引引言言言(Introduction)
区间观测器是指可以给出一个给定系统在任意时

刻的状态上下边界估计值的一类观测器. Gouzé等人
首先提出了区间观测器,并且给出了一种基于线性规
划的区间观测器设计方法[1]. 区间观测器是一种具有
良好实际意义的估计方法,已在生物技术和故障检测
等方面得到了一定的应用[1–4].
近年来,区间观测器设计问题引起了越来越多的

学者的重视,文献中出现了多种区间观测器设计方
法[5–10]. 其中,构造协同误差是区间观测器设计最常
用的方法. 对于连续时间系统,这种方法的主要任务
是设计一个观测器增益使得区间观测器所对应的误

差方程的状态矩阵既是Hurwitz的又是Metzler的(其
非对角线元素均为非负).这样就保证了误差系统是一

个稳定的正系统.但是,求解满足上述条件的观测器
增益通常不太容易. 针对这一问题,一些文献提出了
通过引入坐标变换来放松协同条件的限制的设计方

法[10]. 虽然这种基于坐标变换的方法能够简化设计条
件,但是在利用坐标反变换重构状态区间估计的过程
中可能会造成区间放大而得到过于保守的估计结果.
也有文献提出了采用非平滑优化技术设计区间观测

器的方法[11–12],其基本思想是将矩阵需要满足的约束
条件转化为若干系统的同时镇定问题,然后用非平滑
优化算法加以求解,但是这种设计方法存在很大的保
守性—–在区间观测器设计中,需要构造Metzler矩阵,
该矩阵所有非对角线元素都是非负的,但是文献
[11–12]中的方法只能用于构造所有非对角线元素
都为正的矩阵. 最近,文献[13]提出了一种直接构造
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Hurwitz Metzler矩阵的区间观测器设计方法. 通过将
区间观测器设计转化为线性矩阵不等式,得到了一种
简单有效的区间观测器设计方法.

目前,对于区间观测器设计的研究主要集中在状
态空间系统方面,但是关于广义系统区间观测器设计
的研究结果并不丰富.广义系统不仅具有微分方程所
描述的动态特性,而且具有代数方程所表征的静态约
束,比常见的状态空间系统更具有普遍性,已经在多
个工程领域的建模与设计中得到了应用[14–16]. 虽然
已有一些学者针对广义系统的区间观测器设计开展

了一些工作[17–18],但都是基于状态变换的设计方法.
据作者的了解,目前文献中还没有出现广义系统区间
观测器直接设计的相关研究.因此,本文将文献[13]中
的设计思想推广到广义系统,提出了一种新的广义系
统区间观测器设计方法.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下形式的线性广义系统:{

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + w(t),

y(t) = Cx(t),
(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, u(t) ∈ Rp是输入向量,
y(t) ∈ Rm是输出向量, w(t) ∈ Rn是未知扰动向量;
E, A, B, C是具有适当维数的常值矩阵,其中E可能

为奇异矩阵,即rankE = r 6 n. 不失一般性,假设系
统初始状态满足x−(0)6x(0)6x+(0),干扰w(t)满足

w−(t)6 w(t) 6 w+(t),其中x+(0), x−(0)和w+(t),
w−(t)均为已知. 另外,假设系统(1)满足如下条件:

rank

[
E

C

]
= n. (2)

区间观测器设计问题是指针对系统(1),构造两个
动态系统,分别给出状态x(t)的上下边界估计x̂+(t)和

x̂−(t),对于任何t > 0,都满足

x−(t) 6 x(t) 6 x+(t).

这两个动态系统分别称为系统(1)的上、下界观测器,
它们共同称为系统(1)的区间观测器.

在区间观测器设计中,笔者希望构成区间观测器
的动态系统具有保号特性,这就要求它们所对应的误
差动态是一个正系统(positive system). 与正系统相关
的一个重要概念是Metzler矩阵. 下面先给出Metzler
矩阵的定义,然后介绍判断一个系统是否为正系统的
条件.

定定定义义义 1 如果矩阵A的非对角元素都是非负的,
则称A是Metzler矩阵.

引引引理理理 1[19] 如果矩阵A是Metzler的,则

ẋ(t) = Ax(t) + w(t), x(0) = x0 (3)

是一个正系统,即对于所有的x0 > 0和w(t) > 0,都
有x(t) > 0成立.

注注注 1 在本文中, A > B表示A中的每个元素都不小于

B中对应的元素,而用A ≻ 0 (A ≺ 0)表示矩阵A是正定(负

定)的.

与传统观测器设计一样,区间观测器所对应的误
差系统也应该是渐近稳定的. 下面的引理给出了一个
正系统的渐近稳定性条件.

引引引理理理 2[19] 设系统(3)是一个正系统,则(3)渐近
稳定的充分必要条件是存在一个对角矩阵P满足

P ≻ 0, (4)

ATP + PA ≺ 0. (5)

在区间观测器设计中,还会用到如下引理:

引引引理理理 3[20] 对于一个满足

x−(t) 6 x(t) 6 x+(t)

的向量x(t)和一个常值矩阵A,如下不等式成立:

A+x−(t)−A−x+(t) 6
Ax(t) 6 A+x+(t)−A−x−(t), (6)

其中

A+ = max {0, A} , A− = A+ −A. (7)

3 区区区间间间观观观测测测器器器设设设计计计(Interval observer design)
对于系统(1),构造如下形式的观测器:

ż+(t) = TAx̂+(t) + TBu(t) + T+w+(t)−
T−w−(t) + L(y(t)− Cx̂+(t)),

x̂+(t) = z+(t) +Ny(t),

ż−(t) = TAx̂−(t) + TBu(t) + T+w−(t)−
T−w+(t) + L(y(t)− Cx̂−(t)),

x̂−(t) = z−(t) +Ny(t),

(8)

其中: z+(t) ∈ Rn和z−(t) ∈ Rn是区间观测器中的中

间变量, x̂+(t) ∈ Rn和x̂−(t) ∈ Rn分别是状态上、下

边界的估计, T ∈ Rn×n, N ∈ Rn×m和L ∈ Rn×m是

待设计的参数矩阵. 其中,矩阵T和N需满足如下的

等式约束:
TE +NC = In, (9)

其中In表示n× n维单位矩阵.

定义如下误差向量:

e1(t) = x̂+(t)− x(t), (10)

e2(t) = x(t)− x̂−(t). (11)

由式(1)(8)–(9)可以得到如下的误差方程:
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ė1(t) = (TA− LC)e1(t) +∆1(t),

ė2(t) = (TA− LC)e2(t) +∆2(t),
(12)

其中:

∆1(t) = T+w+(t)− T−w−(t)− Tw(t), (13)

∆2(t) = Tw(t)− (T+w−(t)− T−w+(t)). (14)

注注注 2 根据文献[21],秩条件(2)保证了式(9)的可解性.
由文献[22–23]可知,满足式(9)的矩阵T和N可由下式确定:{

T = Θ†α1 + S(In+m −ΘΘ†)α1,

N = Θ†α2 + S(In+m −ΘΘ†)α2,
(15)

其中S ∈ Rn×(n+m)是可以任意选取的矩阵,矩阵Θ, α1, α2

为

Θ =

[
E

C

]
, α1 =

[
In 0

]
, α2 =

[
0 Im

]
.

得到满足式(9)的T和N之后,即可得到形式为式
(12)的误差系统.根据误差系统(12),提出如下定理,
用于设计区间观测器(8).

定定定理理理 1 如果矩阵T和N满足式(9),并且存在对
角矩阵P ∈ Rn×n和矩阵W ∈ Rm×n使得如下线性矩

阵不等式成立:

Qij > 0, ∀i ̸= j, i, j = 1, · · · , n, (16)

P ≻ 0, (17)

(TA)TP + PTA−WC − CTWT ≺ 0, (18)

其中Q = PTA−WC, Qij是矩阵Q第i行第j列处的

元素,则式(8)是系统(1)的一个区间观测器,且其矩阵
L可由L = P−1W确定.

证证证 首先,根据引理3可得

T+w−(t)− T−w+(t) 6
Tw(t) 6 T+w+(t)− T−w−(t), (19)

由此可得

∆1(t) > 0, ∆2(t) > 0. (20)

如果T和N满足式(9),则式(8)可以得到式(12)所
示的误差系统.对误差系统(12)应用引理1可知: 如果
能够找到一个矩阵L使得TA− LC是Metzler的,则
误差系统(12)是正系统,即

e1(t) > 0, e2(t) > 0. (21)

由e1(t)和e2(t)的定义可知

x̂+(t)− x(t) > 0, x(t)− x̂−(t) > 0, (22)

表明x̂+(t)和x̂−(t)分别给出了x(t)的一个上、下边界

的估计.但是对于区间观测器来说,不仅要求TA−
LC是Metzler的,还要求它是Hurwitz的. 所以,接下
来证明不等式(16)–(18)给出了存在一个矩阵L使得

TA− LC既是Metzler又是Hurwitz的一个充分条件.

根据定义1,不等式(16)成立意味着Q是Metzler矩
阵. 另外, P ≻ 0表明对角矩阵P是可逆的并且其逆矩

阵P−1也是对角元素都为正数的矩阵. 易知P−1Q与

Q的元素具有相同的符号.因此, P−1Q也是Metzler
矩阵. 将L = P−1W代入Q矩阵的定义可得TA−LC

是一个Metzler矩阵. 此时,误差系统(12)包含两个正
系统.

将L = P−1W代入式(18)可得

(TA)TP + PTA− PLC − CTLTP ≺ 0, (23)

即

(TA− LC)TP + P (TA− LC) ≺ 0. (24)

对误差系统(12)应用引理2可知: 如果式(24)成立,
则式(12)是渐近稳定的正系统,说明式(8)是系统(1)的
一个区间观测器. 证毕.

注注注 3 需要说明的是,由于不等式(16)中存在大于等于

零的约束,所以式(16)–(18)需要用半定规划(semidefinite pro-

gramming, SDP)方法进行求解,在这方面已经有若干可以利

用的工具箱,如YALMIP [24].

定理1中给出了一种先求解矩阵T和N ,然后设计
矩阵L的方法. 但是,事先确定的矩阵T和N会在一定

程度上限制(16)–(18)解的存在性. 对于有些系统,设
计者所选取的S矩阵可能会使得不等式(16)–(18)无
解,从而导致定理1中的设计方法失效. 针对这一问
题,下面的定理给出了一种联合求解S和L的设计方

法,通过引入更多的设计参数来放宽区间观测器的设
计条件、扩大适用范围.

定定定理理理 2 如果存在对角矩阵P ∈ Rn×n,矩阵
W∈Rm×n和矩阵Y ∈ Rm×(n+m)使得如下线性矩阵

不等式成立:

Q̃ij > 0, ∀i ̸= j, i, j = 1, · · · , n, (25)

P ≻ 0, (26)

Q̃+ Q̃T ≺ 0, (27)

其中

Q̃ = PΘ†α1A+ Y (In+m −ΘΘ†)α1A−WC,

(28)

则式(8)是系统(1)的一个区间观测器,其参数矩阵可
以取为

T = Θ†α1 + P−1Y (In+m −ΘΘ†)α1, (29)

N = Θ†α2 + P−1Y (In+m −ΘΘ†)α2, (30)

L = P−1W. (31)

证证证 由定理1的证明过程可知: 如果能够设计T和

L使得TA− LC既是Metzler的又是Hurwitz的,则式
(8)是系统(1)的一个区间观测器. 定理1中已经证明了



第 7期 王振华等: 线性广义系统的区间观测器设计 959

TA− LC既是Metzler又是Hurwitz的一个充分条件
是存在矩阵T和L使得下列不等式成立:

Qij > 0, ∀i ̸= j, i, j = 1, · · · , n, (32)

P ≻ 0, (33)

(TA− LC)TP + P (TA− LC) ≺ 0, (34)

其中Q = TA− LC .

由式(15)可知满足式(9)的T的通解为

T = Θ†α1 + S(In+m −ΘΘ†)α1. (35)

将式(35)代入到式(34)并令W = PL, Y = PS即可

得到不等式(25)–(27). 证毕.

注注注 4 本文所提出的观测器结构源于文献[21],但是,

与文献[21]中所研究的状态观测器设计相比,本文研究的区

间观测器设计更有难度.另外,文献[21]中的方法是先确定T

和N再求解L的两步法,没有充分利用T和N中的设计自由

度,而本文在定理2中提出了一种联合求解T和L的设计方法.

从设计方法上来看,本文的方法也优于文献[21]中的设计方

法.

4 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
本节通过两个仿真算例说明所提出方法的有效性.

首先用图1所示的一个多机节点系统的仿真验证
定理1中的设计方法. 根据文献[25],该系统的动态模
型可以写成系统(1)的形式,其中:

E =



1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0


,

A =

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

−107.143 71.429 0 −4.071 0 0 35.714

38.462 −84.615 0 0 −5.769 0 46.154

0 0 −75 0 0 −5.5 40

0.5 1.2 0.8 0 0 0 −3.5


,

B=



0 0 0

0 0 0

0 0 0

71.4286 0 0

0 38.4615 0

0 0 50

0 0 0


, C=


1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

.

图 1 一个多机节点系统的示意图[25]

Fig. 1 A multi-machine system[25]

在仿真中,设系统的状态初值为零,未知扰动w(t)

的上下边界为

w−(t) = −w+(t) = [0 0 0 0.2 0.2 0.2 1]T.

在式(15)中,取S = 0可得

T =



0.5 0 0 0 0 0 0

0 0.5 0 0 0 0 0

0 0 0.5 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0


, N=



0.5 0 0 0

0 0.5 0

0 0 0.5 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


.

然后通过求解定理1中的设计条件(16)–(18)可以得到

L =

2.3123 −0.4011 −0.4011 −0.4054

−0.3998 2.3080 −0.3998 −0.4041

−0.3999 −0.3999 2.3079 −0.4042

−108.2726 70.3328 −1.0958 34.6252

36.9606 −86.1598 −1.5008 44.6622

−1.4369 −1.4367 −76.4788 38.5720

−0.3591 −0.3591 −0.3591 1.8826


.

取

x̂+(0) = 0.5[1 1 1 1 1 1 1]T, x̂−(0) = −x̂+(0),

可以得到图2所示的区间估计结果.仿真结果表明所
提出的方法能够在5 s内快速地收敛到一个比较准确
的区间估计.

(a) x1及其区间估计结果
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(b) x2及其区间估计结果

(c) x3及其区间估计结果

(d) x4及其区间估计结果

(e) x5及其区间估计结果

(f ) x6及其区间估计结果

(g) x7及其区间估计结果

图 2 多机系统的区间估计结果
Fig. 2 Interval estimation results of the multi-machine system

接下来,以一个数值算例说明定理2中所提出方法
的优越性. 考虑具有如下参数矩阵的广义系统:

E =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =

−1 2 2

1 −1 2

0 −1 −1

 ,

B =

11
0

 , C =

[
0 0 1

1 0 1

]
.

先分析定理1的适用性. 在式(15)中,取S = 0可得

T =

 0.6667 0 0

0 1 0

−0.3333 0 0

 , N =

−0.3333 0.3333

0 0

0.6667 0.3333

 .

此时,不等式(16)–(18)不存在可行解. 对于这一系统,
如果想根据定理1设计出区间观测器,设计者需要反
复调整矩阵S,直到式(16)–(18)存在可行解为止.定
理2给出了更宽松的设计条件,可以用于处理这种情
况.
通过求解不等式(25)–(27),可以求出

T =

 0.5391 0 0.1857

−0.0652 1 0.0965

0.0421 0 −0.5391

 ,

N =

−0.4609 0.4609

−0.0652 0.0652

1.0421 −0.0421

 ,

L =

−1.2838 1.4592

0.8362 0.4942

3.2508 −0.8324

 .

为了检验本文所提出方法的性能,将其与文献
[18]中的设计方法进行对比. 文献[18]中提出了如下
形式的区间观测器:
ξ̇−(t) =Rξ−(t) + (PT )+w−(t)− (PT )−w+(t)+

P ((TA− LC)N + L)y(t),

ξ̇+(t) =Rξ+(t) + (PT )+w+(t)− (PT )−w−(t)+

P ((TA− LC)N + L)y(t),
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其中的T和N通过求解方程TE+NC = I得到, P和
L通过求解Sylvester方程:

PTA−RP = QC (36)

得到. 式(36)中, R是由设计者选取的矩阵. 该方法需
要先求解出矩阵T ,然后确定一个R矩阵并求解(36)
得到P和Q的值,最后通过L = P−1Q得到矩阵L. 在
本例中,取和上述方法一样的T和N ,然后将R选为

R =

−2 0 0

0 − 2 0

0 1 − 2

 .

通过求解(36)可得

P =

−0.75 1 0

1.25 −1 1

2.75 −2.5 3.25

 , L =

−0.3333 3

0.75 2.25

1.1667 −0.5

 .

文献[18]中的方法在得到ξ+(t)和ξ−(t)后,还需
要通过下式得到x的区间估计x̂+(t)和x̂−(t):{

x̂+(t) = S+ξ+(t)− S−ξ−(t),

x̂−(t) = S+ξ−(t)− S−ξ+(t),

其中S = P−1.

仿真中的状态初值设置为x(0) = [0 1 −1]T,控
制输入为u(t) = 2 sin(0.2πt),未知扰动w(t)的上下

边界为

w−(t) = −w+(t) = [0.05 0.1 0]T.

设区间观测器的初值取为

x̂+(0) = x(0) + 0.2[1 1 1]T, x̂−(0) = −x̂+(0).

利用本文定理2所提出的方法和文献[18]中所提出的
方法,可以得到图3所示的区间估计结果.其中: 点线
所示的是本文所提出方法得到的上、下界,虚线所示
的是利用文献[18]中的方法得到的上、下界.可以看
出,定理2中所提出的方法可以得到更为准确的区间
估计,表明本文所提出方法的性能更好.这是因为文
献[18]中的方法是基于坐标变换的方法,虽然在一定
程度上放宽了设计条件,但同时也带来了一定的保守
性.

(a) x1及其区间估计结果

(b) x2及其区间估计结果

(c) x3及其区间估计结果

图 3 本文方法和文献[18]中方法的区间估计结果
Fig. 3 Interval estimation results of the proposed method and

that in[18]

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对具有未知扰动的连续线性广义系统提出

了一种新的区间观测器设计方法,基于正系统的稳定
性条件,将区间观测器设计转化为一个可以用半定规
划方法求解的线性矩阵不等式问题.本文所提出的方
法是一种直接设计方法,不需要进行状态变换即可设
计出区间观测器. 与基于状态变换方法所设计的区间
观测器相比,本文所提出方法的设计与实现过程相对
简单、方便.实际上,基于状态变换的区间观测器设计
方法的性能受R的取值影响很大.若R选得不好,则可
能会得到较差的区间估计结果.因此,如何选取矩
阵R是基于坐标变换的区间观测器设计中的重要问

题,但迄今为止,文献中对此问题还没有一个系统有
效的解决方案.本文所提出的方法是一种直接设计法,
不存在参数选取困难的问题.需要指出的是: 本文只
考虑了最基本的观测器收敛问题,实际上我们还可以
利用极点配置或H∞设计等方法进一步优化区间观测

器的性能,这可作为将来的研究工作之一.
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