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摘要:针对柔性关节机器人在非完全状态反馈条件下的轨迹跟踪控制问题,本文提出一种基于虚拟分解控制
(virtual decomposition control, VDC)理论和扩展卡尔曼滤波(extended Kalman filtering, EKF)观测的控制方法. 首先,
考虑模型参数的不确定性和外界扰动因素,分别设计刚性连杆子系统和柔性关节子系统的虚拟分解控制律.然后,
为突破现有VDC方法依赖于全状态反馈测量的局限,设计一种基于EKF的间接状态观测器,实现了仅需电机侧位置
和速度测量而不需连杆侧任何状态信息测量的闭环控制.此外,结合虚拟稳定和李雅普诺夫稳定理论给出了严格的
系统稳定性证明. 最后,实例对比仿真验证了所提出控制算法的有效性,且相比于基于传统拉格朗日整体动力学的
典型算法,具有更优的轨迹跟踪性能.
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Virtual decomposition control for flexible-joint robot manipulators
with extended Kalman filtering
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Abstract: A general control approach based on virtual decomposition control (VDC) and extended Kalman filtering
(EKF) is proposed in this paper, to realize trajectory tracking control for flexible-joint robot manipulators via non-full-state
feedback. First, considering parametric uncertainties in robot model and external disturbances, virtual-decomposed control
law for rigid-link subsystems and flexible-joint subsystems are designed, respectively. Then, to break through the limitations
that the existing VDC method always needs full-state feedback, an EKF based indirect state observer is presented, to make
the closed-loop control with only position and velocity measurements from the motor side of each joint, and without any
state measurements from the link side. In addition, strict stability analysis of the system is given according to the theory
of virtual stability and Lyapunov stability. Finally, simulation example verifies the effectiveness of the proposed approach,
and comparison results show its superior tracking performance than the other typical controller based on the traditional
Lagrange integrated dynamic model.
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1 引引引言言言(Introduction)
一般使用了诸如谐波减速器、同步带或液压伺服

系统等驱动装置的机器人,其关节处都会存在不同程
度的柔性[1]. 该特征将降低系统模型的带宽和结构固
有频率,增大机器人本体结构的激振频率和弹性震动
幅度,严重影响作业的精度且易导致控制系统发散.

近些年来,伴随着柔性关节机器人愈发广泛地得
到应用,以其为对象的控制问题的研究逐渐成为相关
学术领域的热点[2–9]. Spong首次提出了柔性关节的简
化弹簧阻尼模型[2],并引入了积分流和奇异摄动理论
将柔性关节机器人分解成快、慢两个子系统.基于该
简化弹簧阻尼模型,文献[3–4]各自提出一种针对柔性
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关节机器人的基本PD控制器. 文献[5]基于无源性理
论研究了柔性关节机器人的位置、力矩和阻抗控制问

题.文献[6]针对柔性关节机器人关节驱动器力矩输出
受限的问题,提出一种饱和PD控制器. 文献[7]对具有
柔性关节的空间机器人的动力学和控制问题做了专

门的探讨. 文献[8]较系统地分析了关节的柔性特性对
机器人动态性能的影响.文献[9]则特别针对具有时滞
的柔性关节机器人进行了自适应位置和力控制研究.

不难发现,包括文献[2–9]在内的几乎所有针对柔
性关节机器人的研究,都是基于功能平衡原理建立的
拉格朗日高阶整体动力学模型,且相应的控制算法在
计算效率方面存在固有的缺陷.有研究指出[10],基于
拉格朗日整体动力学模型的控制算法的计算量大约

与机器人自由度数量的四次方成正比. 因此自由度数
越多,机器人动力学的复杂性和所涉计算量就增长地
越快. 该问题严重影响了算法的实时性,大幅降低了
控制系统的工程可实现性. 同时,奇异摄动法作为在
拉格朗日整体动力学领域被公认的一种行之有效的

控制方法,也仅适用于弱柔性关节机器人[2, 11].

值得关注地是, Zhu等人针对高自由度机器人系统
的建模和控制提出一种基于虚拟分解控制(virtual
decomposition control, VDC)的新理论[10],为突破上
述限制提供了一定的可行性. 该理论方法的核心思想
是,将机器人本体中的单个结构元件(连杆或关节)作
为独立的子系统分别建模,每个子系统通过力、力矩
构成的“力”元素与线速度、角速度构成的“速

度”元素关联相邻的子系统,并通过虚拟功率流(virt-
ual power flow, VPF)描述相邻两个子系统间的动力学
关系.和基于拉格朗日整体动力学模型的方法相比,
该方法所涉及的计算量仅与子系统的个数(或自由度
数)成正比,效率大幅提高. 作为一种完全独立于传统
拉格朗日整体动力学体系之外的新方法,目前与之相
关的研究甚少. 文献[12]基于VDC实现了机器人力、
位混合控制,文献[13–14]分别将VDC引入模块化机
器人和液压驱动型机器人的运动控制中. 文献[15]应
用VDC实现了机器人的自适应阻抗控制和碰撞检测.
另外,在改进VDC的自适应回归矩阵运算方面,文
献[16]提出一种近似函数自适应控制方法.

需要注意地是,受现有的VDC理论的限制,以上
基于VDC的所有控制算法均需以全状态反馈为前提,
但迄今为止,尚未发现VDC框架下针对非完全状态反
馈控制的探讨. 过多的状态反馈传感器会增加引入各
种噪声干扰的入口,进而影响控制的精度.同时,还提
升了控制系统的搭建成本和机器人本体的制造工艺

难度.因此,在实际的柔性关节机器人系统中, VDC闭
环所需的连杆侧位置和力矩通常因缺少相应的传感

器而无法实现物理测量. 考虑柔性关节机器人的复杂
非线性特性,本文将在VDC算法中引入具有良好非线

性观测性能的扩展卡尔曼滤波(extended Kalman filt-
er, EKF)[17–18],来解决闭环控制中部分状态量不可测
的问题.

本文考虑柔性关节机器人系统中存在模型不确

定、外界扰动和部分状态量不可测的情况,设计了一
种基于EKF的虚拟分解轨迹跟踪控制方法. 该方法基
于VDC理论建立了柔性关节机器人中各刚性连杆子
系统和柔性关节子系统的模型,通过自适应策略解决
了模型不确定性和外界扰动的问题.同时,引入EKF
观测手段实现了仅需关节电机侧位置和速度测量的

非完全状态反馈轨迹跟踪控制.

2 虚虚虚拟拟拟分分分解解解控控控制制制理理理论论论(Virtual decomposition
control theory)
当机器人本体的自由度较多时(如具有双臂的人

型机器人),基于传统拉格朗日整体动力学模型的控制
算法的实时性实现就会变得异常困难, VDC理论则有
助于解决该问题.首先,将机器人本体“虚拟分解”成
若干连杆子系统和关节子系统,如图1所示. 然后,针
对每个子系统单独建模和设计控制律以保证整个系

统跟踪误差收敛且呈L2和L∞稳定. 同时,通过引入
VPF描述各个相邻子系统之间的动力学耦合行为.

图 1 串联机器人虚拟分解原理图

Fig. 1 Schematic virtual decomposition of a serial robot ma-
nipulator

下面给出一些本文后续内容将会用到的VDC理论
相关定义和引理[10]:

定定定义义义 1 在坐标系{A}中,虚拟功率流(VPF)表
示为广义速度误差向量与广义力误差向量的内积,即

pA =
(
AVr − AV

)T (
AFr − AF

)
, (1)

其中: AV =[AvT AωT]
T
和AF =[AfT AmT]

T ∈
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R6, Av, Aω, Af和Am ∈ R3分别为定义在坐标系{A}
上的三维线速度、角速度、力和力矩列向量, AVr

和AFr分别对应
AV和AF的需求值.

广义速度和广义力之间的转换满足:
βV =αUT

β
αV , (2)

αF =αUβ
βF , (3)

其中: α和β是同一个刚体上的两个坐标系, αUβ ∈
R6×6为两个坐标系的变换矩阵.

注注注 1 VPF在VDC中有着重要作用,它是各相邻子系

统间的动力学耦合“介质”,且相邻子系统在剪切点(见定义2)

处的VPF大小相等、方向相反.

定定定义义义 2 剪切点是概念上虚拟分割刚体的位置,
如图1所示. 在剪切点处,分割后两部分刚体的广义力
向量F和广义速度向量V保持相同的位置、大小和方

向.被剪切点分割的两部分刚体中,若其中一部分刚
体向另外一部分刚体施加广义力F ,则剪切点相对这
一部分刚体称为“主剪切点”,相对应的对于另一部
分刚体则称为“从剪切点”.

引引引理理理 1 虚拟分解后的子系统虚拟稳定的条件

是存在非负伴随函数

v (t) > 1

2
x(t)

T
Px (t) , (4)

其导数满足

v̇ (t) 6 −y(t)
T
Qy (t)− s (t) +∑

{A}∈Φ

pA −
∑

{C}∈Ψ

pC . (5)

其中: x (t) ∈ L∞和y (t) ∈ L2为虚拟函数, P和Q为

分块对角正定矩阵,
w ∞

0
s (t)dτ > −γs, 0 6 γs 6 ∞,

Φ为包含子系统从剪切点坐标系的集合, Ψ 为包含子
系统主剪切点坐标系的集合, pA和pC为虚拟功率流.

引引引理理理 2 如果被虚拟分解后的所有子系统都呈

虚拟稳定(即满足引理1中的判定条件),则整个系统
是L2稳定和L∞稳定的.

以上关于VDC理论的定义和引理及相应的证明,
详见文献[10].

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
本文在针对柔性关节机器人的VDC方案设计中,

先将机器人本体结构虚拟分解为若干刚性连杆和柔

性关节子系统,考虑模型不确定性、外界扰动和部分
状态量不可测等因素,对各个子系统分别设计控制律.

3.1 控控控制制制目目目标标标(Objective of control)
设计控制器以实现柔性关节机器人所有连杆的实

际位置q (t) ∈ Rn渐进收敛于期望位置qd (t) ∈ Rn,
且假定qd (t) ∈ C3三阶可导. 该控制目标可简述为

∀e (0) ∈ Rn, lim
t→∞

e (t) = 0, (6)

其中连杆跟踪误差e (t) = qd (t)− q (t).

3.2 刚刚刚性性性连连连杆杆杆子子子系系系统统统控控控制制制律律律设设设计计计(Control law des-
ign of rigid-link subsystems)

n自由度串联结构旋转关节机器人刚性连杆子系

统的动力学为[10]

MBi

d

dt
(BiV ) +CBi

BiV +GBi
= BiF ∗, (7)

其中: MBi
∈ R6×6, CBi

∈ R6×6, GBi
∈ R6分别表

示连杆i的惯量矩阵、离心力和哥氏力矩阵、重力矩

阵. BiF ∗ = [Bif∗T Bim∗T

]T ∈ R6为坐标系{Bi}中
作用于第i连杆的“合力”,其中Bif∗和Bim∗分别表

示合力列向量和合力矩列向量.

考虑连杆子系统模型参数的不确定性、负载的变

化以及外部随机扰动等因素,虚拟分解控制律设计中
引入自适应策略.刚性连杆子系统动力学可线性化为

YBi
θBi

def
= MBi

d

dt
(BiVr) +CBi

BiVr +GBi
, (8)

其中: BiVr为对应于
BiV的需求广义速度列向量, YBi

∈ R6×13为回归矩阵, θBi
∈ R13为包含连杆质量、转

动惯量等不确定元素的参数向量.

设计连杆虚拟分解自适应控制律为

BiFr
∗ = YBi

θ̂Bi
+KBi

(BiVr − BiV ), (9)

其中: θ̂Bi
是θBi

的估计值, KBi
∈ R6×6是对称正定

对角反馈增益矩阵. θ̂Bi
通过P函数实时更新[10],即

θ̂Biγ = P
(
sBiγ ,ρBiγ , θ

−
Biγ

, θ+Biγ
, t
)
, (10)

其中: sBi
= Y T

Bi
(BiVr − BiV ), γ = 1, 2, · · · , 13.

关节速度和连杆两端广义速度之间映射关系如下:

Z q̇i =
BiV − TiUT

Bi

TiV , (11)

其中: q̇i表示第i关节速度, Z = [0 0 0 0 0 1]
T.

n自由度柔性关节机器人的广义速度增广向量定

义为Vm = [B1V T B2V T · · · BnV T]
T ∈ R6×n,有

Vm = Tm (q) q̇, (12)

Vmr = Tm (q) q̇r, (13)

其中

Tm (q) =


Z 0 · · · 0

B1UT
B2

Z Z · · · 0

...
...

. . .
...

B1UT
Bn

Z B2UT
Bn

Z · · · Z

 ∈ R36×n.

连杆之间的广义合力关系为

BiF ∗ = BiF − BiUT(i+1)

T(i+1)F , (14)

其中TiF = TiUBi

BiF .
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连杆之间的需求广义力与广义力关系为

BiFr =
BiF ∗

r + BiUT(i+1)

T(i+1)Fr, (15)

其中TiFr =
TiUBi

BiFr.

注注注 2 式(9)描述的连杆控制律表达式有助于提升控制

输入值对实时变化的广义速度误差的敏感性,需求广义合

力BiF ∗
r 设计为基于连杆子系统模型动力学前馈加上广义速

度误差反馈的形式. 在连杆子系统控制律设计中并不需要计

算BiF ∗,将连杆子系统的控制律(9)代入式(15)进行迭代得

到其它连杆子系统的需求广义合力,此需求广义合力将被用

于后续设计关节子系统控制律.广义力的传递方向是从顶端

连杆到底端连杆,广义速度的传递方向反之.

3.3 柔柔柔性性性关关关节节节子子子系系系统统统控控控制制制律律律设设设计计计(Control law
design of flexible-joint subsystems)

n自由度串联结构旋转关节机器人柔性关节子系

统的动力学为

Iiϕ̈i + fiϕ̇+ kf
i (ϕi − qi) = ui + ud

i , (16)

kf
i (ϕi − qi) = τi, (17)

其中: τi = ZT × BiF表示通过第i关节减速器柔轮

传递到输出轴的真实力矩, kf
i > 0是柔轮的刚度系数,

ϕi, ϕ̇i和ϕ̈i分别是电机转子经减速后的角度、角速度

和角加速度, qi是关节位置, Ii是电机转子惯量乘以减
速比平方后的等效惯量, fi是关节摩擦系数, ui是电机

驱动力矩, ud
i ∈ L∞是外部扰动力矩.

设计柔性关节虚拟分解控制律为

u = Iiϕ̈ri + fiϕ̇ri + kϕi
(ϕ̇ri − ϕ̇i) +

τri + kτi(τri − τi), (18)

其中:

q̇ri = q̇di
+ λi (qdi

− qi) , (19)

τri = τodi
+ kpi

(q̇ri − q̇i) + tsi , (20)

tsi = P
(
(q̇ri − q̇i) , kIi , t

−
si
, t+si

)
, (21)

ϕdi
= qi +

τri
kf
i

, (22)

ϕ̇ri = ϕ̇di
+ λqi (q̇ri − q̇i) + λϕi

(ϕdi
− ϕi) +

λτi (τri − τi) , (23)

qdi
和q̇di

分别为期望关节位置和速度, q̇ri为需求关节
速度, τri为需求柔性力矩, tsi为关节需求速度和实际
速度误差的有界积分控制项, ϕdi

和ϕ̇di
分别为期望电

机位置和速度, ϕ̇ri和ϕ̈ri分别为需求电机速度和加速

度. λi > 0, kpi
> 0, λqi > 0, λϕi

> 0, λτi > 0,
kϕi

>0, kτi >0为控制增益.式(20)中τodi
=ZT×BiFr.

式(21)中P函数同(10), kIi > 0为自适应增益, t−si < 0

和t+si > 0为常数.

注注注 3 通过观察可知,连杆控制律(9)和柔性关节控制

律(18)以需求广义力Bi Fr为纽带建立起连杆子系统和关节子

系统控制算法之间的联系.

注注注 4 通过第3.1节和第3.2节两部分可以看出, VDC理

论的核心思想是将整个柔性关节机器人的控制系统设计分解

为若干连杆子系统和关节子系统控制律的设计,完全有别于

传统拉格朗日整体动力学框架下的控制律设计.这一特点使

得基于VDC理论的控制器的计算量仅正比例相关于机器人

的自由度数量,比基于传统拉格朗日整体动力学理论的算法

高效.

4 扩扩扩展展展卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波器器器设设设计计计(Design of extend-
ed Kalman filter)
由刚性连杆子系统控制律(9)和柔性关节子系统控

制律(18)得知,整个闭环控制系统需要测量的变量有
qi, q̇i, q̈i, ϕi, ϕ̇i, τi, τ̇i. 如前述引言部分所提及的噪声
干扰、传感器安装工艺和成本控制等原因, VDC闭环
中所需的连杆侧位置qi、速度q̇i、加速度q̈i、力矩τi和

力矩的变化率τ̇i通常因缺少相应的传感器而无法实现

直接的物理测量. 本文引入EKF手段,通过电机侧的
位置ϕ和速度ϕ̇观测连杆侧的状态q, q̇, τ和τ̇ ,以免除
这些状态量的实时物理测量, q̈则由q̇通过微分计算得

到,考虑微分过程可能会受到噪声的影响,故使用低
通滤波器以滤除高频干扰. 其中:

q = [q1 q2 · · · qn]
T, ϕ = [ϕ1 ϕ2 · · · ϕn]

T,

τ = [τ1 τ2 · · · τn]
T.

由连杆子系统和关节子系统动力学模型以及力和

速度的映射关系,得出n自由度柔性关节机器人虚拟

分解完整动力学模型如下:

T T
m (q)MlTm (q) q̈ + [T T

m (q)MlṪm (q) +

T T
m (q)ClTm (q)]q̇ + T T

m (q)Gl =

kf (ϕ− q) , (24)

Jmϕ̈+ fϕ̇+ kf (ϕ− q) = U , (25)

其中:

Ml = diag {MB1
,MB2

, · · · ,MBn
},

Cl = diag {CB1
,CB2

, · · · ,CBn
},

Gl =
[
GT

B1
GT

B2
· · · GT

Bn

]T
,

Jm = diag {Im1
, Im2

, · · · , Imn
},

kf = diag
{
kf
1, k

f
2, · · · , kf

n

}
,

f = diag {f1, f2, · · · , fn},
U = [u1 u2 · · · un]

T
.

4.1 基基基于于于EKF的的的直直直接接接状状状态态态观观观测测测(EKF based direct
state observer)
参照文献[18]中的EKF直接状态观测方法,定义

状态变量x为

x=
[
xT

1 xT
2 xT

3 xT
4

]T
=[qT q̇T ϕT ϕ̇T]T. (26)
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将式(26)对时间t求导,然后代入式(24)–(25),得到
状态函数f(x) :

f (x)= ẋ=


q̇

M
ϕ̇

J−1
m [U+kf (q−ϕ)−fϕ̇]

 , (27)

其中:

M=−
(
T T
mMlTm

)−1
[(T T

mMlṪm+

T T
mClTm)q̇ + T T

mGl + kf(q − ϕ)].

由式(27)得到状态函数f(x)对状态x的偏微分为

∂f (x)

∂x
= F (t) =


0 I 0 0

F1 F2 F3 0

0 0 0 I

F4 0 F5 F6

 , (28)

其中:

F1 =

−[
∂(T T

mMlTm)

∂q
]−1[(T T

mMlṪm + T T
mClTm)q̇+

T T
mGl + kf (q − ϕ)]− (T T

mMlTm)
−1 [

kf+

∂(T T
mMlṪm + T T

mClTm)

∂q
q̇ +

∂ (TmGl)

∂q
],

F2=−(T T
mMlTm)

−1[
∂(T T

mMlṪm+T T
mClTm)

∂q̇
q̇+

T T
mMlṪm + T T

mClTm],

F3 = (T T
mMlTm)

−1
kf , F4 = J−1

m kf ,

F5 = −J−1
m kf , F6 = J−1

m kf .

定义观测向量h (x)为

h (x) =

[
ϕ

ϕ̇

]
=

[
x3

x4

]
. (29)

观测向量h (x)对状态x的偏微分为

∂h (x)

∂x
= H (t) =

[
0 0 I 0

0 0 0 I

]
. (30)

最后,将式(27)―(30)代入EKF表达式(31)―(33):

˙̂x = f (x̂,U) +L (t) [y (t)− h (x̂)] , (31)

Ṗ (t) = F (t)P (t) + P (t)F T (t) +

Q (t)−L (t)H (t)P (t) , (32)

L (t) = P (t)HT (t)R−1 (t) , (33)

其中: x̂为x的估计值, y(t) = h(x)为输出, Q(t)和

R(t)分别为过程噪声和测量噪声的协方差, L(t)为卡

尔曼增益, P (t)为状态x下的协方差.

由式(28)可见,基于EKF的直接状态观测设计中,
雅可比矩阵F (t)的计算因涉及状态函数f(x)对q和

q̇的偏微分而非常复杂. 因此,为简化EKF观测器的设

计,提高其工程应用的可行性,本文将在接下来的部
分提出一种基于EKF的间接状态观测方法.

4.2 基基基于于于EKF的的的间间间接接接状状状态态态观观观测测测(EKF based indire-
ct state observer)
以连杆侧力矩τ和力矩的变化率τ̇取代式(26)中连

杆侧位置q和速度q̇,重新定义状态变量为

x = [τT τ̇T ϕT ϕ̇T]T = [xT
1 xT

2 xT
3 xT

4 ]
T.

(34)

可得到状态函数f (x)为

f (x) = ẋ =


τ̇

N
ϕ̇

J−1
(
U − τ − fϕ̇

)
 , (35)

其中:

N = kf [−(
(
T T
mMlTm

)−1
+ J−1)τ+

(T T
mMlTm)

−1((T T
mMlṪm+T T

mClTm)q̇) +

T T
mGl) + J−1(U − fϕ̇)].

状态函数f (x)对新状态变量x的偏微分为
∂f (x)

∂x
= F (t) =
0 I 0 0

−kf(M−1+J−1) 0 0 −kfJ−1f

0 0 0 I

J−1 0 0 −J−1f

 . (36)

和直接状态观测相比,基于EKF的间接状态观测
使用了τ , τ̇ , ϕ, ϕ̇作为状态变量,令状态函数f(x)中

部分显性含有q和q̇的项成为非显性包含τ和τ̇的项,
从而使得F (t)相应项的偏导数为零,大幅简化了雅可
比矩阵的计算.当通过EKF观测到τ和τ̇之后,再由
式(17)即可得到q和q̇.

5 系系系统统统稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stabilityanalysisofsystem)
由引理1和引理2以及文献[17]可知,柔性关节机

器人整个控制系统稳定的前提是经虚拟分解后的各

个刚性连杆子系统和柔性关节子系统均呈虚拟稳定,
且EKF观测器稳定. 因此,接下来的系统稳定性分析
具体分为如下4个步骤:

步步步骤骤骤 1 刚性连杆子系统的虚拟稳定性证明.

由式(7)–(9)得到
BiF ∗

r − BiF ∗ =

MBi
[
dBiV

dt
− dBiV

dt
] +CBi

(
BiVr − BiV

)
+

KBi

(
BiVr − BiV

)
− Yi (t) (θi − θ̂i).

(37)
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刚性连杆子系统中,选取非负伴随函数为

vLi =
1

2
[
(
BiVr − BiV

)T
MBi

(BiVr − BiV ) +

13∑
γ=1

(θiγ − θ̂iγ)
2

ρiγ
]. (38)

将式(38)对时间t求导,并代入式(37)得

v̇Li =−(BiVr − BiV )TKBi

(
BiVr−BiV

)
+

13∑
γ=1

(θiγ − θ̂iγ)[yiγ (t)
T
(BiVr − BiV )−

˙̂
θiγ
ρiγ

] + (BiVr − BiV )TCBi
(BiVr − BiV ) +

(BiVr − BiV )T(BiF ∗
r − BiF ∗), (39)

其中yiγ ∈ R6表示YBi
的第γ列.

同时,注意到

(θiγ − θ̂iγ)[yiγ(t)
T
(BiVr − BiV )−

˙̂
θiγ
ρiγ

] 6 0,

(BiVr − BiV )TCBi
(BiVr − BiV ) = 0,

CBi
是反对称矩阵,且有(

BiVr − BiV
)T (

BiF ∗
r − BiF ∗) = PBi

− PT(i+1)
,

PBi
和PT(i+1)

为刚性连杆i子系统两端的虚拟功率流,

则由式(39)可得

v̇Li 6−
(
BiVr − BiV

)T
KBi

(
BiVr − BiV

)
+

PBi
− PTi

. (40)

因此,由引理1即可知由刚性连杆子系统(7)和虚
拟分解控制律(9)组成的控制系统是虚拟稳定的.

步步步骤骤骤 2 柔性关节子系统的虚拟稳定性证明.

由式(16)–(18)可得

Ii(ϕ̈ri − ϕ̈i) =

−(kϕi
+ fi)(ϕ̇ri − ϕ̇i)−

(1 + kτi)(τri − τi)− ud
i . (41)

由式(16)和式(22)得到

τri − τi = kf
i (ϕdi

− ϕi) . (42)

柔性关节子系统中,选取非负伴随函数为

vMi =
1

2
[Ii(ϕ̇ri−ϕ̇i)

2
+ kf

i(1 + kτi)(ϕdi
−ϕi)

2
+

(1 + kτi)λqi

t2s
kIi

] > 0. (43)

将式(43)对时间t求导,并将式(17)和式(18)代入,
可得

v̇Mi = Ii(ϕ̇ri−ϕ̇i)(ϕ̈ri−ϕ̈i) + kf
i(1 + kτi)

(ϕdi
− ϕi)(ϕ̇di

− ϕ̇i) + (1 + kτi)λqitsi
ṫsi
kIi

6

−[kϕi
+ fi − (

1

2γ
)2](ϕ̇ri − ϕ̇i)

2 −

(1 + kτi)k
f
iλϕi

(ϕdi
ϕi)

2 −
(1 + kτi)λτi(τri − τi)

2 +

(γud
i )

2 − (1 + kτi)λqikpi
(q̇ri − q̇i)

2 −
(1 + kτi)λqi(q̇ri − q̇i)(τodi

− τi), (44)

其中γ > 0为常数,且满足kϕi
+ fi − (

1

2γ
)2 > 0 .

同时注意到,不等式(44)右边最后一项中有

(q̇ri − q̇i) (τodi
− τi) =

(q̇ri − q̇i)Z
T(BiFr−BiF ) =

PBi
− PTi

,

其中PTi
和PBi

为第i个柔性关节子系统两端的虚拟功

率流.

因此,由引理1即可知由柔性关节子系统(16)–(17)
和虚拟分解控制律(18)组成的控制系统是虚拟稳定
的.

步步步骤骤骤 3 由刚性连杆子系统和柔性关节子系统构

成的柔性关节机器人系统的稳定性证明.

对于整个机器人系统,构造李雅普诺夫函数为各
子系统非负伴随函数之和,即

V (t) =
n∑

i=1

(vLi + vMi ). (45)

由于连杆子系统和关节子系统伴随函数导数中虚

拟功率流项相互抵消为零,得到

V̇ (t)6−
n∑

i=1

(BiVr−BiV )
T
KBi

(BiVr−BiV )−

n∑
i=1

{[kϕi
+ fi − (

1

2γ
)2](ϕ̇ri − ϕ̇i)

2
+

(1 + kτi)k
f
iλϕi

(ϕdi
− ϕi)

2 +

(1 + kτi)λτi(τri − τi)
2 − (γud

i )
2 +

(1 + kτi)λqikpi
(q̇ri − q̇i)

2}. (46)

由文献[19]定理2可知,如果ud
i ∈ L2, q̇d ∈ L∞,

q̈d ∈ L∞, q(3)
d ∈ L∞,则可保证轨迹跟踪误差收敛,

即: q̇r − q̇ → 0, q̇d − q̇ → 0, qd − q → 0.

因此,由刚性连杆子系统和柔性关节子系统构成
的柔性关节机器人系统是李雅普诺夫稳定的.

步步步骤骤骤 4 基于EKF的间接状态观测器的稳定性证
明.

展开f(x)和h(x),得到

f(x)− f(x̂) = F (t)(x− x̂) +φ, (47)

h(x)− h(x̂) = H(t)(x− x̂) + χ, (48)

其中φ和χ是(x− x̂)的二阶(含)以上高阶项.

定义观测误差ζ = x− x̂,通过式(27)(31)(37)和
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式(48)可得

ζ̇ = [F (t)−L (t)H (t)] ζ +φ−L (t)χ. (49)

定义Y为

Y = P−1 (t) . (50)

选取李雅普诺夫函数为

W = ζTY ζ. (51)

由于P (t)正定,则Y亦正定,由此W正定.

对式(51)求导,并将式(33)和式(49)代入,可得

Ẇ = ζT[−Y ṖY + F TY + Y F −

HT(R−1)TH−HTR−1H]ζ +

(ϕ−Lχ)TY ζ + ζTY (ϕ−Lχ) =

−ζT[Y QY +HT(R−1)TH]ζ +

(ϕ−Lχ)TY ζ + ζTY (ϕ−Lχ). (52)

不失一般性地,假定∥φ∥6kφ∥ζ∥2, ∥χ∥6kχ∥ζ∥2,
∥H∥ 6 h̄, pI 6 P 6 p̄I , qI 6 Q, rI 6 R,其中: I

是单位矩阵, kφ, kχ, h̄, p, p̄, q, r均为正常数. 下面将

证明存在正常数σ, ρ和ε使得本文提出的基于EKF的
间接状态观测器呈指数稳定 [17],即

∥ζ (t)∥ 6 σ ∥ζ (0)∥ e−ρt, (53)

其中: t > 0, ζ (0) ∈ Bε (Bε = v ∈ R4n : ∥v∥ 6 ε) .

考虑式(52)中HT(R−1)
T
H项为正定,有

Ẇ 6 [−
q

p̄2
+ (

2kφ
p

+
2h̄kχ
r

) ∥ζ∥] ∥ζ∥2 . (54)

因此,对于任意

∥ζ∥ 6 ε∗ = min(ε,
r pq

4p̄2(rkφ + ph̄kχ)
), (55)

可得

Ẇ (t)6 −
q

2p̄2
||ζ(t)||2 6 −

qp

2p̄2
W (t). (56)

不等式(56)的解为

W (t)6 W (0)e
− qp

2p̄2
t
. (57)

结合式(51),可得

∥ζ(t)∥ 6
√

p̄

p
∥ζ(0)∥ e−

qp

4p̄2
t
, (58)

即在式(53)中

σ =

√
p̄

p
, ρ =

qp

4p̄2
,

亦即基于EKF的间接状态观测器呈指数稳定.

综上所述,步骤1和步骤2分别依据引理1得到了各
刚性连杆子系统和各柔性关节子系统的虚拟稳定性,
步骤3结合引理2完成了整个系统的稳定性证明. 步
骤4证明了基于EKF的间接状态观测器的稳定性. 因

此,整个柔性关节机器人的非完全状态反馈控制系统
的稳定性得证[17–18].

6 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation example)
采用两自由度柔性关节机器人(如图2所示)为仿

真试验对象,其连杆和关节结构参数分别见表1和表2.

图 2 两自由度柔性关节机器人

Fig. 2 A 2–DoF flexible-joint robot manipulator

表 1 连杆结构参数
Table 1 Structure parameters of links

连杆i li / m di / m mi / kg Ioi / (kg·m2)

i = 1 0.5 0.25 10 1.0
i = 2 0.5 0.25 4 0.4

表 2 关节结构参数
Table 2 Structure parameters of joints

连杆i Ii / (kg·m2) fi / (N·m·s) kfi / (N·m·rad−1)

i = 1 2.0 1.0 10000
i = 2 0.5 0.5 10000

在基于EKF的间接状态观测中,假定过程噪声和
观测噪声为常数,取Q = 4I , R = 0.1I ,其中I为单

位矩阵. P的初始值设为P (0) = I .

各连杆期望轨迹设定为

qd =
1

2π

[
sin(2πt)+0.088

sin(2πt)+0.088

]
rad. (59)

仿真试验中,将本文提出的基于VDC理论和EKF
观测的控制器(VDC+EKF)与文献[20]中基于传统拉
格朗日整体动力学的带计算力矩项的PD控制器(CT+
PD)作比较,后者的控制律表达式可写为

U =T T
mMlTmq̈ + (T T

mMlṪm + T T
mClTm)q̇ +

T T
mGl +Kp (qd − q) +Kv (q̇d − q̇) +

Kd(q̇ − ϕ̇). (60)

为使对比尽可能公平,经反复优化调参,选取控制
器“VDC+EKF”参数如表3,其中: 各连杆结构参数
的自适应调整范围设定为其真实值的60%至180%,
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式(9)中KBi
所有对角元素同取为kBi

. 选取控制器
“CT+PD”参数为

Kp = diag{1900, 500},
Kv = diag{500, 150},
Kd = diag{110, 110}.

表 3 连杆和关节控制参数
Table 3 Control parameters of links and joints

连杆i kBi
ρBi1

ρBi2
ρBi3

i = 1 30 50 50 50
i = 2 20 50 50 50

关节i λi kpi kIi t−si t+si

i = 1 20 350 2000 −500 500
i = 2 20 200 2000 −500 500

关节i λqi λϕi
λτi kϕi

kτi

i = 1 0.8 20 0.005 200 0.5
i = 2 0.5 10 0.005 100 0.5

连杆1和连杆2的轨迹跟踪误差曲线分别见图3和
图4,关节1和关节2的输入力矩曲线分别见图5和图6.
两种控制器效果的量化对比见表4,其中引入如下评
判指标.

表 4 两种控制器的比较
Table 4 Comparisons of two controllers

VDC+EKF CT+PD

误差均方根 / rad
e1 0.649 2.20
e2 0.619 1.60
||e|| 0.900 2.72

调节时间 / s
关节1 0.36 1.30
关节2 0.37 1.34

最大力矩 / (N · m)
关节1 46.33 66.20
关节2 14.39 19.64

误差均方根:用来衡量整个作业过程中连杆实际
位置偏离期望位置的误差大小.

RMS[ei(t)] =

√
1

T

w T

0
|ei(t)|2dt, (61)

RMS[e(t)] =

√
1

T

w T

0
∥e(t)∥2dt, (62)

其中T为作业时间.

调节时间: 从初始时刻到连杆的跟踪误差进入
±1.15 × 10−3 rad区间的时长;

最大力矩:控制器瞬时赋予关节驱动器的最大控
制输入力矩值.

由图3–4和表4可以看出,本文提出的控制器(VDC
+EKF)较之基于传统拉格朗日整体动力学的带计算力
矩项的PD控制器(CT+PD),具有更快的动态响应速度

和更短的调整时间,作业全程的误差(误差均方根)和
稳态误差有较大幅度的减小.

同时,由图5、图6和表4可以看出,在期望轨迹的
初始跟踪误差不为零的情况下,本文提出的控制器
(VDC+EKF)在初始时刻附近的力矩振荡较小,且对
应于相同的期望轨迹,力矩输入值更小,其中最大力
矩输入值仅为后者(CT+PD)的70%左右.

图 3 连杆1的轨迹跟踪误差

Fig. 3 Trajectory tracking errors of link 1

图 4 连杆2的轨迹跟踪误差

Fig. 4 Trajectory tracking errors of link 2

图 5 关节1的输入力矩

Fig. 5 Torque inputs of joint 1
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图 6 关节2的输入力矩

Fig. 6 Torque inputs of joint 2

7 总总总结结结(Conclusions)
本文基于VDC理论讨论了柔性关节机器人的轨迹

跟踪控制问题.考虑到模型参数的不确定性与外界扰
动的存在,分别设计了连杆子系统的虚拟分解自适应
控制律和关节子系统的虚拟分解控制律.同时,设计
了一种基于EKF的直接状态观测器,实现了仅需要关
节电机侧位置和速度反馈测量,而不需要连杆侧位
置、速度、加速度、力矩和力矩的变化率反馈测量的

非完全状态反馈的闭环控制,有效降低了混入噪声干
扰的可能性和控制系统搭建的成本. 此外,还给出了
控制系统严格的稳定性证明. 理论分析和实例仿真结
果验证了本文提出的基于VDC理论和EKF观测的控
制器的有效性和优越性.
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