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摘要:针对Markov跳变系统,本文利用去随机化方法将随机跳变系统转化为包含转移速率信息的确定系统,并讨
论系统在给定时间内的控制问题,将特定频段干扰信号的频率信息引入控制器设计,以确保系统满足有限频段性能
指标;同时从时间的角度设计给定时间控制器,使系统状态轨迹在工艺要求的时间内受限运动.所提方案不仅从频
率、时间的尺度对系统频域特性及暂态性能进行综合分析,还充分考虑模态跳变对整体系统性能的影响,为降低现
有设计方法的保守性提供了新的思路. 最后仿真示例验证了所提方法的有效性及优越性.
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Abstract: This paper converts the stochastic Markov jump system into a deterministic system by the derandomization
method and discusses the control issue within the given time interval. Not only the finite-frequency domain performance
is satisfied by introducing the frequency information of external disturbances with specific band into the controller design,
but also the state trajectories are guaranteed to stay within the desired bound in the required time via designing a given-time
controller. The proposed scheme investigates the frequency domain and transient performances of the system from both
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1 引引引言言言(Introduction)
以广义Kalman-Yakubovich-Popov(GKYP)引理为

基础的有限频段控制方法近年来成为控制理论研究

的前沿与热点,使得基于有限频域的正实性[1–3] 控制

及滤波[4–6]、故障检测[7–8]等问题得到了广泛关注,其
中大部分研究成果局限于线性定常系统,鲜有文献涉
及实际工程中更具代表性的混杂系统,如Markov跳变
系统等[9]. 最近文献[10]尝试将GKYP引理推广到Mar-
kov跳变系统,设计控制器使得各子系统满足有限频

段性能指标.由于忽略了转移速率对系统性能的影响,
各子系统满足有限频段性能指标并不意味着整个系

统也同样满足,因此上述方法具有一定的局限性.

为充分考虑转移速率对系统性能的影响,文献
[11–12]将去随机化思想引入Markov跳变系统的研究
中,通过将原跳变系统转化为确定系统,分析了Mark-
ov跳变系统的稳定性分析、极点配置等,为Markov跳
变系统的分析与综合提供了新思路. 另外,实际工程
如生物发酵过程、网络通信系统等,相比于无穷时间
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下系统的渐进稳定性,人们更关心其能否在有限的短
时间内满足暂态要求,即在工艺要求的短时间内使得
系统状态轨迹受限运动[13–15].

综上所述,为了克服文献[10]中所提方法的局限
性,确保整个系统满足有限频段性能的同时,状态轨
迹在给定时间内不超过一定的界限,本文引入去随机
化方法,将转移速率对系统影响纳入考虑范围,为去
随机化后的确定系统设计给定时间控制器,使得系统
具有特定频段的干扰抑制水平,同时状态轨迹在给定
时间内受限运行. 最后通过与已有结果的比较,仿真
示例验证了本文所提方法的优越性.

注注注 1 Rn, Rm, Rq分别为n, m, q维实数向量的集合;

∅表示空集; o(∆t)表示∆t的高阶无穷小; sym (A)表示A+

AT; A⊥表示矩阵A的核空间; E {·}为数学期望值; ⊗为矩阵
的直积; ∗为对称矩阵的对称部分; diag{· · · }表示分块对角矩
阵; λmax(Q)和λmin(Q)分别为矩阵Q的最大和最小特征值.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
在给定完备概率空间(Ω,F, P )下考虑连续时间

Markov跳变系统:

ẋ(t) = A(r(t))x(t) +B(r(t))u(t)+

Bw(r(t))w(t),

z(t) = C(r(t))x(t) +Dw(r(t))w(t),

x(0) = x0, r(0) = r0,

(1)

其中: x(t) ∈ Rn是系统的状态向量, u(t) ∈ Rm是系

统控制输入向量, z(t) ∈ Rq是被控输出向量, w(t)为
有限频段干扰输入, r(t)是系统模态,取值于有限集

S = {1, 2, · · · , i, · · · , s}.

在t时刻, r(t)= i, i∈S; A(r(t)), B(r(t)), Bw(r(t)),
C(r(t)), Dw(r(t))为依赖于模态r(t)的适维矩阵. x0,
r0分别代表系统的初始状态与初始模态. 连续系统的
转移概率定义为

P r{r(t+∆t) = j|r(t) = i} =λij∆t+ o(∆t), i ̸= j,

1 + λij∆t+ o(∆t), i = j,
(2)

其中:

∆t > 0, lim
∆t→0

(
o(∆t)

∆t
) = 0,

λij表示系统从 t时刻时模态 i跳变到t+∆t时刻时模

态j的转移速率,且对于每一模态 i都有
λij > 0,

λii = −
s∑

j=1,i̸=j

λij,
∀i, j ∈ S, i ̸= j. (3)

本文考虑跳变转移速率部分未知情形下的控制器

设计问题,即转移速率矩阵有如下形式:

Λ =


λ11 ? · · · λ1s

λ21 ? · · · ?
...

...
. . .

...

? λs2 · · · λss

 , (4)

其中“?”代表未知元素.对∀i ∈ S,设S=Si
K+Si

UK,
定义

Si
K

∆
= {j : λij为已知转移速率},

Si
UK

∆
= {j : λij为未知转移速率}.

(5)

若集合Si
K ̸= ∅,则可表示为Si

K = {ki
1, k

i
2, · · · , ki

m},
式中m为正整数,满足1 6 m 6 s, ki

j ∈ Z+, 1 6 ki
j 6

s. 此外,记λi
K

∆
=
∑

j∈Si
K

λij .

为简化模型,下文的推理过程将省去中间变量r(t),
当r(t)= i时分别用Ai, Bi, Bwi, Ci, Dwi表示A(r(t)),
B(r(t)), Bw(r(t)), C(r(t)), Dw(r(t)),则系统 (1)可
简写为{

ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) +Bwiw(t),

z(t) = Cix(t) +Dwiw(t).
(6)

为避免跳变过程所具有的随机性而导致各子模态

系统的性能与原系统不等价的情况,本文先对跳变系
统进行去随机化处理,将随机跳变系统转化为包含转
移速率信息的确定系统,具体转化方法如下:

对于集合A ∈ R,相对于参数φ定义如下指示函数

1A:

1A(φ) =

{
1, φ ∈ A,

0, 其他,
(7)

且定义

qi(t) = E
{
x(t)1{r(t)=i}

}
. (8)

对于跳变系统(6),考虑如下状态反馈控制器:

u(t) = Kix(t), (9)

则结合式(6)–(9)可得

dqj(t) = E
{
dx(t)1{r(t)=j} + x(t)d1{r(t)=j}

}
=

E {[(Aj +BjKj)x(t)dt+Bwjw(t)dt]

1{r(t)=j}
}
+ E {x(t)}E

{
d1{r(t)=j}

}
=

(Aj +BjKj) E
{
x(t)1{r(t)=j}dt

}
+

Bwjw(t)dt+
s∑

i=1

λijqi(t)dt =

Ājqj(t)dt+
s∑

i=1

λijqi(t)dt+Bwjw(t)dt,

(10)

其中Āj = Aj +BjKj .
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整理上式可得
dq1(t)

...
dqs(t)

 =


Ā1q1(t)

...
Āsqs(t)

+


λ11 λ21 · · · λs1

...
...

λ1s λ2s · · · λss

×


q1(t)

...
qs(t)

+


Bw1w(t)

...
Bwsw(t)

 . (11)

令
q (t) = (q1(t) · · · qs (t))T,
w̃ (t) = (w (t) · · · w (t))T,

z̃ (t) = (z1 (t) · · · zs (t))T,

则原随机跳变系统(6)可转化:{
q̇(t)=(A+∆A+BK̂)q(t)+Bww̃(t),

z̃(t) = Cq(t) +Dww̃(t),
(12)

其中:

A = diag{A1, A2, · · · , As}+ PT
ΘSi

K
⊗ In,

∆A = PT
ΘSi

UK
⊗ In ,

K̂ = diag{K1,K2, · · · ,Ks},
B = diag{B1, B2, · · · , Bs},
Bw = diag {Bw1, Bw2, · · · , Bws} ,
C = diag {C1, C2, · · · , Cs} ,
Dw = diag {Dw1, Dw2, · · · , Dws} ,

PΘSi
K
=


λ11 0 · · · λ1s

λ21 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 λs2 · · · λss

 ,

PΘSi
UK

=


0 ? · · · 0

0 ? · · · ?
...

...
. . .

...
? 0 · · · 0

 .

注注注 2 基于去随机化方法将原跳变系统等价转化为范

数相同的确定的系统,在研究其相关控制问题,相对于目前已

有的研究方法具有以下两点明显优势: a)可直接利用GKYP

引理解决有限频段控制问题,无需扩展; b)状态空间方程(12)

中不仅显示了大系统A与各子模态系统Ai(i = 1, 2, · · · )之间
的内在联系,还包含转移速率信息,即有效地将跳变过程中的

随机性考虑到控制器的设计中. 因此本文所提方法保守性更

小.

注注注 3 去随机化后, Markov跳变系统的转移速率矩阵

经转置后融合在确定系统系数矩阵中,此时原来跳变系统中

将转移速率矩阵未知元素与未知元素分离的方法不再适用.

考虑到线性系统中若某个参数由已知部分和未知部分构成,

则将未知部分视为整个参数的不确定性,将上述Markov跳变

系统转移速率未知部分视为转化后确定系统的不确定性处

理,描述为∆A = EΣF ,其中E, F为已知矩阵,且ΣΣT = I .

本文的目标为针对特定频段噪声干扰设计控制器

使被控系统满足有限频段性能指标同时在给定时间

内系统暂态性能满足一定要求,故需作如下定义:

定定定义义义 1 对于存在干扰输入的系统(12),若存在
常数c1, c2, T以及正定矩阵R,对t ∈ [0, T ]有下式成

立:

xT(0)Rx(0) 6 c1 ⇒ E{xT(t)Rx(t)} 6 c2,

则称系统(12)相对于(c1, c2, T,R)是有限时间有界的.

定定定义义义 2 对于系统(12),若其传递函数的无穷范
数满足

∥Gzw (jω)∥ϖ1<ω<ϖ2

∞ < γ,

则称该系统满足有限频段H∞性能指标γ.

引引引理理理 1 (见参考文献[16]) 给定对称矩阵Ψ及一

般矩阵E和F ,若Ψ+EΣF+FTΣTET<0, ∀ΣΣT6
I 当且仅当存在常数ε > 0,使得

Ψ + ε−1EET + εFTF < 0 .

引引引理理理 2 (Finsler’s lemma[17]) 对于H ∈ Rn, Γ ∈
Rn×n, Λ∈Rn×m, Λ⊥为任何满足Λ⊥Λ=0的矩阵,以
下各式是等价的:

1) HTΓH < 0, ∀ΛTH = 0, H ̸= 0;

2) Λ⊥ΓΛ⊥T

< 0;

3) ∃µ ∈ Rn,使得Γ − µΛΛT < 0;

4) ∃Φ ∈ Rm×n,使得Γ + ΛΦ+ ΦTΛT < 0.

引引引理理理 3 (Gronwall不等式[17]) 已知v(t)为一个非

负函数,且满足

v(t) 6 a+ b
w t

0
v(s)ds, 0 6 t < T,

那么对于常数a, b > 0,可以得到如下不等式:

v(t) 6 aebt, 0 6 t < T.

引引引理理理 4 (Schur补引理) 对给定对称矩阵

S =

[
S11 S12

S21 S22

]
,

其中S11是r × r的,则以下3个条件是等价的:

1) S < 0;

2) S11 < 0, S22 − ST
12S

−1
11 S12 < 0;

3) S22 < 0, S11 − S12S
−1
22 S

T
12 < 0.

引引引理理理 5 (GKYP引理[18]) 考虑传递函数为

G(jω) = C(jωI −A)
−1
B +D
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的线性系统,给定对称矩阵Π和Ξ ,以下两个描述是
等价的:

1) 有限频段不等式:(
G(jω)

I

)T

Π

(
G(jω)

I

)
< 0.

2) 存在对称矩阵P , Q,且满足Q > 0,且(
AB

I 0

)T

Ξ

(
AB

I 0

)
+

(
C D

0 I

)T

Π

(
C D

0 I

)
< 0.

注注注 4 本文主要是针对中频段干扰信号设计控制器使

被控系统在频域方面满足有限频段H∞性能指标,故取

Ξ =

(
−Qi Pi + jϖcQi

∗ −ϖ1ϖ2Qi

)
,

Π =

(
I 0

0 −γ2I

)
,

ϖc =
ϖ1 +ϖ2

2
,

其中ϖ1, ϖ2分别为中频干扰的上界和下界.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
以下将对转移速率部分未知的连续Markov跳变

系统展开讨论,经过去随机化处理后,本文的目标转
化为针对转化后系统的增广状态设计H∞控制器使系

统状态轨迹在给定时间内受限运动同时满足有限频

域性能指标.

定定定理理理 1 已知给定参数α, γ, ε, T均大于0,且c2>

c1 > 0,若存在对称矩阵M̄ > 0, Q > 0, P̄ > 0,与矩
阵K̄,满足以不等式:

−P̄ M̄ + jϖcP̄ −Q 0

∗ Ψ1 QTE

∗ ∗ −εI

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ I

0 0 0

QTFT Bw QTCT

0 0 0

−ε−1I 0 0

∗ −γ2I Dω
T

∗ ∗ I


< 0, (13)


sym

(
AQ+ BK̄

)
0 QE FT

∗ −αQ̂ 0 0

∗ ∗ −εI 0

∗ ∗ ∗ −ε−1I

 < 0, (14)

c1λ2e
αt − c2λ1 < 0, (15)

R−1λ1 < Q < R−1λ2, (16)

其中:

Q̂ = Q−1 = R− 1
2 Q̃R− 1

2 ,

Ψ1 = sym[AQ+ BK̄]−ϖ1ϖ2P̄ ,

sym[AQ+BK̄]=[AQ+BK̄]+[AQ+BK̄]T,

则系统(12)关于(c1, c2, T,R)是有限时间有界的,且

满足有限频段H∞性能指标∥Gzw(jω)∥ϖ1<ω<ϖ2
∞ < γ,

其控制器增益为K̂ = K̄Q−1.

证证证 首先证明上述条件可保证系统有限时间有

界,取Lyapunov函数为V (q) = qT(t)Q̂q(t),对其求导
可得

V̇ (q) = qT(t){sym[(A+∆A + BK̂)Q̂]}q(t).

对条件(14)左乘右乘diag{Q̂, I, I, I }并结合Schur
补引理可得

sym[(A+ BK̂)Q̂] + εEET +

ε−1Q̂TFTFQ̂− αQ̂ < 0. (17)

由引理1,式(17)可化为

sym[(A+ BK̂)Q̂]+sym(EΣFQ̂)−αQ̂<0, (18)

又∆A = EΣF且结合引理2可得

sym[(A+∆A + BK̂)Q̂]− αQ̂ < 0. (19)

由上式可得

qT(t){sym[(A+∆A+BK̂)Q̂]−αQ̂}q(t)<0, (20)

即

V̇ (q(t)) < αV (q(t)). (21)

对上述不等式两边作0到t的积分并取数学期望可得

E {V (q(t))} < V (q(0)) + α
w t

0
E {V (q(s))}ds.

(22)

由引理3可知,式(22)等价于

E {V (q(t))} < V (q(0))eαt. (23)

上式左端可转化为

E {V (q(t))} = E{qT(t)Q̂q(t)} =

E{qT(t)R 1
2 Q̃R

1
2 q(t)} >

λmin(Q̃)E
{
qT(t)Rq(t)

}
. (24)

右端可转化为

V (q(0))eαt = qT(0)R
1
2 Q̃R

1
2 q(0)eαt 6

λmax(Q̃)qT(0)Rq(0)eαt 6 λmax(Q̃)c1e
αt, (25)

则式(23)可等价于

E{xT(t)Rx(t)} 6 λ2

λ1

c1e
αt. (26)

由上式结合条件(15)可得

E
{
xT(t)Rx(t)

}
6 c2,

即系统(12)关于(c1, c2, T, R)有限时间有界.
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为证明闭环控制系统在有限频段内满足H∞性能

指标∥Gzw (jω)∥ϖ1<ω<ϖ2

∞ < γ,首先对式(13)左乘右

乘diag{Q̂, Q̂, I, I, I, I},可得

−P M+jωcP−Q̂ 0 0 0 0

∗ Ψ2 E F Q̂TBw CT

∗ ∗ −εI 0 0 0

∗ ∗ ∗ −ε−1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I Dw
T

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ I


<0,

(27)

其中:

M = Q̂M̄Q̂, P = Q̂P̄ Q̂, Q̂−1 = R− 1
2QR− 1

2 ,

Ψ2 = sym[Q̂T(A+ BK̂)]−ϖ1ϖ2P.

多次使用Schur补引理,式(27)可化为−P M+jϖcP−Q̂ 0

∗ Φ Q̂TBw+CTDw

∗ ∗ Dw
TDw−γ2I

 < 0, (28)

其中

Φ = sym[Q̂T(A+ BK̂)]−ϖ1ϖ2P +

CTC + εEET + ε−1FTF. (29)

由引理1及∆A = EΣF可知, Φ可等价于

Φ = sym[Q̂
T
(A+∆A + BK̄)]−

ϖ1ϖ2P + CTC. (30)

将式(30)代入式(28)并进行拆分可得0 −Q̂ 0

0 ĀT
Q̂ 0

0 0 0

+

0 0 0

0 Q̂Ā Q̂TBw

0 0 0

+

−P M + jϖcP 0

∗ −ϖ1ϖ2P 0

∗ ∗ 0

+

0 0 0

0 CTC CTDw

0 DT
wC DT

wDw − γ2I

 < 0, (31)

其中Ā = A+∆A + BK̄.

令

Γ = [−I Ā Bw ]
T, Λ = [0 I 0],

Θ̃ =

I 0

0 I

0 0

[−P M + jϖcP

∗ −ϖ1ϖ2P

][
I 0 0

0 I 0

]
+

0 0

C Dw

0 I

[I 0

0−γ2I

][
0 C Dw

0 0 I

]
,

则式(31)可整理为

ΓQ̂Λ+ (ΓQ̂Λ)T + Θ̃ < 0. (32)

由引理2–3可知式(32)等价于

Γ⊥Θ̃Γ⊥T

< 0, ΛT⊥
Θ̃ΛT⊥T

< 0, (33)

其中:

Γ⊥ =

[
ĀT I 0

BT
w 0 I

]
, Λ

⊥
=

I 0

0 0

0 I

 .
将式(33)变形可得

ETΞE + FTΠF < 0, (34)

其中:

E =

[
Ā Bw

I 0

]
, F =

[
C Dw

0 I

]
,

Ξ =

[
−P M + jωcP

∗ −ω1ω2P

]
.

由GKYP引理可得,式(34)等价于(
G(jω)

I

)T

Π

(
G (jω)

I

)
< 0,

GT (jω)G (jω)− γ2I < 0,

即∥G (jω)∥ϖ1<ω<ϖ2

∞ < γ,即系统(12)满足有限频域

H∞性能指标. 证毕.

注注注 5 定理中条件(13 )存在复数矩阵, LMI工具箱无
法直接求解,根据文献[19],求解不等式S1 + jS2 < 0等价于

求解

[
S1 S2

−S2 S1

]
< 0,即将条件(13)转化为

(
S̄1 S̄2

−S̄2 S̄1

)
< 0,

其中:

S̄1 =



−P̄ M̄ −Q 0 0 0 0

∗ Ψ1 QTE QTFT Bw QTCT

∗ ∗ −εI 0 0 0

∗ ∗ ∗ −ε−1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I Dw
T

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ I


< 0,

S̄2 =



0 ϖcP̄ 0 0 0 0

−ϖcP̄ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


.

4 仿仿仿真真真示示示例例例(Simulation example)
为凸显本方法的有效性及优越性,给出以下数值

仿真例子.
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考虑具有如下参数的三模态连续Markov跳变系
统:

A1 =

(
3 −0.8

−1.5 0.81

)
, A2 =

(
1 −0.6

−1.5 1.3

)
,

A3 =

(
0.8 −1.8

−1 4

)
, B1 =

(
1.1

−0.6

)
,

B2 =

(
−0.9

1.2

)
, B3 =

(
−1.2

3.1

)
,

Bw1 =

(
−1.4

1.5

)
, Bw2 =

(
2.2

−1.26

)
,

Bw3 =

(
−1.2

2.3

)
, C1 = (−0.5 0.4),

C2 = (0.1 0.3), C3 = (0.4 −0.3),

Dw1 = 0, Dw2 = 0.1, Dw3 = −0.2,

E = (0.5 0.5), F = (0.2 0.2).

其转移速率矩阵为

Λ =


−0.8 0.1 0.7

? ? 0.2

0.8 ? ?

 .
已知参数假设为

c1 = 1, c2 = 4, R = I2, γ = 2.4,

α = 0.1, T = 10, r0 = 1,

系统初始状态为x0=(0.5 0.5)
T,外部干扰输入为

w(t) = 1.5 sin(2πt),干扰信号频段范围为ϖ1=0.2,

ϖ2 = 10. 由定理1求解所得控制器增益为

K1 = [−2.9968 1.4929],

K2 = [1.1145 − 1.6098],

K3 = [0.7046 − 1.4188].

将所求得的控制器参数代入系统(12),得到系统的状
态响应曲线如图1–3所示. 频域响应曲线如图4所示.

图 1 系统模态跳变图

Fig. 1 The curve of jump modes of system

图 2 开环控制系统状态轨迹图

Fig. 2 The state trajectory of open-loop system

图 3 闭环控制系统状态轨迹图

Fig. 3 The state trajectory of closed-loop system

图 4 闭环控制系统频域响应图

Fig. 4 The frequency domain response curve of closed-loop
system

图1为系统模态跳变图,对比图2与图3可知,开环
系统的状态轨迹超出了给定上界,故不满足有限时间
有界的条件,而施加控制器后,系统状态轨迹在给定时
间内受限运动,即闭环控制系统有限时间有界,以验
证被控系统满足所要求的时域指标.

施加控制器后原跳变系统的频域响应如图4带点
实线所示,图中蓝色方框的左右边界为给定的有限频



1008 控 制 理 论 与 应 用 第 35卷

段,上界为要求满足的性能指标,可以看出,闭环控制
系统对给定频段内的干扰噪声具有抑制作用,即在给
定频段内满足抗干扰性能指标要求;为凸显对比效果,
保持参数不变,采用文献[10]中各子模态均满足频域
性能指标的方法求解的控制器增益代入系统中,所得
闭环控制系统频域响应如图虚线所示,显然闭环系统
在给定频段内不满足性能指标约束;同时从另一角度
证实了跳变系统的有限频域性能与各子模态系统的

并不等价;更进一步地,就本例而言,若要使系统在给
定频段内均满足条件,则文献[10]方法中的至少提高
为4.0,相比之下,去随机化方法的干扰抑制能力提高
了41.3%.

5 总总总结结结(Conclusions)
本文主要考虑噪声干扰的频率特性,采用去随机

化方法研究了转移速率部分未知的连续Markov跳变
系统在给定时间内的有限频段H∞控制问题.针对特
定频段的干扰信号并结合系统的短时间暂态性能,从
时间和频率两个角度综合设计了使得系统状态轨迹

给定时间内受限运动同时具有一定干扰抑制水平的

有限频段H∞控制器. 最后通过仿真结果表明,本方法
不仅满足系统所要求的时域、频域性能指标,更在相
同条件下相比现有方法具有更好的干扰抑制水平,凸
显了所提方法的正确性及优越性. 另外,若转移速率
矩阵中的未知元素越多,所得控制性能越下降,极端
情况下若所有元素都未知,则可利用随机过程来描述
转移速率的分布,因此后续研究可从概率分布角度对
跳变系统进行进一步研究.
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