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摘要:针对受外部干扰和具有结构参数不确定性的柔性卫星系统,为了抑制其振动和避免控制溢出问题,采用
Hamilton变分原理和Euler-Bernoulli梁理论建立了结构无穷维偏微分方程模型,随后基于该无穷维模型设计了带有
干扰自适应律的自适应边界控制对柔性卫星振动进行主动控制,并证明了闭环柔性卫星控制系统解的存在性、唯
一性和收敛性. 最后,仿真结果验证了所设计的自适应边界控制算法的有效性.
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Abstract: To suppress the vibration and avoid the control spillover problem of a flexible satellite system with the
external disturbances and system parametric uncertainties, an adaptive boundary control with disturbance adaptive law is
proposed based on the infinite dimensional partial differential equation model derived by Hamilton’s principle and Euler-
Bernoulli beam theory. Under the designed boundary control, the existence, uniqueness and convergence of the solution
for the closed-loop flexible satellite system are proven. The simulation results illustrate the effectiveness of the proposed
adaptive boundary control.
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1 引引引言言言(Introduction)
带有柔性太阳能帆板的卫星系统被广泛应用于通

讯、遥感和空间探测等领域,柔性帆板在外部干扰的
作用下将产生振动,从而影响卫星系统的性能,甚至
会损坏卫星[1–2]. 因此,为了提高卫星系统的运行性能
和使用寿命,亟需开展对其振动的主动控制研究.

柔性卫星系统具有无穷多个模态,其动力学模型
中的控制方程由无穷维偏微分方程(partial differential
equation, PDE)描述,因此难以直接对其进行控制设
计.传统控制方法采用模态展开法、有限元法和集中
质量法等对无穷维PDE进行降阶处理,随后基于降阶
模型进行控制设计.然而,当仅对有限个关键模态进

行控制时,可能导致控制溢出和模型偏差等问题,而
若增加控制模态数,则又会出现因高阶控制而导致控
制器难以实现的问题[3–4].

近年来,直接基于无穷维PDE模型的边界控制,因
其能避免控制溢出等问题且仅需较少传感/执行器而
被广泛地应用于无穷维系统的主动控制,如柔性臂式
结构[5–7]、轴向移动结构[8–9]、波和热方程[10–11]等,文
献[12]对近年边界控制研究所取得的进展以及将来研
究方向进行了概述. 但是,对于柔性卫星系统的主动
控制,现有研究成果绝大多数都是基于其降阶模型进
行控制设计[1–2, 13–15],而文献[16–17]是仅有少数直接
基于其无穷维PDE模型进行主动控制的研究成果,但
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是它们忽略了未知干扰和系统参数不确定性对主动

控制性能的影响,以及它们虽然讨论了闭环控制系统
的稳定性问题,但未对闭环控制系统解的存在性、唯
一性和收敛性(即适定性)进行讨论.

本文采用Euler-Bernoulli梁式结构建立包含未知
干扰的卫星系统无穷维PDE模型,并直接基于该无穷
维模型,结合Lyapunov直接法、自适应和边界控制技
术,设计了自适应边界控制器对卫星的振动进行主动
控制,利用算法自适应能力补偿控制系统和外部未知
干扰的不确定性,并避免了传统控制方法的控制溢出
等问题.此外,基于所设计控制算法,讨论了卫星控制
系统的适定性和稳定性问题,以及通过数字仿真研究
验证所设计控制算法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)

2.1 动动动力力力学学学分分分析析析(Dynamics analysis)
图1为一类典型的带有柔性太阳能帆板的卫星系

统,坐标XOY的原点O位于卫星中心,卫星本体视为
质量为m的一个质点, l为帆板长度, z(s, t)为帆板振
动偏移量,控制器位于卫星中心且控制输入u(t)指向
Y轴, f(s, t)为作用于卫星系统的分布式干扰, d(t)为
控制器工作时带来的边界扰动.在本文中作如下简写:

(·)(s, t) = (·), ∂(·)
∂t

= ˙(·), ∂(·)
∂s

= (·)′.

图 1 典型的柔性卫星系统

Fig. 1 A typical flexible satellite system

柔性卫星系统两侧帆板为对称结构,因此在本文
中只研究其右侧部分,而左侧部分与之完全相同.采
用Euler-Bernoulli梁式结构对柔性卫星系统建模,其
动能Ek(t)为

Ek(t) =
1

2
mż2(0, t) +

1

2
ρA

w l

0
ż2ds, (1)

其中: ρ和A分别为帆板密度和单位长度面积, z(0, t)
为质点振动偏移量.

帆板弯曲变形导致的势能Ep(t)为

Ep(t) =
1

2
EI

w l

0
(z′′)2ds+

1

2
T

w l

0
(z′)2ds, (2)

其中EI和T分别为帆板的弯曲刚度和张力.

非保守力、阻尼和控制输入所作的功δW (t)为

δW (t) =−
w l

0
γ1żδzds+

w l

0
fδzds+

[d(t)− dsż(0, t) + u(t)]δz(0, t), (3)

其中γ1和ds分别为结构阻尼系数和控制器阻尼系数.

柔性卫星系统运动方程可由Hamilton原理描述为w t2

t1
[δEk(t)− δEp(t) + δW (t)]dt = 0, (4)

其中: δ为变分操作符, t1和t2 (t1 < t2)分别为两时刻.

将式(1)–(3)代入式(4),并运用变分和分部积分可
得卫星系统的控制方程

ρAz̈ + EIz(4) − Tz′′ + γ1ż = f, (5)

∀(s, t) ∈ [0, l]× [0,+∞). 相应的边界条件为
z′(0, t) = z′′(l, t) = 0,

EIz′′′(l, t) = Tz′(l, t),

mz̈(0, t) = EIz′′′(0, t)− dsż(0, t)+

u(t) + d(t), ∀t ∈ [0,+∞).

(6)

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
引引引理理理 1[18] 设z1(s, t), z2(s, t)∈R, ψ> 0, ∀(s, t)

∈ [0, l]× [0,+∞),则有下列不等式成立:

z1z2 6 1

ψ
z21 + ψz22 . (7)

引引引理理理 2 [19] 设z(s, t)为[0, l]× [0,+∞) → R,则
下列不等式成立:

z2 6 z2(0, t) +
w l

0
z2ds+

w l

0
(z′)2ds. (8)

引引引理理理 3 [8] 设z(s, t) ∈ R为定义在z(s, t) ∈ [0, l]

× [0,+∞)上的函数,且满足z′(l, t) = 0,有下列不等
式成立: w l

0
z2ds 6 l4

w l

0
(z′′)2ds+ lz2(0, t). (9)

引引引理理理 4 [18] 设B ∈ Rn×n是一个正定的实对称矩

阵, λmin和λmax分别为其最小和最大特征值,则有

λmin||x||2 6 xTBx 6 λmax||x||2, ∀x ∈ Rn, (10)

其中|| · ||为欧氏范数.

引引引理理理 5 [9] 设任给z = [z1 · · · zi · · · zn]T,其中
zi ∈ C1[0, l], i = 1, · · · , n,则下列不等式成立:

w l

0
z · zdx 6 2lz(0) · z(0) + 4l2

w l

0
z′ · z′ds,w l

0
z · zdx 6 2lz(l) · z(l) + 4l2

w l

0
z′ · z′ds,

max
s∈[0,l]

[z · z] 6 2

√w l

0
z · zds

√w l

0
z′ · z′ds+

z(0) · z(0),

max
s∈[0,l]

[z · z] 6 2

√w l

0
z + ·zds

√w l

0
z′ · z′ds+

z(l) · z(l).
(11)

假假假设设设 1 对于分布式干扰f(s, t)和边界干扰d(t),

存在正常数f̄和d̄,使得|f(s, t)| 6 f̄ , ∀(s, t) ∈ [0, l]×
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[0,+∞)且|d(t)| 6 d̄, ∀t ∈ [0,+∞).

3 控控控制制制设设设计计计(Control design)
在外部未知边界干扰d(t)和分布式干扰f(x, t)、

以及系统结构参数m, EI和ds不确定情况下,本文通
过设计自适应边界控制实现卫星系统(5)–(6)的振动
主动抑制,其中参数和干扰自适应律分别用于补偿系
统参数和边界干扰的不确定性. 为使所设计闭环控制
系统稳定,推出如下自适应边界控制

u(t) = −PΦ̂− k1ua(t) + ud(t), (12)

其中k1为控制增益,系统参数估计向量Φ̂和控制输入
矩阵P分别为

Φ̂ =

 m̂ÊI
d̂s

 , P =

 ż′′′(0, t) + ż(0, t)

−z′′′(0, t)
−ż(0, t)


T

, (13)

其中: m̂, d̂s和ÊI分别为系统参数m, ds和EI的估计.
辅助项ua(t)定义为

ua(t) = z′′′(0, t) + z(0, t) + ż(0, t), (14)

基于鲁棒控制策略[8],设计辅助输入项ud(t)为

ud(t) = − d̂2(t)

d̂(t)|ua(t)|+ ι
ua(t), (15)

其中: d̂(t)为边界干扰的上界d̄的估计, ι为正常数.

设计干扰自适应律为

˙̂
d(t) = −ν

µ
d̂(t) +

1

µ
|ua(t)|, (16)

其中ν和µ为正常数. 并定义干扰估计误差d̃(t)为

d̃(t) = d̄− d̂(t). (17)

系统参数估计误差向量Φ̃定义为

Φ̃ = Φ̂− Φ = [m̂−m ÊI− EI d̂s − ds]
T.

(18)

设计系统结构参数参数自适应律为

˙̂
Φ = ΓPTua(t)− ςΓ Φ̂, (19)

其中: Γ ∈ R3×3为正定对角矩阵, ς为正常数.

注注注 1 边界控制式(12)中输入信号z(0, t)和z′′′(0, t)可

分别由位移传感器和剪力传感器测得, ż(0, t)和ż′′′(0, t)可由

对z(0, t)和z′′′(0, t)用后差分算法计算得到. 本文传感器和

制动器均位于中心体上,所设计控制器只需知道系统边界状

态量,因此需要的传感器数量很少,这样可以减轻卫星所携带

的物体质量,更有利于卫星的运行.

给定候选Lyapunov函数为

V (t) =E1(t) + E2(t) + E3(t)+

µ

2
d̃2(t) +

1

2
Φ̃TΓ−1Φ̃, (20)

其中:

E1(t) =
αγ1
2

w l

0
z2ds+

βT

2

w l

0
(z′)2ds+

βρA

2

w l

0
ż2ds+

βEI

2

w l

0
(z′′)2ds,

E2(t) =
1

2
mu2

a(t) +
κ

2
z2(0, t),

E3(t) =αρA
w l

0
zżds,

(21)

其中α, β和κ为正的权重常数.

引引引理理理 6 由式(20)给定的Lyapunov函数具有如
下上下界:

0 6 λ1[E1(t) + E2(t) + d̃2(t) + ||Φ̃||2] 6
V (t) 6 λ2[E1(t) + E2(t) + d̃2(t) + ||Φ̃||2], (22)

其中λ1和λ2为两个正常数.

证证证 运用引理4可得
1

τmax

||Φ̃||2 6 Φ̃Γ−1Φ̃T 6 1

τmin

||Φ̃||2, (23)

其中τmax和τmin是Γ的最大和最小特征值.

由式(21)中E3(t)可得

|E3(t)|6αρA[
w l

0
z2ds+

w l

0
ż2ds]6π1E1(t), (24)

其中π1 =
αρA

min{αγ1, βρA}
> 0.

选取适当α和β,有

π2 = 1− π1 > 0, π3 = 1 + π1 > 1. (25)

结合式(21)中E1(t)和式(24)可得

π2E1(t) 6 E1(t) + E3(t) 6 π3E1(t). (26)

再由给定的Lyapunov函数式(20)可得

λ1[E1(t) + E2(t) + d̃2(t) + ||Φ̃||2] 6 V (t) 6
λ2[E1(t) + E2(t) + d̃2(t) + ||Φ̃||2], (27)

其中:

λ1 = min[π2, 1,
1

2τmax

] > 0,

λ2 = max[π3, 1,
1

2τmin

] > 0.

证毕.

引引引理理理 7 式(20)给定的Lyapunov函数的时间导
数有如下上界:

V̇ (t) 6 −λV (t) + ε, (28)

其中λ和ε为两个正常数.

证证证 对式(20)求时间导数得

V̇ (t) =Ė1(t) + Ė2(t) + Ė3(t)+

µd̃(t)
˙̃
d(t) + Φ̃TΓ−1 ˙̃Φ. (29)
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对式(21)中E1(t)两边求导,代入控制方程式(5)和
边界条件(6),运用分部积分和引理1可得

Ė1(t) 6βEIz′′′(0, t)ż(0, t) + αγ1
w l

0
zżds−

(βγ1 − βδ1)
w l

0
ż2ds+

β

δ1

w l

0
f2ds, (30)

其中δ1为正常数.

对式(21)中E2(t)两边求导,代入边界条件式(6)和
自适应边界控制律(12)可得

Ė2(t) 6−βEI
2

{[z′′′(0, t)]2 + ż2(0, t) + z2(0, t)} −

βEIz′′′(0, t)[ż(0, t) + z(0, t)] + ι−

(k1 −
βEI

2
− 1

2
)u2

a(t) + d̃(t)|ua(t)| −

(βEI− κ)z(0, t)ż(0, t)− PΦ̃ua(t).

(31)

对式(21)中E3(t)两边求导,代入边界条件式(6),
运用引理3和分部积分,有

Ė3(t) 6αEIz′′′(0, t)z(0, t) + ηlz2(0, t)−

(η − αδ2)
w l

0
z2ds− αγ1

w l

0
żzds−

αT
w l

0
(z′)2ds+ αρA

w l

0
ż2ds−

(αEI− ηl4)
w l

0
(z′′)2ds+

α

δ2

w l

0
f2ds,

(32)

其中δ2为正常数.

对式(20)的右边第4项求导,代入式(16)–(17)并运
用引理1可得

µd̃(t)
˙̃
d(t) 6 −d̃(t)|ua(t)| −

ν

2
[d̃2(t)− d̄2]. (33)

对式(20)的右边第5项求导,代入自适应律式(19)
可得

Φ̃TΓ−1 ˙̃Φ 6 Φ̃TPTua(t)−
ς

2
[||Φ̃||2 − ||Φ||2]. (34)

将式(30)–(34)代入式(29),可得

V̇ (t) 6

−[
βEI

2
− ηl − |βEI− κ|

2
− |β − α|EI

2
]z2(0, t)−

(
βEI

2
− |β − α|EI

2
)[z′′′(0, t)]2 − ν

2
d̃2(t)−

(
βEI

2
− |βEI− κ|

2
)ż2(0, t))− ς

2
||Φ̃||2 −

(βγ1 − βδ1 − αρA)
w l

0
ż2ds−

(k1 −
βEI

2
− 1

2
)u2

a(t)−

(αEI− ηl4)
w l

0
(z′′)2ds−

(η − αδ2)
w l

0
z2ds− αT

w l

0
(z′)2ds+

ν

2
d̄2 +

ς

2
||Φ||2 + ι+ (

β

δ1
+
α

δ2
)
w l

0
f2ds 6

−λ4[E1(t) + E2(t) + d̃2(t) + ||Φ̃||2] + ε, (35)

其中

ε = (
β

δ1
+
α

δ2
)lf̄2 +

ν

2
d̄2 + ι+

ς

2
||Φ||2 > 0.

(36)

适当选取参数α, β, k1, δ1, δ2, κ和η满足下列条件:

βEI

2
− |β − α|EI

2
> 0,

βEI

2
− |βEI− κ|

2
> 0,

λ3=2min[
η − αδ2
αγ1

,
βγ1 − βδ1 − αρA

βρA
,

αEI− ηl4

βEI
,
α

β
] > 0,

λ4=min[
ς

2
,
βEI−2ηl−|β−α|EI−|βEI−κ|

κ
,

λ3,
2k1 − βEI− 1

m
] > 0.

(37)

由式(35)和引理6可得

V̇ (t) 6 −λV (t) + ε, (38)

其中λ =
λ4

λ2

> 0. 证毕.

4 适适适定定定问问问题题题(Well-posed problem)
在本节中,首先基于Sobolev空间对卫星闭环控制

系统解的存在性和唯一性进行证明,随后对解的收敛
性进行分析.

4.1 解解解的的的存存存在在在性性性(The existence of the solution)
H2(0, l)为Hilbert空间,设

Vs =
{
ψ ∈ H2(0, l)|ψ′(0, t) = 0

}
, (39)

且||ψ||Vs
= ||ψ′′||2,则有

Ws =
{
ψ ∈ Vs ∩H4(0, l)|ψ′′(l, t) = 0

}
, (40)

且||ψ||Ws
= ||ψ′′||2 + ||ψ′′′′||2,其中|| · ||p为LP范数.

对控制方程式(5)两边关于ψ ∈ Vs做内积,然后对
其积分可得

γ1
w l

0
żψds−

w l

0
fψds+ EI

w l

0
z(4)ψds+

ρA
w l

0
z̈ψds− T

w l

0
z′′ψds = 0. (41)

根据Galerkin逼近法,则存在z ∈Ws, ∀ψ ∈ Vs使

得方程(41)成立. 考虑Ws的完全正交系中的一个元

素ψj ,其中{z(s, t0), ż(s, t0)} ∈ Span{ψ1, ψ2}. 定义
Wsn = Span{ψ1, ψ2, ..., ψn}, ∀n ∈ N,设χj(t)为 一
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个系数阵,构造函数

zn(s, t) =
n∑

j=1

χj(t)ψj, ∀ψ ∈Wsn,

满足下列逼近方程:

γ1
w l

0
żnψds−

w l

0
fnψds+ EI

w l

0
(zn)(4)ψds+

ρA
w l

0
z̈nψds− T

w l

0
(zn)′′ψds = 0, (42)

相应的初始条件为

zn(s, t0) = z(s, t0), ż
n(s, t0) = ż(s, t0). (43)

常微分方程(42)–(43)在[0, tn)上存在局部解.运用
下列引理,逼近解可以延伸到区间[0, T ], ∀T > 0.

引引引理理理 8
w l

0
żn2ds和

w l

0
[(zn)′′]2ds存在上界.

证证证 选取ψn = żn,考虑如下Lyapunov函数

Vn(t) =V1n(t) + V2n(t) + V3n(t)+

µ

2
d̃2n(t) +

1

2
Φ̃T

nΓ
−1Φ̃n, (44)

其中:

V1n(t) =
αγ1
2

w l

0
zn2ds+

βEI

2

w l

0
[(zn)′′]2ds+

βρA

2

w l

0
żn2ds+

βT

2

w l

0
[(zn)′]2ds,

V2n(t) =
1

2
mun2

a (t) +
κ

2
zn2(0, t),

V3n(t) =αρA
w l

0
znżnds.

(45)

直接应用引理7的证明方法可得

V̇n(t) < −λVn(t) + ε. (46)

将上式两边同时乘以eλt,随后对其积分可得

Vn(t) 6 [Vn(t0)−
ε

λ
]e−λ(t−t0) +

ε

λ
. (47)

由上式可知,存在正常数M使得w l

0
żn2L ds+

w l

0
[(zn)′′]2ds 6M, ∀t ∈ [0, T ]. (48)

证毕.

引引引理理理 9
w l

0
z̈n2(s, t0)ds具有上界.

证证证 取t = t0和ψ = z̈n(s, t0),并将它们代入式
(42)可得

ρA
w l

0
z̈n2(s, t0)ds =

− EI
w l

0
[z(4)(s, t0)]

nz̈n(s, t0)ds−

γ1
w l

0
żn(s, t0)z̈

n(s, t0)ds+

T
w l

0
(zn)′′(s, t0)z̈

n(s, t0)ds+

w l

0
fn(s, to)z̈

n(s, t0)ds. (49)

运用Young’s不等式得

(ρA− 2σ)
w l

0
z̈n2(s, t0)ds 6

EI2

2σ

w l

0
[z(4)(s, t0)]

n2ds+
γ2
1

2σ

w l

0
żn2(s, t0)ds+

T 2

2σ

w l

0
[(zn)′′]2(s, t0)ds+

1

2σ

w l

0
fn2(s, to)ds, (50)

其中σ是正常数.

选择适当的ρA使得ρA− 2σ > 0. 由引理8可知w l

0
żn2(s, t0)ds和

w l

0
[(zn)′′]2(s, t0)ds有上界,又因初

始值z(s, t0)和ż(s, t0)是充分光滑的,则存在非负常
数M1使得w l

0
z̈n2(s, t0)ds 6M1, ∀t ∈ [0, T ]. (51)

证毕.

引引引理理理 10
w l

0
z̈n2(s, t)ds和

w l

0
[ż′′(s, t)]n2ds具有

上界.

证证证 定义τ = T − t. 将t = t+ τ和t = t分别代入

式(42),随后作差,应用引理1和引理5可得
EI

2

d

dt

w l

0
[(zn(s, t+ τ))′′ − (zn(s, t))′′]2ds+

ρA

2

d

dt

w l

0
[żn(s, t+ τ)− żn(s, t)]2ds 6

ϑ2

w l

0
[(zn(s, t+ τ))′′ − (zn(s, t))′′]2ds+

ϑ1

w l

0
[żn(s, t+ τ)− żn(s, t)]2ds, (52)

其中ϑ1和ϑ2为两个正常数.

由式(52)可得

Ψ̇n(t, τ) 6 ϑ3Ψ
n(t, τ) ⇒

Ψn(t, τ) 6 Ψn(t0, τ)e
q3(t−t0), (53)

其中:

ϑ3 = max[
ϑ1

ρA
,
ϑ2

EI
],

Ψn(t, τ) =

ρA
w l

0
[żn(s, t+ τ)− żn(s, t)]2ds+

EI
w l

0
{[zn(s, t+ τ)]′′ − [zn(s, t)]′′}2ds.

(54)

式(53)同时除以τ 2并且取极限τ → 0,有

ρA
w l

0
z̈n2(s, t)ds+ EI

w l

0
[ż′′(s, t)]n2ds 6

[EI
w l

0
[ż′′(s, t0)]

n2ds+

ρA
w l

0
z̈n2(s, t0)ds]e

q3(t−t0). (55)
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由引理8–9,并结合式(55),可得

ρA
w l

0
z̈n2ds+ EI

w l

0
(ż′′)n2ds 6M3, (56)

其中M3为仅依赖T的非负常数.

证毕.

综合上面3个引理,运用Lions-Aubin定理,由式(5)
–(6)描述的卫星系统是有限的,因此在区间[0, T ]上存

在全局解.

4.2 解解解的的的唯唯唯一一一性性性(The uniqueness of the solution)
假设z(s, t)和z∗(s, t)为卫星闭环控制系统的两个

不同解.定义z̃(s, t) = z(s, t)− z∗(s, t),则有z̃(s, t0)
= ˙̃z(s, t0) = 0. 由式(41)得

γ1
w l

0

˙̃zψds−
w l

0
fψds+ EI

w l

0
z̃(4)ψds+

ρA
w l

0

¨̃zψds− T
w l

0
z̃′′ψds = 0. (57)

将ψ = z̃(s, t)代入上式,运用与引理10一样的方
法可得

d

dt
[
w l

0

˙̃z2Lds+
w l

0
(z̃′′L)

2ds] 6

M4[
w l

0

˙̃z2Lds+
w l

0
(z̃′′L)

2ds], (58)

其中M4为正常数. 又因z̃(s, t0) = ˙̃z(s, t0) = 0,运用
Gronwall引理则有z̃(s, t)=0,即为: z(s, t)= z∗(s, t),
∀(s, t) ∈ [0, l]× [0,+∞),因此解的唯一性得以证明.

4.3 解解解的的的收收收敛敛敛性性性(The convergence of the solution)
定定定理理理 1 对由式(5)–(6)所描述的卫星系统,基于

本文设计的自适应边界控制式(12)和假设1,若初始条
件有界,则闭环卫星系统的状态量z(s, t)是一致有界.

证证证 将不等式(28)两边同时乘以eλt得

∂[V (t)eλt]

∂t
6 εeλt. (59)

对上式积分可得

V (t) 6
[V (0)− ε

λ
]

eλt
+
ε

λ
6 V (0)

eλt
+
ε

λ
. (60)

结合引理2和式(21)–(22)可得

z2(s, t) 6 w2(0, t) +
w l

0
z2ds+

w l

0
(z′)2ds 6

ϱ[E1(t) + E2(t)] 6
ϱ

λ1

V (t), (61)

其中ϱ = max[
κ

2
,
αγ1
2
,
βT

2
] > 0.

将式(60)代入式(61),有

|z(s, t)| 6
√

ϱ

λ1

[V (0)e−λt +
ε

λ
] 6√

ϱ

λ1

[V (0) +
ε

λ
]. (62)

进一步有

lim
t→∞

|z(s, t)|6
√

ϱε

λ1λ
. (63)

证毕.

5 数数数字字字仿仿仿真真真(Numerical simulations)
本节将运用有限差分法对式(5)–(6)所描述的柔性

卫星进行数值仿真研究,验证所设计的自适应边界控
制式(12)的有效性,并研究其的动力学响应.卫星系统
结构参数为

ρ = 2700 kg/m3, A = 0.002 m2, m = 100 kg,

EI = 1.2×103 Nm2, γ1 = 10 kg/ms, T = 10 N,

ds = 1 Ns/m, l = 10 m.

卫星系统的初始条件为z(s, 0) = 0.1 s和ż(s, 0) = 0.
外部边界干扰为d(t) = 2 + sin t+ 3sin(3t),外部分

布干扰为f(s, t) = [3 + sin(πst) + 2sin(2πst)]
s

10
.

为进一步验证所设计自适应边界控制式(12)的优
越性,将与如下传统PD边界控制进行仿真比较研究.

uk(t) = kpw(0, t) + kdẇ(0, t). (64)

当选择控制器参数k1 = 200, ι = 10, kp = 400,
kd = 0.01,仿真结果图2给出了卫星系统在无控制作
用时的三维振动图和控制作用下的三维振动图,
图3和图4分别给出了卫星系统的中心处(l = 0 m)和
边界处(l = 10 m)振动偏移量,图5则给出了与之对应
的控制输入. 根据仿真结果可得:

1) 由图2–4可知,无论是本文所设计的自适应边
界控制(12)还是传统PD边界控制(64),它们都能有效
的抑制卫星系统振动偏移量.

2) 由图2–4可知,虽然仅在卫星系统中心处(l =
0 m)布置了控制器/执行器,但整个卫星系统的帆板振
动也都得到了显著抑制,体现了本文所采用边界控制
策略的独特优势.

3) 分别将图2(b)与图2(c)、图3(b)与图3(c)、图4(b)
与图4(c)、图5(a)与图5(b)进行对比可知,相比于传统
PD边界控制(64),本文所设计的自适应边界控制(12)
明显具有更好的抑制效果,即当控制作用约10 s后,卫
星系统的振动偏移量几乎接近于零,而传统PD边界控
制达不到这样的抑制效果.同时,自适应边界控制输
入也在约10 s后趋于平稳,进一步验证了所设计自适
应边界控制的优越性.

4) 对比图3和图4可知,卫星中心处(l = 0 m)振动
的抑制效果显著好于边界处(l = 10 m)振动的抑制效
果,而卫星本体正好位于中心处,其附带设备如摄像
头等都是安装在卫星本体上,因此卫星本体处振动抑
制效果好将直接提升其附带设备的工作性能,如卫星
本体运行平稳将使摄像图像更清晰.
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图 2 卫星偏移量

Fig. 2 Displacements of the satellite

图 3 卫星中心处(l = 0m)的偏移量

Fig. 3 Displacements of the satellite at l = 0m

图 4 卫星边界处(l = 10m)的偏移量

Fig. 4 Displacements of the satellite at l = 10m

图 5 控制输入

Fig. 5 Control inputs

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了受外部干扰和具有系统结构参数不确

定性的柔性卫星系统振动主动控制问题.基于卫星系
统无穷维PDE模型设计了一个带有干扰自适应律的
自适应边界控制器用以抵消外部干扰和卫星振动主

动控制,避免了基于降阶模型设计而导致的控制溢出
不稳定问题,并且所设计的自适应边界控制器无需知
道外部干扰的精确模型,因此给出的控制器具有很强
的鲁棒性. 随后,证明了闭环卫星控制系统解的存在
性、唯一性、收敛性. 最后对本文所设计的控制器进
行数值了模拟仿真研究,验证了控制器的有效性.
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