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摘要:本文研究柔性机械臂的轨迹跟踪和振动抑制问题.首先,利用Lagrange法和假设模态法建立柔性机械臂的
动态模型,进而利用奇异摄动理论得到柔性机械臂的双时间尺度模型. 然后,基于慢时间尺度模型利用滑模控制理
论设计轨迹跟踪控制器;借助于快时间尺度模型利用自适应动态规划设计参数不精确已知情况下的最优振动抑制
控制器;将二者相结合,构造双时间尺度组合控制器,利用奇异摄动理论证明闭环系统稳定. 最后,在MATLAB/
Simulink环境下进行实验,与现有方法相比,本文设计的控制器对柔性振动具有更好的振动抑制效果,跟踪精度更
高.
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Two-time-scale composite control of flexible manipulators
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Abstract: This paper studies the problems of trajectory tracking and vibration suppression of flexible manipulators.
Firstly, the dynamic model of the flexible manipulator is established using Lagrange and assumed-mode method, and a
two-time scale model of the flexible manipulator is obtained by singular perturbation theory. Then, a trajectory tracking
controller is designed based on the slow-time scale model by using sliding mode control theory. An optimal vibration
suppression controller with inaccurate known parameters is designed based on the fast-time scale model by using adaptive
dynamic programming (ADP). A two-time scale controller is formed by combining the trajectory tracking controller and
the optimal vibration suppression controller, and the stability of closed-loop system is proved by singular perturbation
theory. Finally, the performance of the composite controller is verified by simulation in MATLAB/Simulink environment.
Compared with the existing methods, the controller designed in this paper leads to a better vibration suppression effect and
higher tracking accuracy.
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1 引引引言言言

柔性机械臂由于具有质量轻、速度快、成本低、能

耗低等优点被广泛应用于现代工业[1–2]. 柔性机械臂
的运动包括宏观的刚体运动和微观的柔性振动,总体
动态过程易受外界干扰影响,且具有刚柔耦合、非线
性、无限维、时变、模型参数难以准确测量等复杂特

性. 因此,柔性机械臂的运动控制一直是机器人控制
领域的热点难题[3].

柔性机械臂的运动控制包括刚性运动的轨迹跟踪

和柔性振动的抑制[4]. 现有研究成果可以分为两类,
一类是基于柔性机械臂刚柔耦合模型直接设计控制

器,这类方法的优点是充分考虑并利用柔性机械臂动
态特性,可应用传统PID控制[5]、变结构控制[6–7]、鲁

棒控制[8]、神经网络控制[9–10]、模糊控制[11]、自适应

控制[12–13]等方法设计控制器. 缺点是模型结构复杂,
控制器设计过程往往需要主观确定多个参数[14],难以
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获得最优性能,当参数选择不合适时,控制精度低下;
另一类方法是基于柔性机械臂的解耦模型,分别考虑
机械臂的轨迹跟踪和振动抑制.这类方法主要思路是
利用奇异摄动理论对柔性机械臂进行双时间尺度刚

柔耦合分解,在慢时间尺度下设计机械臂刚性运动轨
迹跟踪控制器,快时间尺度下设计机械臂柔性振动抑
制控制器. 模型简单,便于控制器设计.基于慢时间尺
度模型设计轨迹跟踪控制器可参照传统刚性机械臂

控制策略设计,主要包括PID控制[15]、滑模变结构控

制[16–17]等. 关于振动抑制问题,文献[18]设计一种基
于神经网络和扰动观测器的组合学习方法,并利用滑
模控制实现对振动的抑制;文献[19]针对负载变化情
况设计一种间接自适应模糊模型参考控制器,能解决
振动模型参数难以准确测量问题,提高振动抑制效果,
实现对振动的快速抑制;文献[20]提出神经网络控制
方法,克服了对模型参数线性化条件的要求,具有模
型推广能力和很强的鲁棒性.文献[17, 21–22]基于分
解后子系统模型利用线性二次型最优控制方法设计

振动抑制控制器,实验表明该方法控制性能很好,但
前提是系统参数精确已知,如果系统参数误差较大,
控制效果会受到严重影响.因此,研究参数不精确已
知情况下的振动抑制控制器设计方法有重要意义.
本文针对上述问题利用Lagrange法和假设模态

法建立柔性机械臂动态模型,鉴于柔性机械臂具有双
时间尺度特性,利用奇异摄动理论建立柔性机械臂的
双时间尺度模型. 由于柔性机械臂的参数不确定性是
客观存在的,基于滑模控制理论的轨迹跟踪控制器,
对满足匹配条件的参数不确定性和外界干扰具有一

定鲁棒性和抗干扰性[16–17, 23]. 因此,本文基于慢时间
尺度模型,设计基于准滑动模态的滑模变结构控制器,
实现轨迹跟踪控制.由于与机械臂柔性特性相关的参
数随运动过程不断变化,测量过程复杂,且分解后的
振动频率与原系统振动频率存在较大误差,难以求得
精确的快时间尺度模型,完全依赖精确的快时间尺度
模型设计的控制器自适应性较差. 本文通过测量机械
臂弹性振动,利用自适应动态规划 (adaptive dynamic
programming, ADP)设计最优振动抑制控制器. 控制
器设计过程不依赖于系统数学模型,使得控制器设计
简单,自适应性强. 最后,将两种控制器组合在一起实
现对柔性机械臂的轨迹跟踪和振动抑制的双重控制

目标,并证明闭环系统的稳定性. 在柔性机械臂测量
值与实际值存在误差的情况下,仿真实验表明本文设
计的组合控制器具有较好的轨迹跟踪和振动抑制效

果,整体控制精度更高.

2 动动动力力力学学学模模模型型型及及及双双双时时时间间间尺尺尺度度度分分分解解解

本文研究单杆柔性机械臂的运动控制,其结构模
型如图1所示. 柔性机械臂的一端与电机转轴连接,另
一端为自由端,末端负载视为质点.

图 1 柔性机械臂模型图

Fig. 1 Model diagram of flexible manipulator

图1中: X0OY0为地球坐标系, X1OY1为动态坐标

系, m1为柔性机械臂杆质量, m2为末端负载质量, L
为柔性杆长度, u为电机控制转矩, θ为柔性机械臂对
应刚性旋转角度, ω为柔性机械臂在X1OY1坐标系下

任意点对应的弹性形变, S为检测振动的压电传感器.
在Lagrange原理基础上利用假设模态法建立柔性

机械臂数学模型[24]

M

[
θ̈

q̈

]
+

[
Gθ(θ, θ̇, q, q̇)

Gq(θ, θ̇, q, q̇) +Kq

]
=

[
1

0

]
(u+ d), (1)

其中: M为系统质量矩阵;矢量矩阵G包含系统哥氏

力、阻尼力和离心力的非线性项;正定对角阵矩阵K

为系统刚度矩阵; θ为臂杆转角; q为描述柔性形变
ω的广义模态坐标矢量; d为外界干扰,满足|d| < D,
D为正实数.
由柔性臂的特性可知,矩阵M正定[24],记H =

M−1,对式(1)左乘H得到

HM

[
θ̈

q̈

]
+H

[
Gθ(θ, θ̇, q, q̇)

Gq(θ, θ̇, q, q̇) +Kq

]
=

H

[
1

0

]
(u+ d), (2)

式(1)可改写为

θ̈ = −H11(θ, q)Gθ(θ, θ̇, q, q̇)−
H12(θ, q)Gq(θ, θ̇, q, q̇)−
H12(θ, q)Kq +H11(θ, q)(u+d), (3)

q̈ = −H21(θ, q)Gθ(θ, θ̇, q, q̇)−
H22(θ, q)Gq(θ, θ̇, q, q̇)−
H22(θ, q)Kq +H21(θ, q)(u+d). (4)

由于柔性机械臂系统具有双时间尺度特性,利用
奇异摄动理论,引入奇异摄动参数[22]ε = 1/k, k为最
小的刚度系数. 定义K̃ = εK , z = q/ε,则由式(3)和
式(4)可得
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θ̈ = −H11(θ, εz)Gθ(θ, θ̇, εz, εż)−
H12(θ, εz)Gq(θ, θ̇, εz, εż)−
H12(θ, εz)K̃z +H11(θ, εz)(u+d), (5)

εz̈ = −H21(θ, εz)Gθ(θ, θ̇, εz, εż)−
H22(θ, εz)Gq(θ, θ̇, εz, εż)−
H22(θ, εz)K̃z +H21(θ, εz)(u+ d). (6)

为建立慢变子系统模型,令式(6)中摄动参数ε=0,
则有

zs = K̃
−1
H−1

22s[−H21sGθs −H22sGqs+

H21s(us + d)], (7)

其中有下标 s的变量为柔性机械臂系统的慢变分量.
将式(7)代入式(5),得到柔性机械臂慢变子系统模型

J ¨̄θ = us + d, (8)

其中:

J= (−H12sH
−1
22sH21s +H11s)

−1, (9)

H12s, H22s, H21s, H11s为常值矩阵, θ̄为 θ的近似值.
由于电机存在的外界干扰相对于系统动态变化缓慢,
故可认为干扰 d只存在于系统的慢时间尺度模型当

中[25].

考虑到柔性机械臂系统状态变量转角和振动量

q存在多时间尺度特性,引入时间尺度 τ = t/
√
ε,在τ

时间尺度下,慢变量可视为常量[26],即

dθ̄

dτ
=

d2θ̄

dτ 2
= 0,

dzs
dτ

=
d2zs
dτ 2

= 0.

定义新的变量 zf = z − zs,于是,由式 (6)–(7)可得柔
性机械臂快变子系统模型

d2zf
dτ 2

= −H22sK̃zf +H21suf . (10)

根据Tikhonov定理,有

θ = θ̄ +O(ε), (11)

q = ε(zs + zf) + O(ε). (12)

式 (11)和式 (12)给出了分解后子系统与原系统状
态量之间的关系. O(ε)为ε的高阶无穷小.

本文目标是设计控制器实现对柔性机械臂的轨迹

跟踪和振动抑制.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

首先,设计基于准滑动模态的滑模变结构控制器,
实现对柔性机械臂的轨迹跟踪控制.然后,通过测量
机械臂弹性振动,利用自适应动态规划(ADP)设计最
优振动抑制控制器. 最后,将两种控制器组合实现柔
性机械臂轨迹跟踪和振动抑制的双重控制目标,并证
明闭环系统的稳定性.

3.1 轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计

考虑外界干扰的存在,基于慢时间尺度模型设计
轨迹跟踪控制器. 滑模控制对于满足匹配条件的参数
不确定性和外界扰动具有良好的鲁棒性[27–28],因而设
计滑模变结构控制器实现对柔性机械臂的轨迹跟踪.
对于描述刚性运动的慢时间尺度子系统,其动力学模
型为式(8)所示. 定义轨迹跟踪误差

e(t) = θ̄(t)− θd(t), (13)

其中: e(t)为跟踪误差, θd为期望角度信号.设计滑模
函数

s(t) = ce(t) + ė(t), (14)

其中c > 0. 设计滑模变结构控制律

us(t) = J(−cė+ θ̈d − η sgn s)−D sgn s. (15)

定义Lyapunov函数

V =
1

2
s2. (16)

由式(14)可以得到

sṡ = s(cė+
1

J
(us + d)− θ̈d). (17)

由式(8)(13)–(15)(17),得到

V̇ = sṡ =

s(−η sgn s− 1

J
D sgn s +

1

J
d) =

− η|s| − 1

J
D|s|+ 1

J
d · s 6

− η|s| < 0, ∀s ̸= 0. (18)

根据LaSalle不变性原理[28],系统闭环渐近稳定.

定定定理理理 1 慢变子系统式(8)在式(15)设计的滑模
控制律作用下渐近稳定. 即当t→∞时, e→0, ė→0.

为消除滑模抖振对系统影响,使用饱和函数代替
式(15)中的符号函数sgn s. 设计准滑动模态,边界层外
采用切换控制,边界层内采用线性反馈控制,使运动
轨迹限制在理想滑动模态的某一邻域内[28]. 饱和函数
方程sat(s)设计为

sat(s) =


1, s > ∆,

(1/∆)s, |s| 6 ∆,

−1, s < −∆,

(19)

∆为边界层. 控制律(15)改进为

us(t) = J(−cė+ θ̈d − ηsat(s))−Dsat(s).

(20)

3.2 最最最优优优振振振动动动抑抑抑制制制控控控制制制器器器设设设计计计

式(10)给出了描述系统振动特性的快时间尺度模
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型,令

x = [zf żf ]
T, A =

[
0 I

−H22sK̃ 0

]
, B =

[
0

H21s

]
,

则式(10)可化为状态空间表达式

ẋ = Ax+Buf . (21)

设计最优控制律

uf = −Kx, (22)

使性能指标式(23)最小:

J =
w ∞

0
(xTQx+ uT

f Ruf)dt, (23)

其中: Q = QT > 0, R = RT > 0, (A,Q1/2)可观.

当式(21)中A和B不精确已知时,根据文献[29],
可以利用如下算法设计最优控制器.

算算算法法法 1 ADP算法.

第第第1步步步 针对快时间尺度模型,给定初始控制律

uf = −K0x+ κ, (24)

uf ∈ Rm, x ∈ Rn, m=1, n=4. K0是使得系统(21)
稳定的初始增益矩阵, κ为探测噪声,用来增加采集数
据的丰富性. 采集信号计算δxx, Ixx, Ixuf

,直到满足

rank[Ixx, Ixuf
] =

n(n+ 1)

2
+mn, (25)

式中δxx, Ixx, Ixuf
为学习过程中用来收集状态和输

入信息的矩阵. δxx, Ixx, Ixuf
具体为

δxx = [µ(x(t1))−µ(x(t0)) µ(x(t2))−µ(x(t1))
· · · µ(x(tl))−µ(x(tl−1))]

T,

Ixx =

[
w t1

t0
x⊗ xdτ

w t2

t1
x⊗ xdτ · · ·

w tl

tl−1

x⊗ xdτ ]T,

Ixuf
=

[
w t1

t0
x⊗ ufdτ

w t2

t1
x⊗ ufdτ · · ·

w tl

tl−1

x⊗ ufdτ ]
T,

µ(x) =

[x2
1 x1x2 · · · x1xn x2

2 x2x3 · · · xn−1xn x2
n]

T,

0 6 t0 < t1 < · · · < tl,

其中⊗表示克罗内克积.

第第第2步步步 通过式(26)求解Pk和Kk+1, Pk为迭代过

程中求出的Riccati方程正定解, Kk为迭代过程中的

反馈增益矩阵.[
γ(Pk)

vec(Kk+1)

]
= (θTk θk)

−1θTk Ξk, (26)

其中:

θk = [δxx − 2Ixx(In ⊗KT
k R)− 2Ixuf

(In ⊗R)],

Ξk = −Ixxvec(Qk), Qk = Q+KT
k RKk,

γ(Pk) =

[p11 p12 · · · 2p1n p22 2p23 · · · 2pn−1 pnn]
T,

vec(M)表示矩阵M的向量化,即
vec(Mg×h) = [m11 m21 · · ·m1h m2h · · ·mgh]

T.

第第第3步步步 令k ← k+ 1,迭代求解Pk和Kk+1,直到
满足∥Pk − Pk−1∥ 6 α, α > 0,如果条件不满足,返
回第2步.

第第第4步步步 令K∗ = Kk,得到

uf = −K∗x (27)

作为最优控制律.

根据文献 [30],当给定初始增益K0能够使系统

(21)稳定,且x可测时,利用上述ADP算法,经过迭代
后,能够得到最优控制律K∗,且能够保证闭环系统渐
近稳定. 然而,这里的变量x不能直接测量,根据式
(12), x ≈ [q/ε− zs q̇/ε− żs]

T,这表明通过测量获得
的振动量能够获取x的近似值.

定定定理理理 2 令x = [q/ε− zs q̇/ε− żs]
T,利用基于

ADP的最优控制器设计算法,经过迭代后能得到最优
控制器K∗,所得闭环系统(10)渐近稳定.

3.3 双双双时时时间间间尺尺尺度度度组组组合合合控控控制制制器器器设设设计计计

本节基于奇异摄动理论,设计滑模变结构控制与
最优振动抑制控制相结合的双时间尺度控制器. 将控
制律(20)与(27)组合得到

u(t) = us(t) + uf(t), (28)

其中: us实现对柔性机械臂的轨迹跟踪控制, uf实现

对柔性机械臂的振动抑制.图2为组合控制结构图.

图 2 组合控制器结构图
Fig. 2 Structure diagram of the composite controller

式(11)和式(12)给出分解后子系统与原系统状态
量之间的关系.结合图2可以看出,柔性机械臂实际旋
转角度可近似为机械臂刚体运动位置信息,因此,在
慢时间尺度下,可直接利用柔性机械臂实际角度信号
设计轨迹跟踪控制器. 同样的,描述柔性机械臂振动
特性的模态位移同样可直接从原系统测量获得,基于
柔性机械臂系统振动量输出可以获得快子系统状态

近似值,利用ADP设计最优振动抑制控制器.
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双时间尺度控制器 (28)能够使慢、快时间尺度子
系统都渐近稳定,根据奇异摄动理论[31]和Tikhonov定
理[32],组合控制器能够使原系统闭环稳定.

定定定理理理 3 原系统(1)在双时间尺度控制器(28)作
用下是渐近稳定的.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

本节在MATLAB环境下进行仿真实验,柔性机械
臂参数的实际值和测量值如表1所示,仿真实验中充
分考虑参数不确定性(假设实际参数和测量参数有一
定偏差)对系统影响.选取理想跟踪轨迹为 θd =

tanh t.

表 1 柔性机械臂参数
Table 1 Parameters of the flexible manipulator

物理参数/单位 实际值 测量值

长度/m 1.2 1.1
横截面积/mm2 240 248

电机转动惯量/kg ·m2 1.0 1.0
臂杆密度/(kg ·m−3) 7.8× 103 7.8× 103

弯曲刚度/N ·m3 1.44× 103 1.5× 103

末端质量/kg 1.0 1.0

由于高阶模态在柔性机械臂的振动模态中所占的

比重较小,因此选取前两阶模态来描述机械臂的振动
特性[8]. 为验证本文设计的振动抑制控制器的性能,
本文把基于ADP算法设计的最优振动抑制控制器与
现有典型的模糊控制器(fuzzy logic controller, FLC)[33]

和基于模型参数设计的线性二次型 (linear quadratic
regulator, LQR)控制器[34]实验结果进行对比分析.

根据文献[33]设计模糊振动抑制控制器(控制器设
计具体设计过程见文献[33]). 根据文献[34]中LQR设
计方法设计振动抑制控制器,利用表1中柔性机械臂
参数测量值,选取评价矩阵Q=diag{1, 0.1, 1, 0.1},
R = I ,得到最优反馈增益K̂ = [−0.1084 − 0.6578

0.1293 0.1856].

为应用本文方法,首先基于慢时间尺度模型,设计
式(20)所示的滑模变结构控制律,参数为c = 12, η =

0.5, ∆ = 0.2. 在保证慢子系统稳定基础上,基于测量
得到的柔性机械臂振动量,利用算法1设计最优振动
抑制控制器,选取前面所得反馈增益矩阵K̂作为初始

反馈增益矩阵,即K0 = K̂,评价矩阵Q = diag {1
0.1 1 0.1}, R = I ,采样时间T = 0.001 s.

图3–4给出求解振动抑制控制器最优值的迭代过
程. Kk为状态反馈矩阵, Pk为Riccati方程的解. 从图
中可以看出,经过2次迭代后,振动抑制控制器能够收
敛到最优值.最终的最优反馈增益矩阵为K∗ =

[−0.1161 − 0.6276 0.1261 0.1272].

图5给出柔性机械臂在组合控制器作用下的运动
轨迹. 从图中可以看出,利用本文设计的基于准滑动
模态的滑模变结构控制与基于ADP最优控制相结合
的组合控制器能够实现对柔性机械臂的实时跟踪控

制,跟踪速度快且跟踪误差小. 同时,通过局部放大图
对比可以看出,当系统到达稳定状态之前,相对于其
他两种控制器,在本文设计的组合控制器作用下柔性
机械臂跟踪误差较小,跟踪响应速度快;当系统到达
稳定状态之后,基于ADP和LQR设计的组合控制器轨
迹跟踪误差明显小于基于FLC设计的组合控制器.

图 3 Pk收敛到最优值P ∗迭代过程

Fig. 3 Convergence of Pk to its optimal value P ∗ during

the learning process

图 4 Kk收敛到最优值K∗迭代过程

Fig. 4 Convergence of Kk to its optimal value K∗ during

the learning process

图 5 组合控制器作用下的位置跟踪曲线
Fig. 5 The curve of position tracking under the action of

composite controller
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利用模态位移欧式范数能够将前两阶模态整合在

一起描述柔性机械臂整体振动情况,更加直观对比出
振动量、抑制快慢之间的差别.因此,图6给出不同振
动抑制控制器作用下,柔性机械臂的模态位移欧式范
数曲线.从图中可以看出,在模糊振动抑制控制器作
用下,柔性机械臂模态振动位移能够得到抑制,但抑
制过程振幅较大,且振动频率过高,较大的振动频率
会对电机造成损坏.与LQR控制器相比,在本文设计
的控制器作用下,柔性臂振动抑制速度更快,约为
1.15 s,而在LQR控制器作用下,系统稳定时间约为
1.35 s. 利用从原系统振动信号转换得到的状态变量
设计ADP最优控制器,通过迭代求得系统最优值,能
够减小分解过程与原系统之间的误差,振动抑制效果
更好.

图 6 柔性机械臂模态位移欧式范数曲线
Fig. 6 Trajectory of the Euclidean norm of the modal

displacement of the flexible manipulator

5 结结结论论论

本文利用Lagrange法和假设模态法描述柔性机械
臂的动力学方程. 根据奇异摄动理论将模型分解为描
述刚体运动的慢时间尺度模型和描述柔性变形的快

时间尺度模型. 针对慢时间尺度模型,由于参数不确
定性客观存在,加上外界扰动对系统影响,本文设计
基于准滑动模态的滑模控制器,实现轨迹跟踪控制.
在快时间尺度下,当模型参数不精确已知,利用自适
应动态规划设计振动抑制控制器,实现对机械臂的柔
性振动抑制.通过相关理论证明,本文设计的组合控
制器能够使系统稳定. 仿真实验中考虑了系统参数测
量值与实际值之间的偏差,实验结果表明,与已有的
控制方法相比,本文所提出的方法具有更好的振动抑
制效果,控制精度更高.
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