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摘要:研究囚徒困境中促进合作演化的控制设计及控制下的合作演化路径问题.基于标签捐赠机制,设计对个体
贴标签的规则,增加个体的认知能力,协助个体决策. 建立反馈控制下的合作演化动态模型,分析贴标签控制促进
合作演化的实现途径,论证容许控制上界与控制效果之间的一致性. 通过基于合作识别和基于背叛识别两种控制
的比较,得到两个结论.一是合作率较低时,基于背叛识别的控制更容易促进合作率提升,反之,基于合作识别的控
制则更容易实现. 二是这两种识别方式需要相同的博弈重复次数. 仿真分析各参数和控制上界对控制律设计和合
作演化轨迹的影响.
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Abstract: The problem of designing a control to promote the evolution of cooperation in the “prisoner’s dilemma”
has been investigated and the evolutionary path has been discussed. Design the rules for labeling players as cooperator or
defector based on the “tag-based donation” mechanism to improve players’ cognitive ability and help them decision. The
replicator dynamics restrained by the feedback control to promoting cooperation has been modeled and the approach of
tag-based control to promote the evolution of cooperation has been analyzed. The consistency between the upper bound of
the admissible control and the control effect is demonstrated. By comparing the difference between the controls based on
recognizing cooperation and based on recognizing defection, the following two results have been obtained. One result is
that the control based on recognizing defection is more implementable if the degree of cooperation is low and vice versa.
The other result is that the two controls demand same repeated encounter times. The simulations are employed to analyze
the effects on the controller and trajectories of the replicator dynamics caused by the parameters of the games and the upper
bound of the admissible control.
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1 引引引言言言

合作困境反映个人理性与集体理性的矛盾,在演
化博弈框架下,背叛将战胜合作,造成的结果是群体
平均适应度持续下降,直至合作消亡. 但是,生物学中
的合作是伴随着生命出现而出现的,合作现象广泛存
在. 这种矛盾引发了对支持合作的特定机制的研究,

在《科学》杂志上被列为全世界科学家提出的125个
科学挑战中的25个核心问题之一[1].

Nowak[2]指出,直接互惠[3–4]、间接互惠[5–6]、亲缘

选择[7–9]等机制都可以促使自私的个体放弃自己的利

益而采取合作.由Hamilton原理[7],基于基因相似性
的“亲缘”可以支持合作[8–9]. 在生物界,一些特征可
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以反映亲缘关系,有些弱的甚至具有潜在欺骗性的亲
缘关系以“标签”形式呈现,如“绿胡须”(可继承、
可观察、最初可能具有任意性的某种特征),当个体更
倾向于跟自己的某些特征相似的个体合作时,“基于
标签捐赠”或“绿胡须效应”也能支持合作的进

化[10]. Dawkins演示了“基于标签捐赠”在没有家族
亲缘关系的个体间是如何促进合作的[11]. 近几年,
“基于标签捐赠”依然是研究热点[12–14]. 王龙等研究
了“群内有爱,群外仇恨”的区域利他主义的形成及
其对合作的促进[15].

个体之间发生作用的频率依赖于其策略的现象称

为个体间的一种非均匀连接现象[16],文献[16–17]建
立了囚徒困境演化博弈的非均匀连接模型,并解析分
析了非均匀连接对支持合作的作用.“亲缘选择”机
制和“基于标签捐赠”机制都是通过增加合作与合作

之间相互作用的概率来促进合作的演化. 在重复囚徒
困境博弈中,存在支持合作演化的“直接互惠”机
制[3–4]. 与非均匀连接相比,“直接互惠”机制是通过
个体学习实现合作促进的,条件是博弈以较大的概率
重复进行. 但是,在人类社会的诸多博弈中,两个特定
个体的接触是转瞬即逝的,再次相遇并进行博弈的概
率很低. 当两个个体的博弈行为可以被群体中的其他
个体观察到并在种群中进行宣传时,“声誉”才可能
通过非直接互惠机制促进合作[5–6]. 与声誉机制相比,
“标签”机制可以起到与“声誉”机制相似的促进合

作演化的作用,需要的认知要简单的多. 在生物群体
中,这种“标签”可能是颜色、形状、气味等等;对于
人类社会,“标签”可能是文化、信仰、语言、肤色等.

将群体中的个体视为智能体,把多智能体系统通
过局部信息交换、个体自主决策,最终协同完成任务
的过程可视为一个博弈的过程,各参与者的策略随时
间演变可以达到均衡,实现合作[18–20]. 由于难以获取
个体和环境的全部信息,现有文献较少考虑群体之外
的因素对博弈的反馈和控制.事实上,对于社会组织
中的囚徒困境博弈,政府、行业协会等机构可以成为
合作的推动者[21]. 文献[22–23]对囚徒困境博弈给出
了基于奖励–惩罚设计的促进合作的控制方法.

本文以经济社会中的某些群体(比如物流园区或
双边平台)中的个体(企业或个人)间博弈为背景研究
合作演化的促进机制与控制问题.结合基于标签捐赠
机制、直接互惠机制及间接互惠机制的思想,研究囚
徒困境博弈中促进合作演化的控制问题.在群体形成
初期,由于彼此间缺乏了解、没有信任关系,个体决策
时很少选择合作,如何保护和壮大有限的合作个体是
群体初创期的核心问题;当群体合作率大幅提升之后,
少量的不合作个体对整个群体的运行会造成极为严

重的负面影响,如何驱逐不合作个体,尽早进入合作
稳定状态是各个理性的利害相关者极为关注的问题.

本文以政府、行业协会、集群或平台的运营管理方等

独立的第三方为控制者,通过对个体合作情况的监察,
形成对群体信息的反馈,协助个体选择策略从而促进
合作.

2 “““贴贴贴标标标签签签”””控控控制制制对对对博博博弈弈弈的的的影影影响响响

考察有限大群体Ω中的对称性两个体博弈,设每
个个体的纯策略集为∆ = {C, D},一次博弈的收益
矩阵如下:

C D

C

D

R, R S, T

T, S P, P

 .
(1)

如果式(1)中的收益满足如下条件:

T > R > P > S, (2)

则称该博弈是囚徒困境. 这里: C表示合作, D表示背
叛.

本文假设博弈满足如下的条件:

2R > T + S. (3)

在重复博弈中,如果式(3)不满足,则单纯合作的社会
效率低于双方参与者约定轮流选择合作和背叛,促进
合作演化没有意义.显然,背叛是囚徒困境博弈的占
优策略,没有特殊机制作用时,合作将演化失败,合作
既无法产生(合作无法小概率入侵背叛群体)也无法存
续(小概率背叛策略可以入侵合作策略).

2.1 直直直接接接互互互惠惠惠机机机制制制下下下的的的博博博弈弈弈

在非重复博弈中,收益矩阵(1)描述的博弈有唯一
的均衡(D,D),导致的收益是低效率的(P, P ). 在无
限重复囚徒困境中, Trim-tigger(触发机制)中的个体
的纯策略集为∆1 = {GRIM, ALLD},其中: ALLD
表示永远背叛, GRIM为:第1回合选择合作,而后只要
对方不背叛就继续选择合作,一旦对方背叛,那么他
将永远选择背叛. 设δ为囚徒困境中参与人的贴现因

子(δ是下次博弈中一个单位收益的当前值),则当δ >

(T −R)/(T − P )时, GRIM是子博弈精炼纳什均衡,
合作可以成功演化[24]. 在m次重复囚徒困境博弈中,
GRIM不再是子博弈精炼纳什均衡,但是当m>(T−
P )/(R− P )时,博弈具有2个ESS: GRIM和ALLD.从
演化动力学角度分析,低频率的ALLD不能成功入
侵GRIM,即这样的机制可以实现合作成功演化.
Axelrod[3]指出,在重复囚徒困境中,一报还一报(tit
for tat, TFT)可以促进合作成功演化. 设每个个体的纯
策略集为∆2 = {TFT,ALLD},在无限重复博弈中,
当博弈双方有一定的耐心时,为了避免后面的博弈会
遭到对方的惩罚,博弈双方可能总是选择合作. TFT虽
然不是子博弈精炼纳什均衡,但可以成为某些机制下
的ESS.
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在m次重复囚徒困境中, TFT和ALLD博弈的收益
矩阵与GRIM和ALLD博弈的收益矩阵相同,由此,本
文不区分TFT和GRIM,统称为C,称ALLD为D. 相应
地,对任何时间t,设合作者和背叛者在群体中的占比
分别为x(t)和 y(t),相应的群体状态定义为 z(t) =

(x(t), y(t)). 由于x(t) + y(t) = 1,下面用合作者占群
体的比率x(t)表示群体状态.

在大群体中,如果个体之间的相遇是等概率随机
的,则博弈在两个固定个体之间重复进行的概率极低,
从而合作者几乎总是选择合作,这时本文定义的合作
者几乎等同于ALLC(总是合作).在与D的博弈中,
ALLC将演化失败[3]. 本文设计贴标签控制,以实现2
个目的: 1)促进合作的成功演化,使得合作成为ESS;
2)在控制者对群体合作状态不满意时,提升合作者在
群体中的比率.

2.2 贴贴贴标标标签签签控控控制制制下下下的的的博博博弈弈弈

在经济社会的某些企业集群中发生的囚徒困境博

弈,由于群体中的个体数量庞大,个体之间的相互作
用不固定,中小企业的信誉形成与传播也很难自发进
行. 在这种情况下,集群中公正的第3方可以扮演企业
行为信息的搜集、发布等角色,以一种相对高效率的
方式促进成员企业的相互识别.比如物流园区中的园
区经营者和平台推广者、政府派出的园区管委会或园

区中的行业协会等都有可能发挥类似作用. 鉴于此,
本文假设集群中存在控制方,在外部集中控制背景下
分析集群成员合作演化过程,并评价控制实施效果.

定定定义义义 1 控制方:指独立于博弈群体之外,能够
识别群体中的部分或全部个体在已经发生的博弈中

的策略选择,并通过将识别结果传递给群体中的所有
个体影响其在后续博弈中的策略选择的人或组织.

定定定义义义 2 贴标签控制:控制者定期监察一次博弈
中的个体策略选择并将监察结果作为个体分类标签

贴给个体,这种通过贴标签行为决定个体策略的控制
称为贴标签控制.

这种对个体定期贴标签的控制造成博弈中的个体

策略选择按阶段发生变化,称这样一个阶段的博弈为
一轮博弈,下面给出“一轮博弈”的定义.

定定定义义义 3 一轮博弈:称从某次监察开始至本次监
察结束的所有博弈为一轮博弈.

为了更严谨地分析控制策略对囚徒困境中合作演

化所起的作用,本文做以下假设.

假假假设设设 1 博弈轮数假设: 博弈轮数无限,每一轮
博弈中的博弈次数为m+ 1(m ∈ N)次.

假假假设设设 2 复制动态假设: 群体状态的演化按复制
子动态进行,个体复制发生在当前一轮博弈后,下一
轮博弈开始前,个体收益指一轮博弈的总收益,不考

虑个体的迁入和迁出.

假假假设设设 3 均匀连接假设: 每一次博弈中个体相遇
是均匀的,即博弈双方在群体中等概率随机配对,两
个个体连续相遇两次的概率为0.

假假假设设设 4 贴标签假设: 在每一轮博弈中,控制者
对第1次博弈的过程和结果以一定的概率识别,一个
合作者被识别的概率为α(0 6 α 6 1),控制者在第2
次博弈开始前给识别到的合作者贴上标签,这种标签
携带到本轮博弈的后m次博弈中,背叛者不会被贴上
标签.

在一轮博弈中,贴标签后群体Ω由2个子群组成:
贴上标签的个体组成的子群Ω1和未贴上标签的个体

组成的子群Ω2, Ω1 ∪Ω2 = Ω, Ω1 ∩Ω2 = Φ,这里Φ

表示空集. 一轮博弈中,贴标签之后至本轮博弈结束,
Ωi(i = 1, 2)不变.个体复制和下一轮博弈的贴标签行
为导致Ωi(i = 1, 2)发生改变.按照复制规则,合作者
复制的子代依然是合作者,背叛者复制的依然是背叛
者,与是否被识别无关.

用“Y”表示“贴标签”,“N”表示不“贴标

签”. 贴标签完成了从博弈群体Ω到{Y, N}的映射
σ : Ω→{Y,N}. 当贴标签的概率α = 1时, σ(C) =

Y , σ(D) = N ;当0 6 α < 1时,有
p {σ(C) = Y } = α,

p {σ(C) = N} = 1− α,

p {σ(D) = N} = 1,

(4)

这里p{·}表示事件{·}发生的概率.

假假假设设设 5 贴标签下的策略选择:在每轮博弈的
第1次博弈中,合作者选择合作,背叛者选择背叛. 其
后的m次博弈中,个体可以观察到自己是否被贴上标
签,也可以观察到其他个体是否被贴上标签,当且仅
当2个个体都来自子群Ω1时,他们选择合作,其他情
况下2个个体都选择背叛.

由假设3,贴标签控制不影响2个个体发生博弈的
概率,但影响个体的策略选择,具体分析见本文第3部
分. 假设4和5是基于合作识别的贴标签规则,本文
第5部分将讨论基于背叛识别的贴标签规则.

由假设5,在每轮博弈中,从第2次博弈开始,策
略对(C,C)和(D,D)出现的频率分别为(αx)

2
和1−

(αx)2,策略对(C,D)和(D,C)不再出现. 由上面的讨
论可知,第i轮第j次博弈中各策略收益与总体状态

x(t)、贴标签后的Ωi(i = 1, 2)及博弈次数j有关,与
博弈轮数i没有关系.记一轮博弈中合作的总收益为
wC(x),背叛的总收益为wD(x),则

wC(x)=[R+α2m(R−P )]x+mP+S(1−x), (5)

wD(x)=Tx+mP+P (1− x). (6)
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基于以上假定的贴标签控制原理如图1所示.

图 1 贴标签控制规则

Fig. 1 The principle of tag-based control

由假设3,贴标签控制下的个体收益(5)–(6)相当于
如下一轮博弈的收益矩阵:

C D

C

D

mα2(R− P )+R+mP S +mP

T +mP (m+ 1)P

 .

(7)
实际上,一轮博弈的后m次博弈中个体选择服从假

设5规定的策略选择规则,收益矩阵(7)中的收益aij不

再是策略对(i, j)下的i策略收益[16–17]. 使用收益矩
阵(7)的理由如下: 1)合作与背叛在一轮博弈中的收
益wC(x)和wD(x)对状态x(t)线性; 2)在贴标签控制
下,一个合作个体如果进入一个全是合作者或者全是
背叛者的群体中,其在一轮博弈中的期望收益为
mα2 (R− P )+R+mP或者S+mP . 收益T +mP

和(m+ 1)P可以做类似理解.

命命命题题题 1 若个体在每轮博弈中的带标签博弈次

数m、贴标签概率α和博弈收益参数之间满足如下关

系:

mα2 >
T −R

R− P
, (8)

则贴标签控制下,合作是ESS.

证证证 记F (i, j)表示一个i个体进入一个全是j个体

的群体中,其在一轮博弈中的期望收益(i, j = C,D).
由收益矩阵(7), F (C,C)=mα2(R− P ) +R+mP ,
F (D,C)=T+mP . 条件(8)满足时,

F (C,C)>F (D,C).

由文献[25],策略C是正ESS,从而是ESS.

与重复博弈相比,贴标签控制不要求博弈是两个个
体固定配对重复进行,而是指贴标签后的Ωi(i=1, 2)

不发生变化,这里的Ωi(i = 1, 2)在一轮博弈中不发生

变化包含3层含义: 1)群体中的个体不发生死亡和复
制; 2)个体属性不发生变化,从而总体状态不发生变
化; 3)群体的2个子群不发生变化. 所以,本文考虑的
贴标签下的重复博弈满足假设3.

3 贴贴贴标标标签签签控控控制制制对对对合合合作作作演演演化化化的的的促促促进进进途途途径径径

在假设3下,无贴标签控制时,大群体囚徒困境博
弈中几乎不存在重复博弈,从而合作者总是选择合作.
贴标签的概率为α时,一轮博弈的第1次博弈中,策略
对(C,C)和(D,D)出现的概率分别为x2和(1− x)2,
策略对(C,D)和(D,C)出现的概率均为x(1− x). 从
第2次博弈开始的后m次博弈中,策略对(C,C), (D,D)

出现的概率分别(αx)2和1− (αx)2,策略对(C,D)和

(D,C)不再出现. 记t时刻合作对占总策略对的比率

为c(t),则

c(t) =
x2(t) +m [αx(t)]

2

m+ 1
. (9)

由假设4, 0 6 α < 1时, c(t) < x2(t),从而贴标签控
制下博弈中呈现的合作对占总策略对的比率下降,从
这个角度看,贴标签不是促进合作,而是抑制了合作.
下面从两个角度分析贴标签控制是如何通过影响博

弈中不同策略的收益从而促进合作的.

记无贴标签控制时在后m次博弈中合作与背叛的

收益分别为v′jC(x)和v′jD(x).

命命命题题题 2 如果假设1–5成立,则对于任意的贴标签
概率α(0 6 α 6 1)和任意的总体状态x(t) ∈ (0, 1),
在每轮博弈的后m次博弈中,与无贴标签相比,背叛
的收益减小,并且背叛的收益不高于合作的收益,即
vjD(x) < v′jD(x), vjC(x) > vjD(x), j = 2, 3, · · · ,
m+ 1.

证证证 由贴标签作用前的博弈收益矩阵(1)和假
设3知{

v′jC(x) = xR+ (1− x)S,

v′jD(x) = xT + (1− x)P,
(10)

{
vjC(x) = α [αxR+ (1− αx)P ] + (1− α)P,

vjD(x) = P.

(11)

无论贴标签的概率α的大小, vjD(x) < v′jD(x)和

vjC(x) > vjD(x)(其中等号当且仅当α = 0时成立)恒
成立,贴标签控制总是使得背叛的收益相对于贴标签
之前减少,这种贴标签控制能抑制背叛的投机收益并
通过这种抑制实现促进合作.

命命命题题题 3 如果在每轮博弈中贴标签的概率α满足

如下条件:

α >

√
x(R− S) + S − P

x(R− P )
, (12)

则在该轮博弈的后m次博弈中,合作的收益比贴标签
之前增大,即vjC(x) > v′jC(x).

证证证 当式(12)满足时,由收益(10)–(11)可知vjC(x)

> v′jC(x)成立.
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推推推论论论 1 条件(12)不满足时,合作的收益与背叛
的收益都因贴标签控制而减小,但仍然满足vjC(x) >

vjD(x).

条件(12)不满足时,虽然贴标签机制仍然能促进
合作的演化,但是博弈中每个个体的收益都是降低的.
此时,贴标签控制可以视为合作者有代价地对背叛行
为进行惩罚,背叛的损失高于合作者付出的代价并且
实现了vjC(x) > vjD(x).

贴标签控制对一轮博弈中个体总收益的影响不仅

与贴标签的概率α有关,还与总体状态x(t)有关. 记无
贴标签控制时,合作与背叛在一轮博弈中的总收益分
别为w′

C(x), w
′
D(x),下面的2个命题说明贴标签控制

与总体状态对个体收益影响的交互作用.

命命命题题题 4 对于任意的贴标签概率α ∈ [0, 1)和任

意的总体状态x ∈ (0, 1),与无贴标签控制相比,贴标
签控制降低了背叛在一轮博弈中的总收益,即wD(x)

< w′
D(x).

命命命题题题 5 当设置贴标签控制但α = 0时,若x >

(P − S)/(R− S),与无贴标签控制相比,贴标签控制
降低了合作的总收益;否则,贴标签控制增加了合作
的总收益.

命题5说明,当群体的合作率较低时,贴标签控制
本身可以保护合作者,与博弈重复次数及贴标签概率
无关.群体合作率较低时,贴标签可以减少合作被背
叛欺诈的概率,实现有效保护合作.当合作率较大时,
如果管理者设置了贴标签控制,但是执行力太低,
即α太小,则这样的贴标签控制在阻止背叛的同时,也
牺牲了合作以较大比例获得双赢的机会.

4 控控控制制制策策策略略略设设设计计计与与与促促促合合合作作作效效效果果果分分分析析析

4.1 带带带有有有控控控制制制的的的复复复制制制子子子动动动态态态

这里,作者考虑较长一段时间内(或者无限时间跨
度)的博弈行为,通过对α(t)的调整来影响状态变

量x(t),从而协调控制目标的实现情况.

为简化公式,记π=T+S−P −R, π′ = T+ S−
2P ,则假设1–5下,合作的复制动态方程为

ẋ(t) = (−πx+ S − P )(1− x)x+

mt(R− P ) (1− x)x2α2(t). (13)

考虑博弈起始阶段合作与背叛混合存在,即在t = 0时

刻,系统初值为

x(0) = x0, 0 < x0 < 1. (14)

注注注 1 由文献[25],贴标签控制下囚徒困境的ESS与合

作演化动态(13)的稳定平衡点具有一致性: 合作或者背叛

是ESS,对应x = 1或者x = 0是动态(13)的稳定平衡点;合作

与背叛均为ESS,对应动态(13)是双稳定系统.

注注注 2 博弈的ESS的吸引域与合作演化动态(13)的稳

定点的吸引域一致.

注注注 3 虽然博弈各方在无贴标签控制和α(t) = 0的贴

标签控制下的收益不同,但是在忽略时间刻度的情况下,由

式(13),二者具有相同的演化动态. 所以,本文对无贴标签控

制时和α(t) = 0时的合作演化动态不加区别.

4.2 促促促合合合作作作控控控制制制设设设计计计

在每轮博弈中,控制者观察第1次博弈中的合作行
为并将合作者贴上标签,通过控制贴标签概率α,使得
在其后的m次博弈中,一个贴有标签的个体经历合作
对(C,C)的次数均值为mαx. 显然, α越大, c(t)就越
高. 但是,由于α(t)受控制者识别能力和控制成本的

限制,致使控制量α(t)的上界受限,这里假设α(t)的

最大值为M ,则容许控制集合为

Ω

= {α(t) |0 6 α(t) 6 M 6 1} . (15)

定定定理理理 1 对于任意的α(t) ∈ Ω,背叛恒为ESS.

证证证 一个合作个体进入背叛群体时,其收益为
F (C,D),群体中的背叛个体的收益为F (D,D),由收
益矩阵(7), F (C,D)=S+mP , F (D,D)=(m+1)P .
由S < P ,得F (C,C) > F (D,C). 由文献[25],小群
体的合作者不能入侵背叛群体,从而背叛恒为ESS.

虽然引入控制α(t)不能改变背叛是囚徒困境的

ESS这个结果,但是满足一定条件的α(t)可以使得合

作也是ESS,并且可以通过增大α(t)来增加合作在双

稳定系统的吸引域.

定定定理理理 2 如果容许控制(15)的上界M和每轮博

弈的博弈次数m+ 1满足如下条件:

M > M1 =

√
T −R

m(R− P )
, (16a)

m+ 1 > m1 =
T − P

R− P
, (16b)

则存在控制律α(t),使得合作是博弈的ESS.

证证证 设计控制律

α(t) =

√
1

2
(M2 +M2

1 ). (17)

由式(16b), M1 < 1,所以存在M < 1使得式(16a)成
立. 显然,控制律(17)满足α(t) ∈ Ω. 在控制律(17)下,
博弈中的个体收益满足F (C,C) > F (D,C),所以控
制律(17)下合作是博弈的ESS.

在社会经济系统中,控制律是控制者所实施的控
制力相对于时间的函数. 对于集群或双边平台的管理
者来说,控制律是其在主观管理能力范围内实现控制
目标所要求的控制力水平在时间上的反应,它跟控制
能力、控制成本和控制目标紧密相关.

由定理1、定理2知,当容许控制(15)的上界M和

每轮博弈的博弈次数m+ 1满足(16)时,存在控制
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律α(t),使得囚徒困境具有2个纯策略ESS.下面对双
稳定系统(13)的不稳定内点进行讨论,定义并找到入
侵屏障x = r: 设合作的吸引域为{x | r < x 6 1 },
则r 6 1/2时称合作为风险占优策略,此时合作的吸引
域大于背叛的吸引域; r 6 1/3时称合作为优胜策略,
合作的吸引域大于背叛的吸引域的2倍.

定定定理理理 3 如果容许控制(15)的上界M和每轮博

弈的博弈次数m+ 1分别满足如下不等式:

M > M2 =

√
T + P −R− S

m (R− P )
, (18a)

m+ 1 > m2 =
T − S

R− P
, (18b)

则存在控制律α(t),使得合作是博弈的风险占优策略.

证证证 由S < P得M2 > M1. 设计控制律

α(t) =

√
1

2
(M2 +M2

2 ). (19)

由定理2,条件(18)满足时, α(t) ∈ Ω. 控制(19)下,合
作是ESS.由定理1,博弈有2个ESS,所以演化动态式
(13)是双稳定系统,当x = 1/2时,个体收益满足

F (C, x)− F (D,x) = 0,

从而博弈的不稳定内点均衡为x∗ = 1/2. 所以控制
(19)下合作的吸引域为{x | 1/2 < x 6 1},由注2,合
作是博弈的风险占优策略.

定定定理理理 4 如果容许控制(15)的上界M和每轮博

弈的博弈次数m+ 1分别满足如下不等式:

M > M3 =

√
π + 3(P − S)

m (R− P )
, (20a)

m+ 1 > m3 =
π′

R− P
, (20b)

则存在控制律α(t),使得合作是博弈的优胜策略.

证证证 当条件(20)满足时,设计控制律

α(t) =

√
1

2
(M2 +M2

3 ), (21)

则M3<α(t)<M , α(t)∈ Ω. 控制(21)下,合作是ESS,
演化动态(13)是双稳定系统且博弈的不稳定内点均衡
为x∗ = 1/3. 所以控制(21)下合作的吸引域为{x |1/3
< x 6 1},由注2,合作是博弈的优胜策略.

由定理2 – 4, m3 > m2 > m1且M3 > M2 >M1,
即对合作的吸引域要求越高,则对带标签博弈次
数m和贴标签控制α(t)的要求就越高.

定定定理理理 5 如果容许控制(15)的上界M和每轮博

弈的博弈次数m+ 1满足如下不等式:

M > M4 =

√
πx0 + P − S

m (R− P )x0

, (22a)

m+ 1 > m4 =
π′x0 + P − S

(R− P )x0

, (22b)

则存在控制律α(t),使得x = 1是合作演化动态(13)在
任意初值下的稳定平衡点,合作的吸引域是(x0, 1].

证证证 当式(22)成立时,设计控制律

α2(t) = βM2 + (1− β)
πx(t) + P − S

m (R− P )x(t)
, (23)

这里0<β<1是控制者设计的常量,则M4<α(t) <

M . 控制律(23)下合作演化动态如下:

ẋ(t) > βm (R− P ) (1− x)x2. (24)

令x′ = x− 1,式(24)等价于

ẋ′(t) < −βm (R− P )x′(1− x′)2. (25)

基于动态系统稳定性理论, x = 1是合作演化动态

(13)的稳定平衡点. 由注2,控制(23)下合作的吸引域
为(x0, 1].

注注注 4 控制律(23)设计的α(t)随设计参数β增大而增

大;同时,随参数β的增大,受控系统(13)的状态变化速度加

快,即合作率提升速度加快.

注注注 5 本文定理2–5证明中设计的控制律α(t)只是满

足定理的一种控制形式.

注注注 6 由于本文假设每一轮博弈的博弈次数是固定的,

所以相对于定理2–5,定理条件中对博弈次数的要求是对应命

题成立的充要条件.

定理5看上去完全解决了囚徒困境博弈中的合作
的生存与合作率提升问题,但是, M4和m4随x0的减

小而增加,并且有 lim
x0→0+

m4 = +∞. 所以,当x0很小

时,条件(22)对m和α(t)要求很高,这些要求的实现是
困难的.

条件(22)说明促进合作率提升的控制律的存在性
取决于系统初值,演化起始阶段合作者占比群体总量
的比例x0越小,就要求合作有越大的吸引域,对控
制α(t)的要求也就越高. 所以,这种合作识别的贴标
签控制比较容易实现群体合作率较高时的合作积极

性保持,而不太容易实现群体合作率低时的状态改善.

换个思路,考虑识别群体中的背叛行为,讨论基于
背叛识别的贴标签控制与基于合作识别的贴标签控

制的异同.

5 基基基于于于背背背叛叛叛识识识别别别的的的贴贴贴标标标签签签控控控制制制

现在考虑控制者对每轮博弈的第1次博弈中的个
体背叛行为进行识别,通过对背叛者贴标签来保护合
作.假设控制者对背叛识别的概率为α′(0 6 α′ 6 1),
当合作者与一个未被贴上标签的个体相遇时,选择合
作,否者选择背叛;背叛者总是选择背叛.

总体状态为x(t)时,带标签博弈中策略对(C,C),
(D,D)出现的概率分别为x2(t)和1−x2(t)−2(1−α′)
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(1− x)x, (C,D)和(D,C)出现的概率均为(1− α′) ·
(1− x)x. 与无贴标签控制相比,基于背叛识别的贴
标签控制不改变合作对(C,C)出现的频率,但是,
(C,D)对和(D,C)出现的频率为由(1− x)x降为

(1− α′)(1− x)x,降低了合作被欺诈的概率,并且,
α′越大,合作被背叛欺诈的可能性越低. 与基于合作
的贴标签控制相比,基于背叛的贴标签控制保持了合
作对占总策略对的比率c(t),但是α′ < 1时不能消除

合作被背叛欺诈的可能性.

假定α′(t)的容许控制集合为如下定义的

Ω′:

Ω′ = {α′(t) |0 6 α′(t) 6 M ′ 6 1} . (26)

基于背叛识别的贴标签控制下的合作演化动态如下:

ẋ(t) =−(m+ 1)(T −R)(1− x)x+

m(π′x+ P − S)(1− x)xα′. (27)

对应定理1–5,下面不加证明地给出基于背叛识别的
贴标签控制的相应结果.

定定定理理理 1′ 对于任意的α′(t) ∈ Ω′,背叛是ESS.

由定理1、定理1′,无论是对合作者贴标签,还是对
背叛者贴标签,都不能让合作成功入侵背叛群体.

定定定理理理 2′ 如果容许控制(26)的上界M ′满足如下

不等式:

M ′ > M ′
1 =

(m+ 1) (T −R)

m(T − P )
, (28)

并且每轮博弈的次数m+ 1满足(16b),则存在控制
律α′(t),使得合作是ESS.

定定定理理理 3′ 如果容许控制(26)的上界M ′满足如下

条件(29):

M ′ > M ′
2 =

(m+ 1) (T + P −R− S)

m (T − S)
, (29)

并且每轮博弈的次数m+ 1满足式(18b),则存在控制
律α′(t),使得合作是风险占优策略.

定定定理理理 4′ 如果容许控制(26)的上界M ′满足如下

不等式:

M ′ > M ′
3 =

(m+ 1) [π + 3(P − S)]

mπ′ , (30)

并且每轮博弈的次数m+ 1满足式(20b),则存在控制
律α′(t),使得合作是优胜策略.

定定定理理理 5′ 如果容许控制(26)的上界M ′和每轮博

弈的博弈回合数m+ 1满足如下不等式:

M > M ′
4 =

(m+ 1) (πx0 + P − S)

m [π′x0 + P − S]
, (31)

并且每轮博弈的次数m+ 1满足式(22b),则存在控制
律α′(t),使得x = 1是合作演化动态(27)在任意的初
值下的稳定平衡点,合作的吸引域是(x0, 1].

比较定理i与定理i′, i, i′ = 2, 3, 4, 5,为了促使合

作的成功演化,基于合作识别和基于背叛识别对带标
签博弈次数m的要求一致,但是对贴标签控制的控制
上限的要求不同.当带标签博弈次数m比较大时,基
于合作识别的贴标签控制对控制上限的要求较低. 下
面讨论这两种贴标签控制的实现难度.

考虑如下关于x0的一元二次方程:

[(m+ 1)
2
(R− P )π −mπ′2]x2

0 +

[(m+ 1)
2
(R− P )− 2mπ′](P − S)x0 −

m(P − S)2 = 0. (32)

设xL
0和xH

0分别表示式(32)的较小和较大的根,则
xL
0x

H
0 < 0. 对于给定的博弈收益矩阵(1)和带标签博

弈次数m,如果如下不等式成立:

(R− P )(T −R) (m+ 1)
2
> π′(T − P )m, (33)

则xH
0 ∈ (0, 1). 由M ′

4与M4的定义,当x0 < xH
0时, M ′

4

<M4;当x0 > xH
0时, M ′

4 > M4. 所以,在控制的初始
时刻,如果群体合作率较低,则基于背叛的贴标签控
制比较易于实现合作率提升,反之,基于合作识别的
贴标签控制更易于实现.

当条件(33)不满足时,带标签博弈次数m不满足

式(16b),即不存在满足条件(33)的带标签博弈次数m

和贴标签控制律α′(t),使得合作是ESS.从而,这两种
控制的可实现程度由群体状态决定. 但是,两种控制
都不能改变在群体合作率较低时,为了促进合作而对
带标签博弈次数要求较高的约束.

6 数数数值值值仿仿仿真真真

在博弈次数足够大且控制无上限约束(即贴标签
的概率可以是1)时,合作可以在任意小的初值下成功
演化,即合作的吸引域可以是[ε, 1],这里ε > 0是常

量. 但是,由演化动态(13)知,控制项α2(t)的系数是

m(a− d)(1− x)x2,当x(t)接近于0或者1时,控制对
合作演化产生的影响非常有限,即当合作者在群体中
所占的比例比较小时,其成功演化要求较大的控
制α(t)和较大的带标签博弈次数m. 当合作者在群体
中所占的比例比较大时,对控制α(t)和m要求降低,
但是控制的变化对演化速度影响也很小. 下面举例说
明控制律设计的多样性和不同控制律之下演化均衡

点及演化速度的差异.

在囚徒困境博弈的收益矩阵(1)中,假设T = 5, R
=3, P =0, S=−1, t=0时的合作率分别设为x0=

0.9, 0.5, 0.34, 0.1. 由定理5,

m > 5, M >

√
x0 + 1

3mx0

时,在各个初值下都存在贴标签控制实现合作率提升,
设博弈的带标签博弈次数m = 6. 本例中,当x0 >

0.0588时,基于合作识别的贴标签控制对控制上界要
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求较低. 由于本例x0 > 0.1,所以只设计基于合作识
别的带标签控制.

为了观察控制变化对合作率变化的影响,分别取
如下4种贴标签的概率:

α1 = 0.42 + 0.01, α2 = 0.6 + 0.01,

α3 =

√
x+ 1

18x
+ 0.01,

α4 =


2

9

√
3− 0.2, x > 0.6,

2

9

√
3 + 0.2, x < 0.6,

得到合作动态的演化轨迹如图.

由图2可以看出,当状态初值为0.9和0.5时,控制
α1和α2都能使状态x(t)随时间t单调递增,即能使得
合作率提升,但是当状态初值为0.34时,较大的α2可

以提升合作率,较小的α1却不能.与控制α1相比较,
较大的控制α2使得系统初值为0.9和0.5时的状态轨

迹更快地收敛于1,即合作所占的比率以更快的速度
增加直至充满整个群体.当系统初值为0.1时,控制
α1, α2虽然不能改变演化结果,但是可以延缓合作衰
减的速度. α3使得演化在这种控制作用下可以始终基

本维持目前状态(由于控制c中包含不随状态变化的微

小常量,演化中合作率呈现非常缓慢的增加). 这种形
式的控制要求同样是由系统初值决定的,相对于x0

的4种取值0.9, 0.5, 0.34和0.1,对应的控制0.1分别为

0.352, 0.409, 0.478和0.791.

(a) α(t) = α1

(b) α(t) = α2

(c) α(t) = α3

(d) α(t) = α4

图 2 控制αi下的状态轨迹

Fig. 2 The state’s trajectories under control law

αi (i = 1, 2, 3, 4)

控制者并不总是将控制目的设定为合作者占领整

个种群,有时,控制目的是实现合作者在群体内占比
长期稳定在某一满意值即可,比如,希望x(t)稳定

在 0.6. 控制α4可以实现这一目的. 由于α4最大值为

0.586,控制α4在系统初值为0.9, 0.5, 0.34下可以实现

控制目的,但是,当初值为0.1时,控制不足以驱动状
态正向演化,合作演化失败. 同时,可以通过控制律
α4实现合作演化动态具有内点稳定点的结论.

7 结结结论论论与与与展展展望望望

本文讨论了囚徒困境博弈的促进合作演化问题,
引入了控制者的概念,设计了贴标签控制规则,指出
了贴标签控制对促进合作的作用并分析促合作的实

现途径. 本文引入动态反馈控制的概念,建立合作演
化动态模型并分析了可通过贴标签控制促进合作演

化的条件,讨论了合作的吸引域的大小与控制大小及
博弈的其他参数之间的关系.给出了囚徒困境的内点
稳定的概念,讨论了使得博弈在给定内点实现稳定的
控制条件.文章设计了基于合作和基于背叛的2种控
制设计,比较了两种控制的促合作途径、促合作效果
和设计困难.

文章分析的模型简单,很多情况没有考虑,如贴标
签的准确性,本文只考虑漏贴(α < 1或者α′ < 1),而
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没有考虑误贴(将背叛策略者贴上合作标志或者将合
作者贴上背叛标志).另外,考虑标签信息如何影响个
体的学习方法是进一步的研究方向.
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