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摘要:分布式优化是指利用网络化多自主体之间的协作来求解的一类优化问题,其在大规模数值计算、机器学
习、资源分配、传感器网络等方面具有重要的研究意义和应用价值.自主体之间的协作通常基于代数图来描述,且
图的结构对分布式优化算法的设计与性能有显著影响.本文针对凸优化问题,基于平衡图和非平衡图的情形,简要
讨论了分布式优化算法的最新研究进展,并对今后的发展趋势和应用进行展望.
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1 引引引言言言(Introduction)
大量工程实践、管理决策中的实际问题都可以建

模为一个数学优化问题.优化理论在自动控制、调度、
系统集成、数值计算、机器学习、压缩感知等方面发

挥着重要作用[1]. 随着数据规模的急剧增长,集中式
优化算法因受限于单机的计算瓶颈而难以应对大规

模优化问题.多机协作的分布式算法可大幅降低单机
的计算负担,逐渐被研究者关注. 同时,大规模传感器
网络的发展为分布式优化算法提供了丰富的应用场

景,如智能电网、车联网、无人机编队等.

多自主体系统(multi-agent system)通常指具备感

知、通信、计算和执行能力的多个自主体组成的大规

模系统,常被用作分布式优化算法的实现载体.基于
多自主体系统实现的分布式优化算法效率,不仅取决
于每个自主体的计算能力,还取决于自主体之间的协
作.为简化描述,后文自主体亦简称为节点.

在优化算法研究中,收敛性分析、复杂性分析等是
研究的核心问题.分布式优化算法将任务分配给多个
节点进行计算,节点间通过信息传递实现协作.因此,
如何将优化问题转化为适合多自主体系统分布式求

解的形式是首要问题.

根据优化问题的要素,分布式优化问题包括决策
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变量的分布式处理、目标函数的分布式处理和约束条

件的分布式处理. 其中决策变量的分布式处理适用于
高维决策变量的清醒,如大规模线性规划[2]等问题.
解决此类问题多是基于Guass-Seidel迭代[3],将高维
决策向量拆分为多个低维决策向量,并通过局部优化
和节点之间的协作来求解全局最优. 常见算法包括交
替方向乘子法 (alternating direction method of multi-
pliers, ADMM)[4]、坐标块下降法[5–6]等.

目标函数的分布式处理的应用范围更为广泛.例
如,机器学习问题中由训练误差构成的损失函数可以
看成多个局部损失函数的加和,进而利用多个节点进
行分布式处理. 若待优化的目标函数存在正则项,可
将其平均分配到每个节点来实现分布式处理. 类似应
用还包括协同定位[7]、资源分配[8]等问题.

约束条件的分布式处理主要针对具有大量约束集

的优化问题,可将约束集视作多个局部约束的交集,
设计分布式算法使得每个节点的决策变量最终收敛

到同一个值且同时满足各自的局部约束.

本文主要讨论一类分布式凸优化问题,其目标函
数为多个局部目标函数的加和,而约束是多个局部约
束集的交集. 事实上,很多优化问题都可以转化为此
类问题进行求解. 具体形式为

min
x∈X

f(x) =
n∑
i=1

fi(x),

s.t. x ∈
n∩
i=1

Xi,
(1)

其中: fi : X(⊆ Rm) → R是节点i的代价函数且只能
被节点i获得, Xi是局部约束集且只可被节点i获得,
f为总代价函数,节点之间通过协作来求解优化问题.
本文主要针对fi为凸函数且X,Xi均为凸集的情况展

开讨论.对于非凸分布式优化问题目前也有一些研究
成果,如文献[9–10]等. 但限于篇幅,本文仅在应用与
展望一节进行简要介绍.

求解问题(1)的基本思路是每个节点i通过与相邻
节点交换决策变量xki ,并融合其局部代价函数与约束
集来更新xki ,最终实现所有节点的决策向量渐近收敛
到同一最优解,即xki → x∗ ∈ X∗,其中X∗是优化问

题的最优解集合.因此其亦被称为基于状态趋同[11–19]

的分布式优化算法.

分布式优化问题的一个重要特点是算法设计依赖

于节点组成的通信网络拓扑结构. 在相关研究中,各
节点间的协作关系通常使用代数图论进行描述. 例如,
当节点之间双向传递信息时,可使用无向图来描述通
信网络;当节点单向传递信息时,需要使用有向图来
描述通信网络. 当通信链路存在失效、延迟、更替等
现象时,应使用图序列来描述时变的通信网络. 针对
不同的通信网络,往往需要设计不同形式的分布式算
法. 因此,本文将基于通信网络结构简述分布式优化

算法的研究进展.

文章余下部分内容组织如下: 在第2节,将分别针
对无约束优化和带约束优化问题介绍适用于平衡通

信网络的几种常用分布式优化算法;在第3节中,介绍
几类消除非平衡通信网络不对称性的改进算法;在
第4节,针对时变非平衡网络、随机网络、异步通信网
络等,介绍分布式优化算法的研究进展;在第5节,介
绍分布式优化的其他研究,包括收敛性分析理论、算
法加速、算法性能评估等重要问题;最后,分布式优化
算法的应用和展望将在第6节给出.

2 平平平衡衡衡图图图下下下的的的分分分布布布式式式凸凸凸优优优化化化算算算法法法(Distributed
convex optimization algorithms over balanc-
ed graphs)
采用图G = {V, E , A}描述节点间的连接情况,其

中: V := {1, · · · , n}表示n个节点构成的集合; E表示
相邻节点构成的边集,即(i, j) ∈ E当且仅当节点i从节
点j直接获得信息,并记Ni={j|(i, j)∈E}为节点i的
邻居;非负矩阵A = [aij] ∈ Rn×n为图G的权重矩阵,
满足aij>0当且仅当(i, j)∈E . 如果对于任意i, j∈V ,

有
n∑
k=1

aik =
n∑
k=1

akj ,则称图G为平衡图,反之为非平

衡图. 此外平衡图中常假定A为双随机矩阵,即
n∑
k=1

aik

=
n∑
k=1

akj=1. 若AT=A,图G为无向图. 若对任意i, j

∈ V ,存在一条从j到i的路径使得路径上的每条边属
于E ,则称图G为强连通.本节将在强连通的假定下,
针对无向图和平衡图不加区分地介绍相关的分布式

优化算法研究成果.

2.1 分分分布布布式式式无无无约约约束束束优优优化化化(Distributed unconstrained
optimization)
分布式无约束优化问题的目标函数为局部凸函数

之和,且无局部约束,即X1 = · · · = Xn = Rm. 特别
地,在本节中对目标函数仅假定凸性,在第5.2节中将
进一步讨论光滑性对算法收敛速度的影响.因篇幅有
限,本节仅讨论文献中4种典型的求解思路,即分布式
次梯度方法、分布式对偶平均算法、辅助约束乘子法

和非光滑惩罚项法.

Nedic等[20]将分布式趋同算法和次梯度方法结合,
提出如下分布式次梯度方法:

xk+1
i =

∑
j∈Ni

aijx
k
j − αkdki , (2)

其中: dki是fi(x)在x
k
i处的次梯度,且∥dki ∥一般假设一

致有界; αk > 0是满足一定条件的步长. 该工作证明
了当A = [aij]为双随机矩阵,图G强连通,且步长满
足如下条件时:

∞∑
k=1

αk = ∞, αk → 0, (3)
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所有节点的决策变量将收敛到问题(1)的同一个最
优解x∗ ∈ X∗,即xki → x∗. 算法的收敛速度为O(1/
k∑
i=1

αi),当步长为αk = 1/k0.5+ϵ(ϵ→ 0+),达到理论

最快收敛速度为O(1/
√
k),这与集中式次梯度方法的

最快收敛速度吻合.当取定常步长时,算法将收敛到
最优解的一个邻域.值得一提的是,若优化问题存在
全局约束,可将算法(2)每次迭代的计算结果投影全局
约束集上进行处理[21],此算法称为分布式次梯度投影
算法. 当目标函数为强凸时, Liu等[22]通过选取合适的

步长,可将分布式次梯度投影算法的收敛速度提升
为O(1/k).

Dunchi等[23]则提出了如下分布式对偶平均(dual
averaging)算法:

zk+1
i =

∑
j∈Ni

aijz
k
j + gki , (4a)

xk+1
i = proxψX(z

k+1
i , αk), (4b)

其中: gki是fi在对偶变量z
k
i处的次梯度, αk为步长,近

端函数(proximal function)ψ为强凸,即

ψ(y) > ψ(x) + ⟨∇ψ(x), y − x⟩+ 1

2
∥x− y∥2.

对应的近端算子(proximal operator)定义为

proxψX(z, α) = argmin
x∈X

{⟨z, x⟩+ 1

α
ψ(x)}.

若选择合适步长,算法执行过程中各节点的历史平均

状态x̂ti=
1

t

t∑
k=1

xki 将以速度µ(G, ψ) log t/
√
t收敛到

原问题的最优解,其中µ(G, ψ)只取决于通信拓扑结
构和近端函数ψ.

通过引入一个辅助变量,可以将无约束情形下的
问题(1)写成如下带等式约束的优化问题:

min
n∑
i=1

fi(xi),

s.t. xi = z, ∀i ∈ V.
(5)

针对该问题,可引入带惩罚项的Lagrange函数,并使
用对偶解耦或ADMM算法[24]对其进行求解. 若通信
图强连通,问题(1)还等价于

min
n∑
i=1

fi(xi),

s.t. xi = xj, ∀(i, j) ∈ E .
(6)

每个等式约束对应于通信图中的一条边,也同时对应
一个拉格朗日乘子λij . 在此问题基础上, Wei等[25]提

出了交替方向乘子法的分布式实现,并证明其收敛速
度能够达到O(1/k). 但该算法仅适用于无向图. 有关
ADMM的研究很多,由于篇幅有限本文不详细介绍,
可参考Boyd等的综述[24].

类似地, Zhang等[26]也采用了问题(6)的形式,但

将约束表示为非光滑惩罚项.该工作证明了当 ρ大于

一个显式下界时,问题(6)与下面的惩罚问题等价:

min
n∑
i=1

fi(xi) +
ρ

2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

|xi − xj|. (7)

通过用次梯度方法求解,其得到如下分布式算法:

xk+1
i = xki − ραk

∑
j∈Ni

SGN(xki − xkj )− αkdki ,

(8)

其中SGN(·)为1–0符号函数. 此算法具有和分布式次
梯度方法基本相同的收敛速度,其优势是只需利用相
邻节点状态的偏序关系而不需准确的相对状态信息.

2.2 分分分布布布式式式带带带约约约束束束优优优化化化(Distributed constrained
optimization)
分布式带约束优化问题中,每个节点包含局部约

束x ∈ Xi. 其中最简单的情况是目标函数为常数,即

求解可行性问题x∈
n∩
i=1

Xi. 由于局部约束集合Xi被

假设为凸集,该问题又称为分布式凸交问题,在协同
定位问题[27]中有着广泛的应用.

Nedic等[28]最早给出了解决此问题的离散时间分

布式投射同步算法,具体形式如下:

xki = PXi
(
n∑
j=1

aijx
k
j ), (9)

其中PXi
(·)表示投影到凸集Xi的算子. 在无向图和强

连通图的假设下,该算法将使得各节点渐进收敛到所
有局部凸约束的交集(若非空).然而除了规则的凸
集(如球、超平面等),大部分凸集的投影计算复杂度
较高. 为减少投影计算带来的运算复杂性, Lou等[29]

提出了以近似投影方法,或是在迭代时以一定概率使
用投影算子,减少投影算子使用的频率[30].

当约束Xi具有特定结构时,如当Xi为线性等式约

束时,其本质上为分布式求解线性方程的问题.但常
用的求解方法如Kaczmarz算法[31–32]的执行方式是串

行的,因此You等[33]将Kaczmarz算法和趋同算法结合
来分布式地求解线性方程. 当Xi为凸不等式约束时,
Polyak等[34]则提出随机近似投影算法来求解.

对于一般的带约束优化问题(1), Nedic等[28]提出

了分布式次梯度投影算法,即在分布式次梯度法基础
上增加了局部约束集的投影操作,具体形式如下:

xk+1
i = PXi

(
n∑
i=1

aijx
k
j − αkdki ), (10)

其中αk为满足条件(3)的步长,并证明了在一些特定
情况下算法的收敛性. Liu等[35]则在此基础上提出一

种可使用常数步长的算法,与式(10)中的衰减步长相
比具有更快的收敛速度.尽管次梯度投影法可以解决
带约束分布式优化问题,但面对复杂约束集Xi,投影
计算开销较大,从而降低了算法的实用性. 因此针对
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特定的约束形式时,需要采取特定的处理方法.

例如,针对包含全局不等式约束的优化问题,研究
者提出了基于趋同的分布式原始对偶(primal dual)方
法[36–37]. 针对局部不等式约束, Lee等[38]则提出了在

不等式约束上近似投影的方法,降低计算精确投影的
成本; You等[39]则提出了一种适合于无向图的分布式

原始对偶方法,以处理局部不等式约束.

此外,还可以使用惩罚项方法,将带约束问题转化
为带惩罚项的无约束问题,详见Aybat等[40]的工作.

3 非非非平平平衡衡衡图图图下下下的的的分分分布布布式式式凸凸凸优优优化化化算算算法法法(Distri-
buted convex optimization algorithms over
unbalanced graphs)
在非平衡通信网络G = {V, E , A}中,节点间通信

是单向的且可能存在i, j使得
n∑
k=1

aik ̸=
n∑
k=1

akj . 一般

假定A仅为行随机矩阵,即
n∑
k=1

aik = 1. 给定节点i,向

其发送信息的节点被称为“入邻居”,接收节点i传出
消息的节点被称为“出邻居”. 节点i的入邻居和出
邻居构成的集合分别被记作

N in
i = {j|(i, j) ∈ E}, N out

i = {j|(j, i) ∈ E}.

在非平衡图中直接使用仅适用于平衡图的分布式

算法往往不能得到原问题最优解. 例如, Xi等[41] 解释

了分布式次梯度法(2)在非平衡图下本质上是在优化

局部函数的加权和,即
n∑
i=1

πifi(x),其中π′A = π′. 因

此算法设计的关键是处理这种非平衡性. 本节将讨
论4类处理非平衡性的算法,即基于权重矩阵左特征
向量的算法、基于Push-Sum协议的算法、基于盈余变
量的算法、基于上境图形式的算法.

3.1 基基基于于于权权权重重重矩矩矩阵阵阵左左左特特特征征征向向向量量量的的的算算算法法法 (Perron
vector based algorithms)
分布式次梯度算法(2)在非平衡图中本质在优化加

权目标函数F̂ (x) =
n∑
i=1

πifi(x),其中
n∑
i=1

πi = 1,且

[π1, · · · , πn]A = [π1, · · · , πn]是权重矩阵A关于特征
值1的左特征向量. 注意到

n∑
i=1

fi(x) =
n∑
i=1

πi
fi(x)

πi
,

那么在非平衡图中,只需要将fi(x)/πi视作新的局部
函数,再使用分布式次梯度法即可抵消权重πi带来的
影响.具体而言,每个节点仅需执行如下迭代算法即
可保证收敛到原问题最优解:

xk+1
i =

n∑
i=1

aijx
k
j − αk

dki
πi
. (11)

算法(11)中的πi由全局通信图的权重矩阵决定,单个
节点并不知道πi的确切值.于是, Morral等[42]提出了

分布式估计πi的方法,再与式(11)相结合,即可解决非
平衡图下的分布式优化问题.

此算法直观,形式简洁,但局限性也明显,即只能应
用在固定的非平衡图上. 因为一旦A随时间变化, πi不
是常数而无法估计,算法便不可行.

3.2 基基基于于于Push-Sum协协协议议议的的的算算算法法法(Push-Sum based
algorithms)

Push-Sum协议最早被提出用于解决有向图中的平
均趋同问题[43]. 其核心思想是每个节点向外发送其加
权后状态,以消除网络不平衡性. 基于Push-Sum协议,
Tsianos等[44]最早将分布式对偶平均算法拓展到非平

衡图中,设计了收敛较快的分布式优化算法.

Nedic等[45]则将分布式次梯度法和Push-Sum协议
相结合,提出了如下subgradient-push算法:

wk+1
i =

∑
j∈N in

i

xkj
doutj

, (12a)

yk+1
i =

∑
j∈N in

i

ykj
doutj

, (12b)

zk+1
i =

wk+1
i

yk+1
i

, (12c)

xk+1
i = wk+1

i − αk+1∂fi(z
k+1
i ), (12d)

其中: doutj 为节点 j的出度,即其“出邻居”集合N out
j

中的元素个数, ∂fi(zk+1
i )为 fi在 zk+1

i 处的次梯度.
Ndeic等证明了该算法在强连通非平衡图网络中的收
敛性. 由于算法(12)的形式比较复杂, Nedic等[46]针对

目标函数为强凸的情况亦给出了上述算法的随机化

形式,减小了算法的计算量.

基于Push-Sum协议的分布式优化算法要求节点
可获取自身的出度,但这在某些通信模式下不一定能
实现. 同时,该算法不易推广至带约束的优化问题.

3.3 基基基于于于盈盈盈余余余变变变量量量的的的算算算法法法 (Surplus based algo-
rithms)

Xi等[41]提出了一种基于盈余变量(surplus)的算
法. 该算法通过引入了盈余变量yki ,并令其与xki同时
迭代更新,使得yki收敛到0的同时, xki也能收敛到局部
目标和函数的最小值点. 具体形式如下:

xk+1
i =

n∑
j=1

aijx
k
j + ϵyki − αk∇fi(xki ), (13a)

yk+1
i = xki −

n∑
j=1

aijx
k
j +

n∑
j=1

bijy
k
j − ϵyki , (13b)

其中: B = [bij] ∈ Rn×n为列随机矩阵, ϵ > 0为某个

合理选择的参数. 盈余变量yki在向外发送时控制发出
变量的总“份额”为1,即保证B为列随机矩阵,而节
点在接收xkj时控制总“份额”为1,即保证A为行随
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机矩阵. 为此,引入如下记号:

zki =

{
xki , i ∈ {1, · · · , n},
yki−n, i ∈ {n+ 1, · · · , 2n},

gki =

{
∇fi(xki ), i ∈ {1, · · · , n},
0m, i ∈ {n+ 1, · · · , 2n},

M =

[
A ϵI

I −A B − ϵI

]
,

(14)

则算法(13)可以写成如下形式:

zki =
2n∑
j=1

[M ]ijz
k
j − αkgki . (15)

式(15)具有分布式梯度下降算法的形式,但M不是双
随机矩阵甚至不是非负矩阵. 然而M具有与双随机矩
阵相似的一些性质,由此可以证明算法(13)在非平衡
图下xki将收敛到问题最优解,且盈余变量yki收敛到0.
此算法也要求节点可获得自身的出度信息.

基于盈余变量的方法最早由Cai等[47–48]提出,并
用来解决非平衡图中的平均趋同问题.在固定非平衡
图中, Xi等[49]还在算法(13)的基础上加入投影算子,
解决了带全局约束的分布式优化问题.

3.4 基基基于于于上上上境境境图图图形形形式式式的的的算算算法法法 (Algorithms using
epigraphs)
分布式优化问题包含局部约束时,前3类针对非平

衡图的算法无法直接使用. 尽管分布式ADMM算法
可解决带局部约束的优化问题,但要求通信图是无向
的. You等[39]将分布式次梯度法和Polyak随机投影算
法[50]结合,提出了一种结构简单的分布式算法,用来
求解在非平衡网络中包含由凸函数表示的不等式局

部约束的优化问题,但目标函数是线性的. 受此启发,
Xie等[51]将目标函数为凸函数加和的分布式优化问题

转化成其上境图形式进行求解. 通过引入辅助变量来
刻画局部目标函数的上界,将目标函数转化为由辅助
变量构成的单一线性函数,而原先的局部目标函数则
转化局部约束. 最后通过改进You等[39]的算法来解决

非平衡图下带局部约束的优化问题.值得一提的是,
该算法通过引入额外的固定方向Polyak投影,提高了
算法的收敛稳定性.

4 一一一般般般通通通信信信网网网络络络下下下的的的分分分布布布式式式凸凸凸优优优化化化算算算法法法(Dis-
tributed convex optimization algorithms over
general networks)
前文介绍的分布式优化算法大多数仅针对固定的

通信网络,即网络结构不随时间变化. 然而在实际情
形中,多自主体系统节点间通信时可能存在丢包、延
时和链路更替等情况,有的时候通信形式还可能是随
机的甚至异步的. 本节将针对时变非平衡网络、随机
通信网络和异步通信网络介绍相应的分布式优化算

法的研究成果.

4.1 时时时变变变非非非平平平衡衡衡通通通信信信网网网络络络(Time-varying unbalanc-
ed communication networks)
多自主体间时变非平衡通信网络采用有向图序列

G(k) = {V, Ek, Ak}表示,其中: Ek表示在k时刻节点
间的连接情况,非负矩阵Ak = [akij] ∈ Rn×n表示k时
刻图的权重,且Ak在任意k时刻为行随机矩阵.

Nedic等[45]在针对时变非平衡图网络设计分布式

优化算法的过程中,对图的连通性提出了如下假设:

假假假设设设 1 存在正整数B,使得对于任意l > 0,联
合图GlB = {V, E lB}是强连通的,其中联合图的边集为

E lB =
(l+1)B−1∪
k=lB

Ek.

在假设1下, Nedic等[52]使用Push-Sum协议的思想
改进了分布式带跟踪技术的非精确梯度算法(distribu-
ted inexact gradient with tracking technique, DIGing),
设计了在时变非平衡图中快速收敛的分布式优化算

法. 在此算法的基础上, Nedic等[53]又提出了自适应组

合DIGing分布式优化算法,使得每个节点迭代时可以
采用不同的步长.

Xie等[54]提出分布式次梯度Polyak投影算法,其在
假设1下可以利用时变非平衡图网络解决带局部约束
的优化问题.算法的核心是将原问题转化为上境图形
式,并利用转化后的单一线性目标函数梯度恒定这一
特点,使得非平衡性不再影响算法的收敛结果.

在时变非平衡通信网络中,切换图是一种特殊的
通信形式. 切换图随时间变化,但可以看作一个有限
状态机.在切换图中, Lou等[55]提出了求解零和博弈

最优点的算法,其本质为求解带约束优化问题的鞍点.

4.2 随随随机机机通通通信信信网网网络络络 (Stochastic communication net-
works)
尽管非平衡时变通信网络允许节点间连接结构随

时间变化,但通常要求在给定时间段内是联合连通
的(即假设1). 然而在某些随机网络[56]中无法保证此

类连通性假设. 随机通信网络常采用随机过程描述节
点连接状态,如Burt等[57]中提到的反熵(anti-entropy)
网络. 为研究随机网络下的分布式优化, Tahbaz等[58]

提出了随机图模型和相关连通性假设,文献[59–60]也
进行了类似的定义,即如下假设:

假假假设设设 2 随机图序列Gk的权重矩阵Ak是独立同
分布的,且满足存在γ > 0,使得akij > γ若akij > 0. 同

时记 Ā = E(Ak), Ē = {(i, j)|Āij > 0},那么随机图

序列的期望Ḡ = {V, Ē , Ā}是强连通的.

若假设2成立且Ḡ为平衡图, Lobel等[61]证明了分

布式次梯度法在随机网络中的渐近收敛性,同时还给
出了算法步长为常数时收敛误差的上界.
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另一种随机网络为反熵(anti-entropy)无向网络:
在给定时刻k,仅单个节点Ik被激活,与它的邻近节点
Jk交换信息. Lee等[62]针对此类网络,提出了异步平
均随机投影算法,用来解决带约束的分布式优化问题.
该算法允许每个节点存在无穷个局部约束,如带不确
定参数的鲁棒约束.

4.3 异异异步步步通通通信信信网网网络络络(Asynchronous communication
networks)
在同步通信网络中,节点使用统一的时钟来保证

算法迭代的同步.同步的分布式优化算法需等待最慢
节点计算结束再进行下次迭代,故算法执行效率受限
于最慢节点的处理速度.而异步通信网络的分布式算
法中节点不需要等待其他节点的计算结果即可进行

迭代,可提升算法执行效率. Hannah等[63]给出了异步

算法相对于同步算法性能提升的定量分析.

异步网络本质上是存在未知信息延迟的时变通信

网络,异步的分布式优化算法典型形式如下:

xk+1
i = hki (x

k
i , [x

k−τij
ij ]j∈N in

i
), (16)

其中τij为信息从节点j传递到节点i的时间延迟. 在设
计异步算法时,通常会对延迟τij做一定的假设.

当通信延迟τij存在上界时, Tsitsiklis等[64]证明了

异步网络下特定线性系统的收敛性. 针对此假设下的
异步通信网络,研究者们提出了异步交叉方向乘子
法[65]、异步近端坐标下降法[66]、异步近端原始对偶

方法[67]、异步牛顿法[68]等.

当通信延迟τij不存在上界而是使用随机过程进行

描述时, Sun等[69]提出一种异步坐标下降法,其在通
信延迟符合泊松过程时概率意义下收敛. Xu等[70]将

适应组合机制(adapt-then-combine)应用在异步梯度
算法中,证明了定常步长下异步算法的收敛性.

其他工作还包括Modi等[71]提出的异步等式约束

分布式优化算法(asynchronous distributed constraint
optimization with quality guarantees, ADOPT)算法及
其改进算法[72],其核心思想是在通信网络中采用深度
优先搜索遍历各节点状态的可行性和最优性. 异步分
布式优化问题中还有些基于事件触发的算法,如
Zhong等[73]的工作.

5 分分分布布布式式式优优优化化化其其其他他他研研研究究究 (Other topics on dis-
tributed optimization)
前3节围绕不同网络通信形式介绍了典型的分布

式优化算法,本节将探讨分布式优化其他研究热点问
题,包括分布式优化的收敛性分析、算法加速和算法
总体性能分析.

5.1 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)
分布式优化算法的收敛需要节点状态同时满足趋

同性、可行性和最优性. 其中趋同性分析基于代数图

论[74]、控制理论[75]和矩阵论[76]等理论,而可行性和
最优性的分析则利用了凸分析[77]、梯度分析[78]和对

偶理论[79],上鞅定理[80]是分析随机算法收敛性的常

用工具. 影响分布式优化算法的收敛速度的因素包括
通信网络结构、迭代步长等. 值得注意的是,分布式优
化算法的收敛性分析与优化问题的结构和通信图的

结构密切相关.

停止准则是优化算法的核心问题之一.在集中式
算法中,常通过设置最大迭代次数、考察目标函数下
降速度或判断目标函数梯度是否近似零来决定停止

算法迭代.然而在分布式优化算法中,由于单个节点
无法直接获取所有其他节点的信息,将难以通过局部
信息为节点设定停止准则.目前有一些文献[81–85]针对

分布式趋同算法设计了基于局部信息的停止准则.

5.2 算算算法法法加加加速速速(Accelerated algorithms)
对于非光滑的凸优化问题,集中式次梯度方法最

快收敛速度只能达到O(1/
√
k),这也是分布式次梯度

方法的最优收敛速度.然而,当优化问题满足某些连
续和光滑条件时,往往可以设计收敛速度更快的算法.
例如,可假设fi(x)可微且满足Lipshitz条件:

fi(x) 6 fi(y) + (y − x)′∇fi(x) +
L

2
∥y − x∥2.

在有些情形下还假设fi(x)强凸,即存在µ > 0使得

fi(x) > fi(y) + (y − x)′∇fi(x) +
µ

2
∥y − x∥2.

比值η = L/µ被称为fi(x)的条件数,若函数不是强凸,
则µ = 0(或η = +∞). 若目标函数Lipshitz可微且强
凸, Nesterov等[78]证明了一阶算法的最快收敛速度为

O((1− η−0.5)k);若目标函数非强凸(η = +∞),最快
收敛速度为O(1/k2). 显然该收敛速度比一般性的次
梯度算法要快. 为加快收敛速度, Nesterov提出了外
插 (extrapolation)技术,而该思想也被广泛应在在很
多分布式优化算法中. 例如 Jakovetic等[86]使用该技

术,提出了如下分布式Nesterov梯度算法 (distributed
Nesterov gradient, D–NG):

xki =
n∑
j=1

akijy
k−1
j − αk−1∇fi(yk−1

i ), (17a)

yki = xki +
k − 1

k + 2

(
xki − xk−1

i

)
. (17b)

该算法的收敛速度达到O(log k/k),这虽然比分布式
次梯度算法的O(1/

√
k)要快,但却比集中式算法的

O(1/k2)要慢. 为改进这一速度, Jakovetic等[86]通过在

单次迭代中多次执行趋同算法,提出了带趋同迭代
的分布式Nesterov梯度 (distributed Nesterov gradient
with consensus iterations)算法,并使用定步长将算法
收敛速度提升为O(log k/k2). 但该算法第k次迭代需
进行k次趋同迭代和通信,带来了额外的通信成本.

当局部目标函数可以拆分为光滑局部函数和一个
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非光滑公共函数时, Chen等[87]通过引入proximal算子
处理非光滑项,并使用D–NC算法处理光滑项,将非光
滑问题的收敛速度提高到了O(1/k),但同样每次迭代
需要进行多次趋同通信.

D–NG和D–NC算法在一定程度上改进了分布式
次梯度方法的收敛速度,但难以达到集中式Nesterov
算法的收敛速度.因此有研究者通过引入目标函数梯
度的外插来进一步提升收敛速度.如Shi等[88]提出

了分布式精确一阶算法 (exact first-order algorithm,
EXTRA),其矩阵形式如下:

xk+2 =(I +A)xk+1 −Hxk−
α
(
∇f(xk+1)−∇f(xk)

)
, (18)

其中矩阵H为矩阵I和矩阵A的线性组合.此算法的
优点是步长α可以为常数,收敛速度达到O(1/k),且对
强凸的目标函数收敛速度能达到O(τkE),其中0 < τE

< 1. EXTRA算法具有很快的收敛速度,但仅适用于
平衡图. 此后研究者将其推广到了非平衡图中. 例如,
将EXTRA算法和特征向量估计结合, Xi等[89–90]提出

了有向图EXTRA(directed EXTRA)算法和加速的有
向图分布式优化(accelerated distributed directed opti-
mization)算法; Zeng等[91]则将EXTRA算法与 Push-
Sum算法相结合,提出了EXTRA–PUSH算法.

和EXTRA思想类似, Xu等[91]提出另一类基于梯

度差分的分布式优化算法,即DIGing算法[52],在强凸
问题中具有几何收敛速率.算法的矩阵形式如下:

xk+1 = A(xk −Dyk), (19a)

yk+1 = A(yk +∇f(xk+1)−∇f(xk)), (19b)

其中D为非负对角矩阵. 相对于EXTRA,该算法的优
势在于每个节点可以选择不同的常数步长.

最近, Qu等[92]提出一种收敛速度更快的分布式优

化算法. 该算法结合D–NG算法和EXTRA算法的优
点,同时利用变量外插和梯度外插,并将其线性组合
作为更新结果.分别针对强凸函数和非强凸函数,设
计了两种快速Nesterov梯度算法,收敛速度分别为
O(τkA)和O(1/k1.4),其中0 < τA<τE<1. 但与D–NC
不同,该算法不需要在每次迭代中为实现状态的趋同
而进行多次通信.

若在分布式优化算法执行过程中允许交换二阶信

息,可使用牛顿法. 但牛顿法需要使用全局信息来计
算目标函数Hessian矩阵的逆,单个节点无法直接完
成. 因此, Ribeiro课题组[68]构造了基于趋同约束的拉

格朗日函数,并提出了分布式BFGS拟牛顿法来求解
拉格朗日函数的鞍点. 在无向图中,该算法的对偶变
量的收敛速度可达O(1/k).

5.3 分分分布布布式式式优优优化化化算算算法法法性性性能能能评评评估估估(Performance eva-
luation of distributed optimization algorithms)
分布式优化算法的性能指标可归结为各节点均以

某精度收敛到最优解所花费的时间. 其影响因素包括
节点数目,通信结构,单次迭代计算时间,总迭代次数
等. 以增加网络节点为例,节点数目的增加可降低单
个节点的计算负荷.然而这也增加了通信成本,亦可
能导致总迭代次数的增加. 正如Tsianos等[93]所描述,
分布式优化算法的性能是计算成本和通信成本的平

衡. Nedic等[94]对常见分布式优化算法的性能和通信

方式之间的关系进行了详细讨论.仅就通信性能来说,
其耗时与网络的拓扑结构、通信带宽、传输数据量等

多个因素相关,这加大了评估算法性能的难度.

6 应应应用用用与与与展展展望望望(Application and expectation)
本文针对分布式凸优化问题介绍了不同通信图结

构下的研究进展,并对此领域的研究热点进行了简要
讨论.事实上,针对非凸问题的分布式优化算法也有
相关研究.例如,使用分布式的方法训练深度神经网
络[95–96],使用对偶方法分布式求解非凸问题[97]等. 而
当约束集为非凸集时, Lin等[9–10]提出了一种无向图

网络下的最优趋同算法. 但限于篇幅,非凸问题的研
究成果本文不再详细讨论.分布式优化算法在实际问
题中的应用大致归纳如下:

·分布式估计问题.分布式优化可应用于统计参
数的估计[98–99],以及物理系统中的估计问题,如传感
器网络的协同定位[100–101]等.

·分布式统计学习问题.分布式优化可应用于机
器学习和统计学习领域,如分布式ADMM算法在优化
训练样本损失中的应用[24]、分布式优化算法在

Logistic回归及Lasso[102]、模型预测控制[103]等问题中

的应用.

·网络控制系统协作问题.分布式优化在多自主
体的协作控制中发挥重要作用,如无人机编队问
题[104]、机器人目标搜索[105]、多机器人系统控制问

题[106–108]等.

·大规模资源调度问题.大规模资源调度问题通
常是非凸的,常采用拉格朗日松弛[109]或者智能优化

算法[110]等技术进行分布式处理.

通信和协作是分布式优化算法的核心,选择合适
的通信构架将直接影响分布式优化算法的性能.需要
在未来着重研究的问题包括如何同步各节点执行算

法的时钟,如何设计高效的通信协议和数据压缩算法,
如何针对具备特定结构的问题改进算法,如何增强算
法适应复杂多变的网络结构的能力,以及如何使用分
布式算法更精确地求解非凸问题等.
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