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摘要:提出连续最优控制计算原理和离散最优控制计算原理,两者都可用于最优控制的数值优化. Pontryagin最
小值原理和离散最小值原理,由于其含有的信息不完整,形式特殊,所以都不能用于最优控制的数值优化. 此外
Pontryagin最小值原理和离散最小值原理分别为连续最优控制计算原理和离散最优控制计算原理的特殊情况.
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1 引引引言言言

20世纪50年代,由于航空航天发展的需要,最优控
制获得了很大发展.近年来,又应航空航天与化学工
业发展之需,特别是飞行器制导和变轨,导弹拦截和
规避拦截等等的需要,用数值优化研究最优控制又获
得了新的发展.以前,数学规划用于最优控制时,畏惧
变量太多,又不能应对稀疏矩阵;但是,现在,数学规
划用于最优控制时,并不惧怕变量多,又能妥善处理
稀疏矩阵,并且,人们特别喜欢它能满足由各种等式
和不等式约束所形成的可行域的要求. 所以,最优控
制至今仍然受到人们的重视.
连续最优控制问题为泛函求极值


min
u(t)

J =
w tf

0
Φ(x(t), u(t))dt,

s.t. ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0,

g(x(t), u(t)) 6 0,

(1)

式中: Φ ∈ R, x ∈Rn, u ∈Rm, g ∈Rq, tf固定. 定义
Hamilton函数H(x, u, λ) = Φ(x, u) + λTf(x, u),协
态向量λ ∈ Rn.

Pontryagin最小值原理是最优控制的基石之一,它
以优美的数学,使得多少年来始终有人赞美,有人陶
醉,并且它只给后人留下供奉和膜拜的余地.

Pontryagin最小值原理应该有3种应用形式:

1) u ∈ Rm又没有约束函数g(x(t), u(t)) 6 0,最
小值原理用于式 (2),即可求得式 (1)的最优解x∗(t),
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u∗(t), λ∗(t).

min
u(t)

H(x∗(t), u(t), λ∗(t)),

i.e.
∂H

∂u
= 0, u ∈ Rm, t ∈ [0, tf ],

s.t. ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0,

∂H

∂x
= −λ̇,

(2)

式中: x ∈ Rn, u ∈ Rm, λ ∈ Rn.式(2)是附属于式(1)
的优化问题,式(2)的目标函数不同于式(1)所示泛函
求极值的目标函数,应从式(1)才能计算出最优目标函
数值,理应如此[1–6].

2) u ∈Ω ⊂R,又没有约束函数g(x(t), u(t)) 6 0,
在相平面上(或相空间中), Pontryagin最小值原理用于
式(3)(高维系统需预先降阶),即可求得式(1)的最优解
x∗(t), u∗(t), λ∗(t).

min
u(t)

H(x∗(t), u(t), λ∗(t)),

i.e. u ∈ Ω ⊂ R,
∂H

∂u
̸= 0, t ∈ [0, tf ],

s.t. ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0,

∂H

∂x
= −λ̇,

a 6 u 6 b,

(3)

式中: x ∈ R, u ∈ Ω ⊂ R, λ∈R, a∈R, b∈R. 式(3)
也是附属于式(1)的优化问题.

3) 无论有无约束函数g(x(t), u(t)) 6 0,数值优
化[7]用于Pontryagin最小值原理式(4),不能获得式(1)
真正的最优解(真解)x∗(t), u∗(t), λ∗(t). 并无文献记
载. 

min
u(t)

H(x(t), u(t), λ(t)), t ∈ [0, tf ],

s.t. ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0,

g(x(t), u(t)) 6 0,

(4)

式中: x ∈Rn, u ∈ Rm, λ ∈ Rn, g ∈ Rq, tf固定. 式
(4)仍然是附属于式(1)的优化问题.

Pontryagin最小值原理作为一种计算原理,为什么
不能用于数值优化?

本文首先证明连续最优控制计算原理,阐述: Pon-
tryagin最小值原理不能用于数值优化的原因,并且
Pontryagin最小值原理是连续最优控制计算原理的特
殊情况. 然后证明离散最优控制计算原理,阐述: 离散
最小值原理不能用于数值优化的原因,并且离散最小
值原理是离散最优控制计算原理的特殊情况. 最后示
例.

2 连连连续续续最最最优优优控控控制制制的的的计计计算算算原原原理理理

2.1 命命命题题题(连连连续续续最最最优优优控控控制制制的的的计计计算算算原原原理理理)
连续最优控制问题为泛函求极值

min
u(t)

J =
w tf

0
Φ(x(t), u(t))dt,

s.t. ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0,
(5)

式中: Φ∈R, x∈Rn, u∈Rm, tf固定. 定义Hamilton
函数H(x, u, λ) = Φ(x, u) + λTf(x, u),协态向量λ

∈ Rn. 则有连续最优控制计算原理

min
u(t)

{H(x(t), u(t), λ(t))− λT(t)ẋ(t)}, (6a)

即
min
u(t)

{H(x(t), u(t), λ(t)) + xT(t)λ̇(t)}, (6b)

即
min
u(t)

Φ(x(t), u(t)). (6c)

证证证 状态向量 x(t)、控制向量 u(t)、协态向量

λ(t),各以稳定的Padè型逼近[8–10]表示:
x1(t) = a10 + a11t+ a12t

2 + · · ·+ a1pt
p,

x2(t) = a20 + a21t+ a22t
2 + · · ·+ a2pt

p,
...

xn(t) = an0 + an1t+ an2t
2 + · · ·+ anpt

p,

(7)

式中参数aij, i = 1, 2, · · · , n; j = 0, 1, 2, · · · , p.
u1(t) = b10 + b11t+ b12t

2 + · · ·+ b1pt
p,

u2(t) = b20 + b21t+ b22t
2 + · · ·+ b2pt

p,
...

um(t) = bm0 + bm1t+ bm2t
2 + · · ·+ bmpt

p,

(8)

式中参数brj, r = 1, 2, · · · ,m; j = 0, 1, 2, · · · , p.
λ1(t) = c10 + c11t+ c12t

2 + · · ·+ c1pt
p,

λ2(t) = c20 + c21t+ c22t
2 + · · ·+ c2pt

p,
...

λn(t) = cn0 + cn1t+ cn2t
2 + · · ·+ cnpt

p,

(9)

式中参数cij, i = 1, 2, · · · , n; j = 0, 1, 2, · · · , p.
只要稳定的Padè型逼近的阶数p > 2,都可达到很

好的逼近效果[9–10]. 本文使用稳定的Padè型逼近,仅
为过渡的手段,随后仍将返回原来的x(t), u(t), λ(t)

形式,所以并不关心阶数p的高低.
得x(t), u(t), λ(t)的稳定的Padè型逼近,并用下划

线表示参数化:
x(t) = x(aij, t), ẋ(t) = ẋ(aij, t), (10)

u(t) = u(brj, t), (11)

λ(t) = λ(cij, t), λ̇(t) = λ̇(cij, t). (12)

式(5)化为无约束优化问题,即

min
u(t)

J =
w tf

0
{Φ(x(t), u(t)) +

λT(f(x(t), u(t))− ẋ(t))}dt. (13)
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将式(10)–(12)代入式(13),并且t ∈ [0, tf ]分为n段,
n → ∞,即令 t = 0, 1, 2, 3, · · · ,∞单位时间,步长δt

→ 0,得无约束优化问题的参数化表示式:
min

aij ,brj ,cij
Jp =

w tf

0
{Φ(x(aij, t), u(brj, t)) +

λT(cij, t)(f(x(aij, t), u(brj, t))− ẋ(aij, t))}dt =w δt

0
{Φ(x(aij, 0), u(brj, 0)) +

λT(cij, 0)(f(x(aij, 0), u(brj, 0))− ẋ(aij, 0))}dt+w 2δt

δt
{Φ(x(aij, 1), u(brj, 1)) +

λT(cij, 1)(f(x(aij, 1), u(brj, 1))−

ẋ(aij, 1))}dt+ · · ·+w nδt

(n−1)δt
{Φ(x(aij, n− 1), u(brj, n− 1)) +

λT(cij, n− 1)(f(x(aij, n− 1), u(brj, n− 1))−

ẋ(aij, n− 1))}dt+ · · · =

{{Φ(x(aij, 0), u(brj, 0)) +

λT(cij, 0)(f(x(aij, 0), u(brj, 0))− ẋ(aij, 0))}+

{Φ(x(aij, 1), u(brj, 1)) +

λT(cij, 1)(f(x(aij, 1), u(brj, 1))−

ẋ(aij, 1))}+ · · ·+

{Φ(x(aij, n− 1), u(brj, n− 1)) +

λT(cij, n− 1)(f(x(aij, n− 1), u(brj, n− 1))−

ẋ(aij, n− 1))}+ · · · }
w δt

0
dt.

常量乘目标函数,不影响决策,故有

min
aij ,brj ,cij

{{Φ(x(aij, 0), u(brj, 0)) +

λT(cij, 0)(f(x(aij, 0), u(brj, 0))− ẋ(aij, 0))}+
{Φ(x(aij, 1), u(brj, 1)) +

λT(cij, 1)(f(x(aij, 1), u(brj, 1))−
ẋ(aij, 1))}+ · · ·+
{Φ(x(aij, n− 1), u(brj, n− 1)) +

λT(cij, n− 1)(f(x(aij, n− 1), u(brj, n− 1))−
ẋ(aij, n− 1))}+ · · · } =

{Φ(x(aij, t), u(brj, t)) +

λT(cij, t)(f(x(aij, t), u(brj, t))− ẋ(aij, t))},
(14)

即

min
aij ,brj ,cij

{H(x(aij, t), u(brj, t), λ(cij, t))−

λT(cij, t)ẋ(aij, t)}. (15)

当t ∈ [0, tf ],去参数化,得
min
u(t)

{H(x(t), u(t), λ(t))− λT(t)ẋ(t)}, (6a)

即
min
u(t)

Φ(x(t), u(t)). (6c)

另一方面,式(13)又可写为
min
u(t)

J =

w tf

0
{Φ(x(t), u(t)) + λT(t)f(x(t), u(t))}dt−

w tf

0
λT(t)ẋ(t)dt =

w tf

0
{Φ(x(t), u(t)) + λT(t)f(x(t), u(t))}dt−

[λT(t)x(t)]tf0 +
w tf

0
xT(t)λ̇(t)dt =

w tf

0
{Φ(x(t), u(t)) + λT(t)f(x(t), u(t)) +

xT(t)λ̇(t)}dt− [λT(t)x(t)]tf0 , (16)

式中
min
u(t)

{[λT(t)x(t)]tf0 } = 0. (17)

式(16)仿效式(13)至式(15)的推导,得式(15)的另
一种形式:

min
aij ,brj ,cij

{H(x(aij, t), u(brj, t), λ(cij, t)) +

xT(aij, t)λ̇(cij, t)}. (18)

当t ∈ [0, tf ],去参数化,得

min
u(t)

{H(x(t), u(t), λ(t)) + xT(t)λ̇(t)}. (6b)

证毕.

注注注 1 a) 约束函数g(x(t), u(t))6 0并不影响以上的证

明. 实际上,系统约束也不影响证明,如果不化为无约束优化
问题,就可直接证明式(6c).

b) 式(6a)–(6c)都是附属于式(5)的优化问题,它们的目标
函数不同于式(5)所示泛函求极值的目标函数,必须从泛函求
极值的目标函数才能计算出最优目标函数值,理应如此[1–6]

(参阅式(2)–(4)).
c) 以上采用了参数化,它实际上仍然是连续时间的.
这一连续时间命题的证明不能采用离散化,因为: 1⃝离

散化使用差商取代微商,失去了ẋ形式; 2⃝连续时间命题不需
要假设H有凸性,而离散化之后必须假定H有凸性[11–12],就
会造成前后不一致.在最优控制理论的发展历史中,曾经发生
错将Pontryagin最小值原理急于直接推广至离散最小值原理,
忽视了凸性[13],文[14–15]还举例,说明连续时间的不能直接
推广到离散时间的. 所以不应重蹈覆辙[16].

d) 式(15)(18)特别适合于参数与变量共同作为决策变量
参与数值优化.

e) 此命题实际上可推广并表示为

arg min
u(t)

w tf

0
Φ(x(t), u(t), t)dt =
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arg min
u(t)

Φ(x(t), u(t), t), t ∈ [0, tf ].

2.2 评评评论论论Pontryagin最最最小小小值值值原原原理理理
2.2.1 Pontryagin最最最小小小值值值原原原理理理是是是特特特殊殊殊情情情况况况
将已知的最优解x∗(t), λ∗(t)代入式(6a)或式(6b),

不必过多演绎,立即可得式(19)所示Pontryagin最小值
原理:

min
u(t)

{H(x∗(t), u(t), λ∗(t))− λ∗T(t)ẋ∗(t)} =

min
u(t)

H(x∗(t), u(t), λ∗(t)), (19a)

或
min
u(t)

{H(x∗(t), u(t), λ∗(t)) + x∗T(t)λ̇∗(t)} =

min
u(t)

H(x∗(t), u(t), λ∗(t)), (19b)

式中若已知最优解x∗(t)和λ∗(t),就有ẋ∗(t)和 λ̇∗(t),
故有λ∗T(t)ẋ∗(t) =常量及x∗T(t)λ̇∗(t) =常量.

从式(19)看出: Pontryagin最小值原理是本文推导
的连续最优控制计算原理的特殊情况. 以前动用许多
数学工具证明了一种特殊情况[1–6],很可惜;受当年科
学技术发展水平的制约,未能及时识破它是特殊情
况[2–6],很遗憾.

2.2.2 内内内容容容特特特殊殊殊(含含含有有有的的的信信信息息息不不不完完完整整整)
Pontryagin最小值原理相对于式(6a)–(6b)而言,缺

少一项; Pontryagin最小值原理相对于式(6c)而言,多
余一项.由此造成含有信息不完整的后果.当u ∈ Rm

时,不需要变分法,直接用微积分对式(6a)或式(6b)求
极值,即可得泛函极值存在的必要条件:耦合方程
∂H

∂u
= 0,协态方程

∂H

∂x
= −λ̇,状态方程

∂H

∂λ
= ẋ =

f(x, u). 但是,微积分用于min
u(t)

H(x∗(t), u(t), λ∗(t))

只能获得耦合方程,必须另外依靠变分法才能获得协
态方程和状态方程. 这说明式(6a)–(6c)各自含有的信
息完整,而min

u(t)
H(x∗(t), u(t), λ∗(t))含有的信息不完

整. 当u ∈ Ω ⊂ Rm时,有
∂H

∂u
̸= 0,也必须另外依靠

变分法才能获得协态方程和状态方程, Pontryagin最
小值原理含有的信息不完整.

2.2.3 形形形式式式特特特殊殊殊

Pontryagin最小值原理min
u(t)

H(x∗(t), u(t), λ∗(t))

使用特殊的轨线x∗(t), λ∗(t)代入,在形式上就已经表
明是一种特殊情况. H(x∗(t), u(t), λ∗(t)) 6 H(x(t),

u(t), λ(t))这种形式也表明是一种特殊情况,但不容
易被看清.

3 离离离散散散最最最优优优控控控制制制的的的计计计算算算原原原理理理

3.1 命命命题题题(离离离散散散最最最优优优控控控制制制的的的计计计算算算原原原理理理)
离散最优控制问题为函数求极值


min
u(k)

J =
kf−1∑
k=0

Φ(x(k), u(k)),

s.t. x(k+1) = f(x(k), u(k)), x(0) = x0,

g(x(k), u(k)) 6 0,

(20)

式中: Φ ∈ R, Φ为凸函数, x ∈ Rn, u ∈ Rm, g ∈ Rq,
g为凸函数, kf固定. 定义Hamilton函数H(x(k), u(k),

λ(k+1))=Φ(x(k), u(k))+λT(k+1)f(x(k), u(k))[6],
协态向量λ ∈ Rn. 则有离散最优控制计算原理

min
u(k)

Φ(x(k), u(k)),

s.t. x(k+1) = f(x(k), u(k)),

x(0) = x0, k ∈ [0, kf − 1],

g(x(k), u(k)) 6 0,

(21a)

即 

min
u(k)

{H(x(k), u(k), λ(k+1))−

λT(k + 1)x(k + 1)},
s.t. x(k+1) = f(x(k), u(k)),

x(0) = x0, k ∈ [0, kf − 1],

g(x(k), u(k)) 6 0,

(21b)

即 

min
u(k)

{H(x(k), u(k), λ(k+1))−

xT(k + 1)λ(k + 1)},
s.t. x(k+1) = f(x(k), u(k)),

x(0) = x0, k ∈ [0, kf − 1],

g(x(k), u(k)) 6 0.

(21c)

证证证 式(20)即
min
u(k)

J= min
u(k)

{Φ(x(0), u(0))+Φ(x(1), u(1))+

· · ·+ Φ(x(kf − 1), u(kf − 1))},
s.t. x(k + 1) = f(x(k), u(k)), x(0) = x0

g(x(k), u(k)) 6 0, k ∈ [0, kf − 1].

(22)

式(22)为加权和求极小,式(23)为多目标求极小,
前者的最优解为后者的Pareto最优解的必要条件是:
凸优化问题(目标凸和约束凸)[17–19]:

min
u(0)

Φ(x(0), u(0)),

s.t. x(1) = f(x(0), u(0)), x(0) = x0;

min
u(1)

Φ(x(1), u(1)),

s.t. x(2) = f(x(1), u(1));
...

min
u(kf−1)

Φ(x(kf − 1), u(kf − 1)),

s.t. x(kf) = f(x(kf − 1), u(kf − 1));

s.t. g(x(k), u(k)) 6 0, k ∈ [0, kf − 1],

(23)
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所以,式(20)所示离散最优控制问题,可从式(23)用多
目标优化求解.

当k∈ [0, kf −1],观察另一优化问题,如式(21a)所
示: 

min
u(k)

Φ(x(k), u(k)),

s.t. x(k+1) = f(x(k), u(k)),

x(0) = x0, k ∈ [0, kf − 1],

g(x(k), u(k)) 6 0,

(21a)

式中: Φ ∈ R, Φ为凸函数, x ∈ Rn, u ∈ Rm, g ∈ Rq,
g为凸函数, kf固定.

式(21a)也可表示为式(23)所示多目标优化的形式.
所以,式(21a)所示函数求极值问题,也可从式(23)用
多目标优化求解.

既然从式(20)和式(21a)都可演绎出相同的式(23),
两者都对式(23)作出相同的多目标优化求解,必然能
得出相同的结果.换言之,对式(21a)求得决策变量,就
是求得式(20)的决策变量. 式(21a)即为离散最优控制
计算原理.

以下,为了将本文提出的离散最优控制计算原理
与离散最小值原理作比较,式(21a)之目标函数改写为

min
u(k)

Φ(x(k), u(k)) =

{Φ(x(k), u(k)) + λT(k+1)f(x(k), u(k))−
λT(k+1)x(k + 1)},

即得 

min
u(k)

{H(x(k), u(k), λ(k+1))−

λT(k + 1)x(k + 1)},
s.t. x(k+1) = f(x(k), u(k)),

x(0) = x0, k ∈ [0, kf − 1],

g(x(k), u(k)) 6 0.

(21b)

式(21b)即式(21c):

min
u(k)

{H(x(k), u(k), λ(k+1))−

xT(k + 1)λ(k + 1)},
s.t. x(k+1) = f(x(k), u(k)),

x(0) = x0, k ∈ [0, kf − 1],

g(x(k), u(k)) 6 0.

(21c)

证毕.

注注注 2 a) 离散最优控制计算原理的证明必须假设Φ凸

g凸,离散最小值原理只适用于Φ凸g凸的情况[11–12],两者一
致.

b) 加权和优化的最优解转换为多目标优化的Pareto最优
解,其必要条件为目标凸约束凸[17–19]. 离散最优控制计算原
理(含离散最小值原理)对凸性的要求,就隐藏在这一转换之
中.

c) 此命题实际上可推广并表示为

arg min
u(k)···u(kf−1)

kf−1∑
j=k

Φ(x(j), u(j), j) =

argmin
u(k)

Φ(x(k), u(k), k), k ∈ [0, kf − 1].

3.2 评评评论论论离离离散散散最最最小小小值值值原原原理理理

3.2.1 离离离散散散最最最小小小值值值原原原理理理是是是特特特殊殊殊情情情况况况

将已知的最优解x∗(k)和λ∗(k + 1)代入式(21b)–
(21c)不必过多演绎,立即可得式(24)所示离散最小值
原理:

min
u(k)

{H(x∗(k), u(k), λ∗(k+1))−

λ∗T(k+1)x∗(k + 1)} =

min
u(k)

H(x∗(k), u(k), λ∗(k+1)) (24a)

或

min
u(k)

{H(x∗(k), u(k), λ∗(k+1))+

x∗T(k+1)λ∗(k + 1)} =

min
u(k)

H(x∗(k), u(k), λ∗(k+1)), (24b)

式中

λ∗T(k+1)x∗(k + 1) =

x∗T(k + 1)λ∗(k+1) =常量,

因为若已知最优解x∗(k),就有x∗(k + 1).

从式(24)看出:离散最小值原理是本文推导的离
散最优控制计算原理的特殊情况. 受当年科学技术发
展水平的制约,未能及时识破它是特殊情况[2–6],很遗
憾.

3.2.2 内内内容容容特特特殊殊殊(含含含有有有的的的信信信息息息不不不完完完整整整)
离散最小值原理相对于式(21a)所示计算原理而

言,多余一项;离散最小值原理相对于式 (21b)或式
(21c)所示计算原理而言,缺少一项.由此造成含有信
息不完整的后果.当u∈Rm时,不需要离散变分法,直
接用微积分对式(21b)或式(21c)求极值,即得函数极
值存在的必要条件:

耦合方程为
∂H(x(k), u(k), λ(k+1))

∂u(k)
= 0;

协态方程为
∂H(x(k), u(k), λ(k+1))

∂x(k)
= λ(k);

状态方程为
∂H(x(k), u(k), λ(k+1))

∂λ(k+1)
= x(k + 1)

= f(x(k), u(k)).

但是,用微积分对离散最小值原理min
u(k)

H(x∗(k),

u(k), λ∗(k + 1))求极值,只能获得耦合方程,必须另
外依靠离散变分法,才能获得协态方程和状态方程.
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这说明式(21a)–(21c)各自含有的信息完整,而离散最
小值原理含有的信息不完整. 当u ∈ Ω ⊂ Rm时,有
∂H

∂u
̸= 0,也必须另外依靠离散变分法,才能获得协态

方程和状态方程,离散最小值原理含有的信息不完整.

3.2.3 形形形式式式特特特殊殊殊

离散最小值原理min
u(k)

H(x∗(k), u(k), λ∗(k+1))

使用特殊的轨线x∗(k), λ∗(k+1)代入,在形式上已经
表明是一种特殊情况. H(x∗(k), u(k), λ∗(k+1)) 6
H(x(k), u(k), λ(k+1))这种形式也表明是一种特殊

情况,但不容易被看清.

4 例例例

例例例 1 式(6c)的使用(只有系统状态方程约束):
min
u(t)

J =
w 2

0
0.5u2(t)dt,

s.t. ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = 1, x2(0) = 1,

ẋ2(t) = u(t), x1(2) = 0, x2(2) = 0,

(25)

式中: x ∈ R2, u ∈ R.
使用此例的目的: a)按式(2)求解,即求解耦合方

程、状态方程、协态方程,获得解析解,并从解析解取
得数值解; b)对原泛函求极值问题求数值解; c)对本
文推导的计算原理用数值优化求数值解; d)最小值原
理用数值优化求数值解.前两者作为标准,检验后两
者.
解解解 1 用MATLAB的符号数学工具箱求解两点边

值问题(TPBVP),得幂级数解:
x1(t) = 1 + t− 1.75t2 + 0.5t3,

x2(t) = 1− 3.5t+ 1.5t2,

u(t) = −3.5 + 3t.

(26)

当采样周期Ts = 0.2 s,从该幂级数解取得数值解,
见表1所示.

表 1 从式(26)取得式(25)的数值解
Table 1 To get the numerical solution of

Eq. (25)from Eq. (26)

x1(t) x2(t) u(t)

1.0000 1.0000 −3.2000
1.1340 0.3600 −2.6000
1.1520 −0.1600 −2.0000
1.0780 −0.5600 −1.4000
0.9360 −0.8400 −0.8000
0.7500 −1.0000 −0.2000
0.5440 −1.0400 0.4000
0.3420 −0.9600 1.0000
0.1680 −0.7600 1.6000
0.0460 −0.4400 2.2000
0.0000 0.0000 —

2) 对原泛函求极值问题式(25)求数值解.

式(25)离散化(Ts = 0.2 s),采用MATLAB优化工
具箱的约束非线性优化求解器 fmincon并用算法
interior-point,得数值解,见表2所示.

表 2 式(25)的数值解
Table 2 The numerical solution of Eq. (25)

x1(t) x2(t) u(t)

1.0000 1.0000 −3.2273
1.1355 0.3545 −2.6212
1.1539 −0.1697 −2.0152
1.0797 −0.5727 −1.4091
0.9370 −0.8545 −0.8030
0.7500 −1.0152 −0.1970
0.5430 −1.0545 0.4091
0.3403 −0.9727 1.0152
0.1661 −0.7697 1.6212
0.0445 −0.4455 2.2273
0.0000 0.0000 —

表1与表2数据的3位有效数字一致.

3) 计算原理式(6c)用于式(25),离散化后用数值
优化求数值解.

min
u(t)

0.5u2(t), t ∈ [0, 2],

s.t. ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = 1, x2(0) = 1,

ẋ2(t) = u(t), x1(2) = 0, x2(2) = 0,

(27)

式中: x ∈ R2, u ∈ R, λ ∈ R2.

此式离散化(Ts = 0.2 s),采用MATLAB优化工具
箱的约束非线性优化求解器fmincon并用算法interior-
point,得数值解,见表3所示.

表 3 式(27)的数值解
Table 3 The numerical solution of Eq. (27)

x1(t) x2(t) u(t)

1.0000 1.0000 −3.2273
1.1355 0.3545 −2.6212
1.1539 −0.1697 −2.0152
1.0797 −0.5727 −1.4091
0.9370 −0.8545 −0.8030
0.7500 −1.0152 −0.1970
0.5430 −1.0545 0.4091
0.3403 −0.9727 1.0152
0.1661 −0.7697 1.6212
0.0445 −0.4455 2.2273
0.0000 0.0000 —

表2与表3数据完全一致,能获得式 (25)的真解
x∗(t), u∗(t).
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4) 对Pontryagin最小值原理式(4),用数值优化求
数值解:
min
u(t)

[0.5u2(t)+λ1(t)x2(t)+λ2(t)u(t)], t∈ [0, 2],

s.t. ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = 1, x2(0) = 1,

ẋ2(t) = u(t), x1(2) = 0, x2(2) = 0,

(28)

式中: x ∈ R2, u ∈ R, λ ∈ R2.

此式离散化(Ts = 0.2 s),采用MATLAB优化工具
箱的约束非线性优化求解器fmincon,并用算法inter-
ior-point求数值解.虽然系统的状态方程相同,其他的
约束相同,计算时,使用同一台计算机,有相同的字长,
又用同一种优化算法,还用同一种MATLAB优化工具
箱的软件,但是min

u(t)
{H(x(t), u(t), λ(t))}与min

u(t)
Φ(

x(t), u(t))两者目标函数不同,前者信息不完整,不能
获得式(25)的真解,计算结果错误.

例例例 2 式(6c)的使用(有系统状态方程约束,还有
终端函数约束).

min
u(t)

J =
w 4

0
[xT(t)x(t) + uT(t)u(t)]dt,

s.t. ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = 1,

x2
1(5) + x2

2(5) + x2
3(5) 6 1,

(29)

式中: x ∈ R3, u ∈ R2,

A =

2.3714 0.3163 −1.1280

0 −1.1815 1.1589

0.6103 −5.9501 −0.1741

 ,

B =

0.0475 0

1.2500 0.1010

0 0.2873

 .

使用此例的目的: a)对原泛函求极值问题求取数
值解; b)对本文推导的计算原理用数值优化求取数值
解; c)对Pontryagin最小值原理用数值优化求取数值
解.前者作为标准,检验后两者.

解解解 按式(6c),
min
u(t)

[xT(t)x(t) + uT(t)u(t)], t ∈ [0, 5],

s.t. ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = 1,

x2
1(5) + x2

2(5) + x2
3(5) 6 1,

(30)

式中: x ∈ R3, u ∈ R2.

此式离散化(Ts = 0.8 s),采用MATLAB优化工具
箱的约束非线性优化求解器fmincon,并用算法inter-
ior-point得数值解,见表4所示.

该数值解与式(29)所示原泛函求极值问题的数值
解完全一致,但是, Pontryagin最小值原理不能获得式
(29)的真解,计算结果错误.

表 4 式(30)的数值解
Table 4 The numerical solution of Eq. (30)

x1(t) x2(t) x3(t) u1(t) u2(t)

1.0000 1.0000 1.0000 −4.9621 16.2299
2.0591 −2.6688 0.3184 1.5332 −0.6119
5.0612 1.6328 13.8427 −11.6676 1.4865
2.1409 1.1354 6.2716 −5.5505 −0.0706
0.6193 0.3204 1.0224 −0.7517 −0.1512
0.9242 0.2260 −0.3080 — —

通过上述两例对原理的测试与检验,可以观察到
两点:

a) min
u(t)

H(x(t), u(t), λ(t))与min
u(t)

Φ(x(t), u(t))

相比,前者多余一项min
u(t)

λT(t)f(x(t), u(t)),但数值

优化却会由此多出数十项或更多(取决于系统维数和
采样点数),其计算结果不能获得真解 x∗(t), u∗(t),

λ∗(t),只能获得伪解.这种计算结果错误是由原理性
缺陷造成的,绝非提高精度所能弥补.

b) min
u(t)

H(x∗(t), u(t), λ∗(t))是 正 确 的, min
u(t)

{

H(x∗(t), u(t), λ∗(t))− λ∗T(t)ẋ∗(t)}也正确;虽然
min
u(t)

H(x∗(t), u∗(t), λ∗(t))成立,但应该是min
u(t)

{H(

x∗(t), u∗(t), λ∗(t)) − λ∗T(t)ẋ∗(t)}或min
u(t)

{H(x(t),

u(t), λ(t))−λT(t)ẋ(t)}.可见min
u(t)

H(x(t), u(t), λ(t))

缺失min
u(t)

λT(t)ẋ(t)项,并且x∗(t), λ∗(t)是外来的,并

不能内部生成,所以min
u(t)

H(x(t), u(t), λ(t))不能获

得真解x∗(t), u∗(t), λ∗(t). 上述现象(真解代入是成立
的,求解却始终得到伪解)乍一看有点诡异,实质还是
由信息不完整所致.

5 结结结论论论

本文提出的连续最优控制计算原理和离散最优控

制计算原理都可用于最优控制的数值优化. Pontry-
agin最小值原理和离散最小值原理分别是本文提出的
连续最优控制计算原理和离散最优控制计算原理的

特殊情况,并且, Pontryagin最小值原理和离散最小值
原理都不能用于最优控制的数值优化,这是一种缺陷.
这些是在50多年后才被发现的,全靠现代数值优化关
于非线性规划的优秀算法和MATLAB的优化工具箱,
这反映出时代的进步.

最优控制计算原理也适用于伪谱法最优控

制[20–21],其采样周期不是等间隔的.
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