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摘要:针对含噪声不确定非线性时变系统,提出一种基于多维泰勒网(MTN)稳定的自适应控制方案,其中3个
MTN分别被用来实现非线性滤波、系统辨识与自适应控制.首先, MTN滤波器(MTNF)用来消除测量噪声,以得到
无随机干扰的模型输出.然后, MTN辨识器(MTNI)用来表示系统动态映射且比传统神经网络泛化能力更强. 而后,
MTN控制器(MTNC)用来实现系统精确跟踪控制,其中时变被控对象由MTNI辨识并将其动力学特性信息实时提供
给MTNC使其“光滑”自适应.此外,利用改进的灵敏度计算方法来剪除MTNI和MTNC的冗余输入和冗余中间层回
归项.最后,证明基于MTN的闭环系统稳定性,并给出最优学习率以期实现快速学习.仿真结果表明,该方法具有精
确的辨识能力、良好的跟踪性能和较强的抗干扰能力,可实现含有不确定性、随机因素和时变特性的非线性系统自
适应实时控制.

关键词: 多维泰勒网;非线性时变系统;噪声干扰;自适应控制;非线性滤波

引用格式: 张超,孙启鸣. 具有噪声干扰的非线性时变系统多维泰勒网辨识和控制.控制理论与应用, 2020, 37(1):
107 – 117

DOI: 10.7641/CTA.2019.80462

Multi-dimensional Taylor network identification and control of
nonlinear time-varying systems with noise disturbances

ZHANG Chao1†, SUN Qi-ming2

(1. College of Electrical Engineering and Automation, Henan Institute of Technology, Xinxiang Henan 453003, China;
2. College of Information Science and Technology, Nanjing Forestry University, Nanjing Jiangsu 210037, China)

Abstract: For the uncertain nonlinear time-varying system with noise, an adaptive stable control scheme based on
multi-dimensional Taylor network (MTN) is proposed. Three of the MTNs are used respectively to implement nonlinear
filtering, system identification and adaptive control. First of all, the MTN filter (MTNF) is used to eliminate measurement
noise to obtain model output without random interference. Then, the MTNI identifier (MTNI), with better generalization
ability than the traditional neural network, is used to represent the dynamic mapping of the system. After that, the MTN
controller (MTNC) is used to achieve accurate tracking control of the system, in which the time-varying controlled object
is identified by MTNI and its dynamic characteristic information is provided to MTNC in real time to make it “smooth”
adaptive. In addition, an improved sensitivity calculation method is used to trim the redundant input and redundant middle
layer regressive terms of MTNI and MTNC. Finally, the stability of the closed-loop system based on MTN is proved and
the optimal learning rate is provided to achieve rapid learning. Simulation results show that the proposed method, which
has accurate identification capability, good tracking performance and strong anti-jamming capability, can realize adaptive
real-time control of nonlinear systems with uncertainties, random factors and time-varying characteristics.
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1 引引引言言言

非线性控制领域的发展涉及3个主要问题[1]: 需要
处理越来越复杂的系统,涉及被控对象的噪声、时变
和不确定非线性等特性;需要在缺少被控对象及其环
境精确先验知识的情况下达到控制要求;需要满足日
益增长的高实时性应用要求. 尽管在非线性系统控制
领域取得了一些成果,但它们并没有综合考虑系统的
不确定性、时变特性以及测量噪声. 同时,所采用的控
制算法和结构应足够简单且易于实现. 设计的控制方
案应具有非线性、鲁棒性、灵活性和学习能力. 此外,
如果不做处理,对象噪声和随机干扰就会不受抑制地
出现在前馈控制器的输入端,这将大大降低自适应过
程的稳定性以及严重影响控制精度.因此,如何在确
保实时性能的前提下将随机因素、时变特性和不确定

非线性的影响一同最小化是具有重要意义的.

随着未知参数增加带来的复杂度激增、初始状态

不稳定、未考虑测量噪声等随机因素以及一般不适合

高实时性应用场合,这些自适应控制方法的不足[2–4]

迫使工程师寻求其他解决方案.同时,随着解决被控
对象不确定性和复杂性的智能控制技术的迅速发展,
神经网络计算架构的大规模并行计算、自然容错性和

隐式编程规则,都表明其可能是实现实时自适应控制
器的选择之一[5]. 在过去的20年里,一些神经网络模
型和神经网络训练方案被应用于系统控制器的设计.
然而,神经网络仍然存在学习速度慢、泛化能力弱和
鲁棒性不强等缺点[6]. 此外,在解决噪声和干扰问题
时,通常采用固定的低通滤波器来消除系统测量和其
他部分的高频干扰,由于滤波器参数在整个消噪过程
中保持不变[7],噪声消除算法不适应系统的时间变化,
容易出现过调.可见,具有噪声干扰的不确定非线性
时变系统控制问题需更好地解决和处理.

多维泰勒网 (multi-dimensional Taylor network,
MTN)及其最优控制思想是由东南大学严洪森教授于
2010年提出的[8],如图1所示. 该模型可以很好地代替
传统神经网络进行动态系统建模和控制,其本质上是
多项式型的非线性自回归滑动平均模型,借助于抽头
延迟映射来表示动态系统.目前一些学者正对该模型
在模型预测[9]、系统辨识[10]、灾害预测[11]、电机控

制[12]以及非线性控制[13–15]等领域的应用进行研究,
但并未考虑不确定性、时变特性及测量噪声等综合因

素. MTN具有结构简单、运算速度快的优点. 同时,研
究发现PID控制器是MTN控制器的特殊形式,其参数
可作为后者的初始参数,详细说明见第4节.

文献[16]强调不应该把所有问题都孤注一掷地寄
托在“反馈”环节上. 在大多数情况下,一个最佳的控
制结构应该是每次只给反馈部分较小的改变.基于此
考虑,本文研究工作在以下方面展开: 1)对于系统辨
识,辨识器所需参数越少越好,因为参数越多,对模型

的随机影响越大.并且由于实时性是控制系统应用的
关键, MTN辨识器(multi-dimensional Taylor network
identifier, MTNI)需要在相对较少的节点数下收敛. 为
此,采用改进的灵敏度计算方法[17]来剪除网络冗余输

入项和冗余中间层回归项; 2)由于被控对象一般都是
未知的,控制器训练所需的动力学特性信息通常是不
可取的. 许多应用中只是简单地使用对象响应符号变
化. 由于已可通过MTNI得到被控对象精确的模型更
新信息,故MTN控制器(multi-dimensional Taylor net-
work identifier controller, MTNC)的权值调整相对于
无法得到动力学特性的情况就变得更加平滑; 3)引入
MTN滤波器(multi-dimensional Taylor network identi-
fier filter, MTNF)并利用自适应噪声消除[18]来消除控

制干扰和测量噪声,以获得期望的控制精度和稳定性.
更加重要的是,基于MTN控制方案的收敛性需严格证
明. 对于MTNI和MTNC,过高的学习率会导致系统不
稳定,而较低的学习率又可能会减慢学习过程. 因此,
本文采用稳定的自适应学习率来保证收敛性,即根
据Lyapunov稳定性理论寻找学习率边界,进而获得最
优学习率.此外,为了确保MTNF的稳定性,推导出滤
波器步长的约束条件.

图 1 多维泰勒网模型

Fig. 1 MTN model

综上所述, 3个多维泰勒网模型分别用来构造MT-
NI, MTNC和MTNF.首先,基于被控对象的开环输入
输出数据,离线设计并训练MTNI和MTNC.当训练完
成时,其初始权值和网络结构可同时确定. 然后,通
过MTNI实现不确定非线性时变系统辨识,提供模型
信息在线更新MTNC.而后,设计用于消除随机干扰
的MTNF以实现精确控制,其权值通过改进的归一化
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最小均方算法(least mean square, LMS)算法进行调
整. 最终,将自适应控制方案应用于具有噪声干扰的
不确定非线性时变系统,整体MTN控制方案具有学习
和适应能力.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑不确定非线性时变离散系统,可用输入输出
差分方程表示为

y(k+1)=f(y(k), y(k−1), · · · , y(k−dy),

u(k), u(k−1), · · · , u(k−du), k), (1)

其中: f(·)为非线性标量函数; y(k) ∈ R为系统输出;
u(k) ∈ R为系统输入; k = 1, 2, · · · ; dy和du为相应的

最大延迟.

如果被控对象所处的环境存在噪声干扰,也就是
被控对象受到噪声的作用,或者说被控对象受到噪声
的污染,那么在式(1)中应加入相应的项,可得到

y(k+1)=f(y(k), y(k−1), · · · , y(k−dy), u(k),

u(k−1), · · · , u(k−du), v(k), k), (2)

其中噪声干扰为不能用时间函数明确表示的一种随

机过程. 根据其来源[19],可分为如下几类: 1)声音噪
声; 2)热噪声和散粒噪声; 3)电磁噪声; 4)静电噪声;
5)信道失真、回波和衰落等. v(k)为噪声,可以是模
型噪声,也可以是测量噪声. 为了更好地模拟未知的
真实噪音, v(k)取高斯白噪声. 具有噪声干扰的非线
性时变系统就是其扰动可用随机过程表示的受控动

力学时变系统,为描述方便,具有噪声干扰的非线性
时变系统简称成含噪声非线性时变系统.因此,式(2)
被称为含噪声非线性时变系统.

3 多多多维维维泰泰泰勒勒勒网网网

本文提出了一种通用的多维泰勒网模型,如图1所
示. 根据多元泰勒公式的原理,如果某函数在某点邻
域处m+ 1阶可导,则该函数在该点展开式为变量幂
级数不大于m次的形式. 因此,基于多维泰勒网模型,
可将n维系统的一般动力学方程表示为

y(k + 1)=f(x(k))=
N(n,m)∑

t=1

wt(k)
n∏

i=1

x
λt,i

i (k), (3)

其中: f(·)表示用MTN模型描述的非线性函数,其基
本思想是用简单函数逼近复杂函数; wt是第t个变量

乘积项之前的权值; N(n,m)是该展开式的总项数;

λt,i是第t个变量乘积项中变量xi的幂次,且
n∑

t=1

λt,i 6

m,即f是由其各变量的幂次之和小于等于m的变量

乘积项加权之和组成的.

正如所见,多维泰勒网采用前向单中间层结构,包
括输入层、中间层和输出层. 只要N(n,m)足够大,它
就能够以足够的精度逼近任意模型[11, 20]. 尽管式(3)
是系统输入输出的非线性函数,但模型参数是线性关

系的. 通过抽头延迟将系统的动力学特性引入到网络
输入端,可形成动态的网络化控制器.

4 自自自适适适应应应MTN辨辨辨识识识
4.1 自自自适适适应应应辨辨辨识识识算算算法法法

本部分利用网络学习策略,通过改进的梯度下降
学习算法实现MTN辨识器权值快速更新.

目标函数为

JI(wI(k)) =
1

2
(ye(k)− yI(k))

2 =
1

2
e2I (k), (4)

其中: eI(k) = ye(k)− yI(k), ye(k)和yI(k)分别表示

系统输出和MTN模型输出,可调参数wI代表MTN模
型权值.将相对于可调参数wI的目标函数最小化:

∂JI

∂wI

= −eI(k)
∂yI(k)

∂wI

. (5)

更新方程为

wI(k + 1) =wI(k) + ∆wI(k) =

wI(k)− ηI
∂JI

∂wI

=

wI(k) + ηIeI(k)
∂yI
∂wI

, (6)

其中ηI为MTNI的学习率.

为追求更快的收敛速度,满足时变系统建模要求,
解决采用步长固定的梯度下降法时收敛速度慢的缺

陷,引入增量梯度法[21]用于系统辨识,在每步学习时
都寻求最优步长.

由于

EI =
1

2
(ye(k + 1)− yI(k + 1))

2
=

1

2
(ye(k + 1)−

NI∑
t=1

wIt

n∏
i=1

u
λt,i

i (k))2 =

1

2
(ye(k + 1)− fI(w

T
I (k) · u(k)))2, (7)

其中u(k)为MTN辨识器输入向量.

从而

∆wI(k) =−ηI
∂EI

∂wI

=

ηI · (ye(k+1)−yI(k+1)) · y′
I(k+1) =

ηI · (ye(k+1)−fI(w
T
I (k) · u(k)))f ′

I(w
T
I (k) · u(k)).

(8)

权值修正后的yI(k + 1)可展开为一阶泰勒级数

fI(w
T
I (k + 1) · u) ≈

fI(w
T
I (k) · u) + [f ′

I(w
T
I (k) · u)]T∆wI(k). (9)

对最优步长η∗
I ,应使权值修正后的fI(w

T
I (k+1) · u)

非常接近ye(k + 1),即

ye(k + 1) ≈
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fI(w
T
I (k + 1) · u) ≈

fI(w
T
I (k) · u) + [f ′

I(w
T
I (k) · u)]T∆wI(k). (10)

将式(8)(∆wI(k)的修正公式)代入式(10),有

ye(k+1)−fI(w
T
I (k) · u) ≈

ηI · (ye(k+1)−fI(w
T
I (k) · u))∥f ′

I(w
T
I (k) · u)∥2.

(11)

最优步长为

η∗
I =

1

∥f ′
I(w

T
I (k) · u)∥2

=
1

∥ ∂yI
∂wI

∥2
. (12)

4.2 灵灵灵敏敏敏度度度计计计算算算方方方法法法

精简的MTNI和MTNC将大大减少迭代学习时间
并简化网络结构,这有助于工程实践和硬件实现. 对
于任意复杂的非线性函数, 10个左右的中间层分量足
以,因此在离线阶段的网络规模简化十分必要[10].

灵敏度计算方法是一种获取最佳泛化能力和最小

结构的剪枝算法. 在网络训练时,计算节点(输入变量
和中间节点)对网络误差的贡献(灵敏度),删除那些贡
献最小的节点和权值.该方法不仅可以剪除冗余的中
间节点,还可以计算每个输入的灵敏度估计(也能剪除
不重要的输入变量). 文献[22]提出以下测度:

ρi = Ewithout uniti − Ewith uniti , (13)

其中E为网络对训练样本集的误差.

式(13)是一种直接的相关性测度.但是,当删除某
个输入/中间节点时,需对整个网络重新训练,这要很
大的计算量. 因此,应设计快速计算ρi的方法. 基于此
考虑,本部分对每个输入变量或中间节点都引入一个
系数αi, αi表示对第i个节点的输出进行惩罚,即节点
的重视程度为

oj =
∑
i

wjiαioi, (14)

其中: oi表示第i个中间节点的输出, oj表示第j个输出

节点的输出, wji表示第i个中间节点到第j个输出节

点的连接权值.

如果αi = 0,节点i对网络的其余部分没有影响,
相当于删除了该中间节点;如果αi = 1,节点i就是一

个传统的节点. 于是式(13)可改写为

ρi = Eαi=0 − Eαi=1. (15)

利用误差目标函数对αi的导数信息来逼近ρi:

lim
γ→1

Eαi=γ − Eαi=1

γ − 1
=

∂E

∂αi

|αi=1. (16)

对式(16)做工程近似,即当γ = 0时依然成立,则
Eαi=0 − Eαi=1

−1
≈ ∂E

∂αi

|αi=1. (17)

于是便可得ρi的逼近表达式

ρi = − ∂E

∂αi

. (18)

在实际操作中,
∂E

∂α
波动剧烈. 因此需采用以下措

施得到稳定的灵敏度估计值:

步步步骤骤骤 1 使用一阶惯性滤波,即

ρi(k + 1) = 0.8ρi(k) + 0.2
∂E(k)

∂αi

. (19)

步步步骤骤骤 2 使用归一化灵敏度计算方法. 令当前时
刻同一层(输入层或中间层)内各节点灵敏度的绝对和
为S(k) =

∑
i

|ρi(k)|,则归一化灵敏度为

ρ̂i(k) =
ρi(k)

S(k)
, (20)

归一化后,各节点灵敏度值将介于−1 ∼ 1.

步步步骤骤骤 3 采用稳态时的灵敏度值.在一段时间内
某节点归一化灵敏度的均值和标准差为

ρ̄i =
1

L

L∑
l=1

ρ̂i(k − l),

Vi =

√
1

L− 1

L∑
l=1

[ρ̂i(k − l)− ρ̄]
2
,

(21)

当ρ̄i和Vi均较小,即当|ρ̄|+V <β0,才删除该节点. 其
中L为窗口长度, β0为预设的阈值.

注注注 1 αi并不是MTN的参数,只是为方便表示而引入.

由于计算ρi时αi = 1,因此αi和ρi的计算并不会影响网络权

值调整.

5 自自自适适适应应应MTN控控控制制制
如图2所示,随着调节MTNI参数wI使得辨识模型

输出yI(k)准确描述对象输出ye(k),自适应控制的目
标函数JC为调节MTNC参数wC以使系统输出ye(k)

实时跟踪期望轨迹yd(k). 由此, MTNI向MTNC提供
模型更新信息,使其“光滑”自适应.

5.1 初初初始始始化化化控控控制制制器器器

为了保证初始状态下自适应控制系统稳定,离线
MTNC设计(离线逆建模)是在线MTNC重要且必不可
少的阶段. 离线实验需要大量的训练样本,以确保自
适应MTNC能覆盖整个工作范围.

离线MTNC设计采用直接逆方法[23],如图3所示,
即利用对象的输入输出数据直接建立对象的逆模型.
具体来说,该方法将对象的输出作为MTN的输入,使
得MTN的输出逼近对象的输入. 它的原理很简单,但
其训练不是以目标为导向的,所以这种结构只能用于
离线训练.

注注注 2 因离线阶段无实时性的要求,为了理想的实时

性能,在训练阶段引入灵敏度计算方法以确保MTNC具有最

佳泛化能力和最小网络结构.
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图 2 基于MTN的控制系统结构图

Fig. 2 Block diagram of MTN based control system

图 3 离线逆建模结构图

Fig. 3 Schema of off-line inverse modeling

权值可通过最小化以下瞬时目标函数来训练:

JC-off =
1

2
(m(k)− u(k))2, (22)

其中m(k)为第k时刻的建模信号.

在MTNC离线学习过程, wC的调整式为

wC-off(k + 1) = wC-off(k) + ∆wC-off , (23)

其中∆wC-off = −η
∂JC-off

∂wC-off
,
∂JC-off

∂wC-off
可通过梯度下

降法获得,利用由式(18)–(21)表示的灵敏度计算方
法来剪除冗余的输入和权值.训练结束后,可得精
简的MTNC网络及初始权值.

5.2 控控控制制制器器器设设设计计计

众所周知,典型的离散PID控制器可表示为

u(k) = kP(e(k − 1) + kI
k∑

j=0
e(j)+

kD(e(k)− e(k − 1))), (24)

其中: u(k)为第k时刻的控制律; kP, kI=
kPT

TI
和kD

=
kPTD

T
分别为比例、积分和微分增益; TI和TD分

别表示积分和微分常数; T表示采样时间.

由于式(24)采用全量输出,所以每次输出均与过
去的状态有关,计算时要对e(k)进行累加,控制量
u(k)对应的是执行机构的实际位置偏差,如果位置
传感器出现故障, u(k)可能会出现大幅度变化,进而

引起执行结构位置的剧烈变化. 为避免这种情况,
式 (24)可转化成增量式的形式:

∆u(k) = kP(e(k)− e(k − 1)) + kIe(k)+

kD(e(k)− 2e(k − 1) + e(k − 2)). (25)

由图1得, MTN可作为前馈控制器. 当n = 3, m
= 1,且MTNC的输入为

eC(k) = eC(k)

eC(k)−eC(k−1)

(eC(k)−eC(k−1))−(eC(k−1)−eC(k−2))

 ,

那么, MTNC的输出可表示为

uC(k)=wC1 · eC(k)+wC2 · (eC(k)−eC(k−1))+

wC3 · (eC(k)− 2eC(k − 1)+eC(k−2)) =

N(3,1)∑
t=1

wCt(k)
3∏

i=1
eCi(k). (26)

对比式(25)–(26), PID控制器恰为输入为3、幂次
为1的MTN控制器的一种特殊形式. 在工业应用中,
如果选择的参数(kP, kI和kD)是最优的,那么就可
得到满意的跟踪性能.然而,当系统具有强非线性、
随机因素和时变特性时,选择这些参数是困难的.
针对此问题,本文通过在线学习MTN控制器来更新
其与PID控制器参数对应的权值.

5.3 自自自适适适应应应控控控制制制算算算法法法

自适应MTNC的权值沿给定误差函数的负梯度
方向进行更新.

JC =EC =
1

2
e2C(k + 1) =

1

2
(r(k) ·M − ye(k + 1))2 =

1

2
(yd(k)− ye(k + 1))2. (27)

通常, M = 1且权值修正与负梯度成正比,即

∆wC(k + 1) =
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− ηC
∂JC(k + 1)

∂wC(k)
=

− ηC
∂JC(k + 1)

∂eC(k + 1)

∂eC(k + 1)

∂ye(k + 1)

∂ye(k + 1)

∂wC(k)
=

ηCeC(k + 1)
∂ye(k + 1)

∂wC(k)
=

ηCeC(k + 1)
∂ye(k + 1)

∂u(k)

∂u(k + 1)

∂wC(k)
, (28)

其中
∂ye
∂u
表示对象输出相对于其输入的灵敏度.由

于精确数学模型通常不可得,故灵敏度不能直接由
非线性系统的输出来计算.由于在上一节中MTN辨
识器已收敛,那么yI(k) ≈ ye(k). 因此,系统灵敏度
可表示为

∂ye(k + 1)

∂u(k)
∼=

∂yI(k + 1)

∂u(k)
. (29)

利用梯度下降学习算法,获得权值自适应律

∆wC(k + 1) =

ηCeC(k + 1)
∂yI(k + 1)

∂u(k)
· ∂u(k)

∂wC(k)
. (30)

由MTNI和MTNC的输入输出关系,可得
yI(k + 1)=

NI∑
t=1

wIt(k)xt(k), xt(k)=
nI∏
i=1

x
λt,i

i ,

u(k)=
NC∑
t=1

wCt(k)qt(k), qt(k)=
nC∏
i=1

q
λt,i

i .

(31)
可进一步推导出以下递归形式:

∂yI(k + 1)

∂u(k)
=

NI∑
t=1

wIt(k) · λt,jx
λt,j−1
j ·

j−1∏
i=1

x
λt,i

i ·

nI∏
i=j+1

x
λt,i

i · (
∑

s1∈U I

z−ds1
∂u(k)

∂u(k)
+

∑
s2∈YI

z−ds2
∂y(k)

∂u(k)
),

∂u(k)

∂wCl
(k)

=ql(k)+
NC∑
t=1

(
wCt(k)λt,jq

λt,j−1
j ·

j−1∏
i=1

q
λt,i

i ·

nC∏
i=j+1

q
λt,i

i ·
∑

s3∈UC

z−ds3
∂u(k)

∂wCt(k)

)
,

(32)

其中: ds表示MTNI和MTNC的第s个输入延迟; xi
和xt分别表示MTNI的输入和中间层输出; UI和YI

分别表示MTNI输入变量u和ye的集合; qi和qt分别

表示MTNC的输入和中间层输出; UC表示MTNC控
制变量u的集合.

此外,针对被控对象的时变特性,需对在线学习
算法进行深入的研究.当采用固定步长的梯度下降
法时,可能会出现: 收敛速度慢和易陷入局部极小
值.因此,本部分通过设计线性再励的自适应变步
长算法来改善这些缺陷.

线性再励的自适应变步长算法的基本思想是利

用强化学习的理论[24],寻求自适应变步长算法,实
现步长的自动选择,加快算法的收敛速度,减少迭
代次数. 该算法的实现步骤如下: 1)如果连续两次
迭代,使得梯度方向∆EC的符号相反,意味着下降
过头,步长太大,应减少步长; 2)如果连续两次迭代,
梯度方向∆EC的符号相同,意味着下降慢了,还没
有到达极小点,应增加步长. 该算法可表示为

ηCi(k+1)= ηCi(k)+ξ×sgn((EC(k)−EC(k − 1))·

(EC(k − 1)− EC(k − 2))), (33)

其中ξ为常数,其范围是0.001∼0.003. 本质上讲,该
算法是利用并记忆梯度方向∆EC的符号变化信息,
方向相反时对其罚,方向相同时对其奖.

6 自自自适适适应应应MTN滤滤滤波波波
在噪声相关信息未知时,自适应滤波器可利用

有用信号之间的相关性以及噪声信号之间的不相关

性来达到噪声消除的目的,其基本原理如图4所示.
这是因为噪声在每个采样点都是不相关的,自适应
MTN滤波器不能对白噪声进行估计,所以MTNF的
输出ye是对有用信号最好的估计.

图 4 参考噪声未知的自适应噪声消除

Fig. 4 Adaptive noise cancellation with unknown reference
noise

非线性自适应MTNF可表示为

ye(k) =wT
F (k)yv(k) =

NF(n,m)∑
t=1

wFt

n∏
i=1

y
λt,i
vi (k). (34)

推导LMS算法的标准方法是利用瞬时平方误差
作为均方误差(mean square error, MSE)的估计值.

e2F(k) = y2d(k)− 2yd(k)ye(k) + y2e (k) =

y2d(k)− 2yd(k)w
T
F (k)yv(k)+

wT
F (k)yv(k)y

T
v (k)wF(k). (35)

采用LMS算法使目标函数最小化,即

wF(k + 1) = wF(k)− µ ĝwF(k), (36)

其中ĝwF(k)表示目标函数相对于滤波器系数的梯

度向量估计值.

如果提高LMS算法的收敛速度而不利用输入信
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号相关矩阵的估计值,采用可变收敛因子就成为合
适的选择方案.

wF(k + 1)=wF(k)−2µ(k)eF(k)
∂eF(k)

∂wF(k)
=

wF(k) + 2µ(k)eF(k)yv(k), (37)

其中µ(k)的选取必须实现更快收敛的目标.

当µ(k)=
1

(2yT
v (k)yv(k))

时,收敛速度会大大提

高[25]. 因此,式(37)可改写为

wF(k + 1) = wF(k) +
eF(k)yv(k)

yT
v (k)yv(k)

. (38)

此外,在更新方程中为了控制失调量,需要引入
一个固定收敛因子µ0,这是因为所有推导过程都是
基于瞬时平方误差而不是MSE得到的. 同时,为了
避免当yT

v (k)yv(k)很小时出现很大的步长,还应该
增加一个参数φ. 最后,式(38)可改写为

wF(k + 1)=wF(k)+
µ0

φ+ yT
v (k)yv(k)

eF(k)yv(k),

(39)
式(39)表示的算法称为改进的归一化LMS算法.

7 稳稳稳定定定性性性与与与收收收敛敛敛性性性分分分析析析

离散Lyapunov函数可表示为

V (k) =
1

2
e2(k). (40)

于是,训练过程中Lyapunov函数的变化可由下式计
算:

∆V (k) =V (k + 1)− V (k) =

1

2
(e2(k + 1)− e2(k)) =

∆e(k)(e(k) +
∆e(k)

2
). (41)

训练的误差差值为

e(k + 1) = e(k) + ∆e(k) =

e(k) + (
∂e(k)

∂w
)T∆w, (42)

其中∆w表示任意权值向量的变化.

1) MTNI的稳定性分析.

由式(6)和式(12)的更新规则,可得

∆wI = −ηIeI(k)
∂eI(k)

∂wI
= ηIeI(k)

∂yI(k)

∂wI
, (43)

其中wI和ηI分别表示MTNI的权值和对应学习率.

定定定理理理 1 令MTNI权值的学习率为ηI,定义

αI,max = max
k

∥αI(k)∥,

其中αI(k) =
∂yI(k)

∂wI
且∥·∥为常规欧几里得范数. 如

果ηI的边界条件由式(44)确定,则由式(3)及更新规

则(6)和(12)所组成的关于系统(2)的辨识方案是稳
定的.

0 < ηI <
2

α2
I,max

. (44)

证证证 由式(40)–(42),可得

∆V (k)=∆eI(k)(eI(k) +
∆eI(k)

2
) =

(
∂eI(k)

∂wI
)TηIeI(k)

∂yI(k)

∂wI
×

(eI(k)+
1

2
(
∂eI(k)

∂wI
)TηIeI(k)

∂yI(k)

∂wI
).

(45)

由于eI(k)=ye(k)−yI(k)和
∂eI(k)

∂wI
= −∂yI(k)

∂wI
,

可得

∆V (k) = − ηIe
2
I (k)∥

∂yI(k)

∂wI
∥2+

1

2
η2I e

2
I (k)∥

∂yI(k)

∂wI
∥4. (46)

令αI,max=maxk ∥αI(k)∥, αI(k)=
∂yI(k)

∂wI
和ηI0

= ηIα
2
I,max,则

∆V (k) =

− 1

2
∥αI(k)∥2ηI(2− ηI∥αI(k)∥2)e2I (k) =

− 1

2
∥αI(k)∥2ηI(2−

ηI0∥αI(k)∥2

α2
I,max

)e2I (k) 6

− 1

2
∥αI(k)∥2ηI(2− ηI0)e

2
I (k). (47)

因为在所有时刻k都有V (k)>0,只要满足式(44),
学习算法收敛性∆V (k) <0可以保证,即ηI(2−ηI0)

>0或
ηI0(2− ηI0)

α2
I,max

>0. 这意味着对于任何ηI0 , 0 <

ηI0 < 1都能保证收敛. 进而,保证最快收敛的最大

学习率为ηI0 =1,即η∗I =
1

α2
I,max

,这对应于式(44)的

上界,这表明任何大于η∗I的学习率并不能保证更快

的收敛速度.

2) MTNC的稳定性分析.

根据式(28)和式(33)的更新规则,则

∆wC =− ηCeC(k)
∂eC(k)

∂wC
=

ηCeC(k)yu(k)
∂u(k)

∂wC
, (48)

其中:
∂ye(k)

∂u(k)
= yu(k)为对象灵敏度, wC和ηC分别

表示MTNC的权值和对应学习率.
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定定定理理理 2 令MTNC权值的学习率为ηC,定义

αC,max = max
k

∥αC(k)∥,

其中αC(k)=
∂u(k)

∂wC
且ξmax=maxk ∥yu(k)∥. 如果ηC

的边界条件由式(49)确定,则由系统(2)、控制律(26)
及更新规则(28)和(33)所构成的闭环控制系统是稳
定的.

0 < ηC <
2

ξ2maxα
2
C,max

. (49)

证证证 由式(40)–(42),可得

∆V (k)=∆eC(k)(eC(k) +
∆eC(k)

2
) =

(
∂eC(k)

∂wC
)TηCeC(k)

∂u(k)

∂wC
×

(eC(k) +
1

2
(
∂eC(k)

∂wC
)TηCeC(k)

∂u(k)

∂wC
).

(50)

由于

eC(k)=yd(k)−ye(k),
∂eC(k)

∂wC
=−yu(k) ·

∂u(k)

∂wC
,

可得

∆V (k) =− ηCe
2
C(k)y

2
u(k)∥

∂u(k)

∂wC
∥2+

1

2
η2Ce

2
C(k)∥

∂u(k)

∂wC
∥4. (51)

比较式(46)和式(51)表明,除了需要在MTNC中
加入灵敏度yu(k),这两个条件是相似的. 由式(29)
可得

ξmax = ∥yu(k)∥max =

∥∂yI(k)
∂xI(k)

· ∂xI(k)
∂u(k)

∥max 6

∥∂yI(k)
∂xI(k)

∥max∥
∂xI(k)

∂u(k)
∥max, (52)

其中ξmax是灵敏度函数的上限,由式(32)和∥∂xI(k)
∂u(k)

∥

估计.

由MTNI的情况可见,式(49)可以保证MTNC学
习算法的收敛性. 同时,最优学习率为

η∗C =
1

ξ2maxα
2
C,max

,

这对应于式(49)的上界. 需要说明的是
∂xI(k)

∂u(k)
的计

算方法同式(8). 此外,任何大于η∗C的学习率并不能

保证更快的收敛速度.

显见,定理1与定理2描述的稳定性为大范围渐
近稳定. 由式(44)和式(49),选取适当的学习率可获

得训练过程中快速收敛和稳定收敛之间的平衡.

3) MTNF的收敛性分析.

除非严格的条件限制滤波器步长µ,否则由式
(39)表示的MTN滤波器更新方程并不能确保稳定
收敛.

定定定理理理 3 令MTNF权值的学习率为µ. 如果µ的

边界条件由式(53)确定,则滤波器收敛可以保证.

0 < µ < 2. (53)

证证证 关于MTNF,对式(35)进行关于wF(k)求导,
则可得

∇wF [e
2
F(k)]=−2yd(k)yv(k)+ 2yv(k)y

T
v (k)wF(k).

(54)
将式(54)代入到式(39)中,可得

wF(k + 1) =wF(k) + µ · yd(k)yv(k)−
µ · yv(k)y

T
v (k)wF(k) =

(IN − µ · yv(k)y
T
v (k))wF(k)+

µ · yd(k)yv(k), (55)

其中IN是N ×N单位矩阵. 则基于NLMS算法的
MTNF更新方程可改写为

wF(k + 1) = wF(k) + µ · eF(k)
yv(k)

∥yv(k)∥22
, (56)

其中∥yv(k)∥22是L2范数.

定义权误差向量ŵF(k) = wF(k)−wopt,F(k),
其中wopt,F(k)是线性部分最优值,即: eopt,F(k) =
yd(k)−wT

opt,F(k)yv(k)且|eopt,F(k)| 6 ε∗. 在假设
条件式(34)和式(35)下,考察其均方收敛行为,则有

wF(k + 1) = (IN − µ · yv(k)y
T
v (k)

∥yv(k)∥22
)wF(k)+

µ · yd(k)
yv(k)

∥yv(k)∥22
. (57)

令wopt,F(k + 1)=wopt,F(k)+∆wopt,F(k),可得

ŵF(k+1)= (IN−µ · yv(k)y
T
v (k)

∥yv(k)∥22
)ŵF(k)−

µ · yv(k)y
T
v (k)

∥yv(k)∥22
wopt,F(k)−

∆wopt,F(k)+µ·yd(k)
yv(k)

∥yv(k)∥22
. (58)

根据文献[26],可得wopt,F(k) = R−1P ,其中

P =E[yd(k)yv(k)], R=E[yv(k)y
T
v (k)].

进而,

E[yd(k)
yv(k)

∥yv(k)∥22
]−E[

yv(k)y
T
v (k)

∥yv(k)∥22
wopt,F(k)] =
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E[yd(k)
yv(k)

∥yv(k)∥22
]−E[

yv(k)y
T
v (k)

∥yv(k)∥22
]wopt,F(k) =

0,

假设k时刻的权系数ŵF(k)和输入信号yv(k)为

不相关随机变量,结合E[∆wopt,F(k)] = 0[27],对式
(58)两边同取数学期望,则得到

E[ŵF(k + 1)]=[IN−µ · Ryvyv

∥yv(k)∥22
]E[ŵF(k)],

(59)

其中Ryvyv=E[yv(k)y
T
v (k)]. 由于

Ryvyv

∥yv(k)∥22
可被看

作一个正交映射操作到由yv(k)衍生的线性空间上,

因此,矩阵IN − µ · Ryvyv

∥yv(k)∥22
的特征为{

1, 几何重数, N−i,

1− µ, 几何重数, i,
(60)

从而,均方收敛的必要条件是|1−µ|<1,即0 <µ <2.

8 仿仿仿真真真算算算例例例

本节通过对由式(60)表示的含噪声非线性时变
系统的仿真实验,来验证所提方法的有效性.

y(k) =
1.2(1−e−0.8(k−1))y(k − 1)+0.1 · lg k

(1 + y2(k − 1))
+

e−0.8(k−1)y(k − 2) + u(k − 1) +

e−0.8(k−1)u(k − 2) + v(k − 1), (61)

其中v(k)为均值为0、标准差为0.05的高斯白噪声.

1) 基于MTN的系统辨识.

在实际工程应用中,通常并不知道模型的阶次,
因此不仅要确定MTN的中间节点规模,还要同时完
成非线性系统的定阶,即选择合适的模型输入,这
在模型辨识领域也是极为重要的问题.

对于式(61)的非线性系统辨识问题,假定预先不
知道模型阶次,因而选择u(k−1), y(k−1), u(k−2),
y(k−2), u(k−3)和y(k−3)作为模型输入并且m =

3,于是得到初始结构为6–84–1的MTN.显见,这是
一个庞大的网络,因此必须精简网络规模,以满足
期望的实时性要求.

训练和测试样本: 输入信号u(k)取[−1, 1]内均

匀分布的随机值;设定输出信号初始值yv(0)=0,按
式(60)生成300个样本,前200个样本用于学习,后
100个样本用于测试.

MTNI学习参数设置如下: 初始权值为[−0.1, 0.1]

内均匀分布的随机值,最大训练次数为10000,初始
学习率为0.0005,当训练误差小于4.5时开始剪枝,
L = 50,判断中间节点和输入变量的剪枝条件分别

为β1 = 0.02和β2 = 0.005. 说明: 由于MTN为自回
归网络,其输入变量比中间节点敏感的多,故需设
定β1 >> β2.

图5为一次剪枝过程中去除冗余中间节点的学
习曲线,图6为各输入单元的输入灵敏度变化曲线.
通过式(6)(12)以及式(18)–(21)的充分训练,可获得
结构为4–10–1的精简MTN.网络的训练误差为1.5534,
测试误差2.6013.

由图5可见,当使用灵敏度计算方法精简MTN网
络(剪除冗余输入变量和中间节点)时训练误差不会
发生较大波动.

图6记录了学习过程中6个输入变量的灵敏度变
化情况. 可见在训练误差较大或删除冗余中间节点
时,各输入变量灵敏度波动很大;随着网络权值和
训练误差逐渐稳定,各输入变量灵敏度也逐渐平缓.
剪枝结束后,只留下4个输入变量(u(k−1), y(k−1),
u(k −2)和 y(k−2)),其中 2个重要输入u(k − 1)和

y(k − 1)的灵敏度值变得较大.测试误差验证了该
方法的有效性.

图 5 剪除中间节点的学习曲线(MSE)

Fig. 5 Learning curve of removing redundant middle nodes

图 6 各输入变量的灵敏度变化曲线

Fig. 6 Sensitivity change curve of each input nodes

2) 基于MTN控制系统性能.
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在系统辨识完成后,由式(28)(30)(32)–(33)和式
(39),利用自适应MTN来实现含噪声不确定非线性
时变系统控制.

MTNC参数设置如下: 输入层变量数、中间层节
点数和输出层节点数分为4, 8(通过式(18)–(21)和
式(22)–(23)学习后确定)和1. 初始学习因子为0.05.

图7给出了自适应MTN控制跟踪阶跃信号的跟
踪性能和误差,并与RBF–PID控制方法[28]进行性

能比较. 图8比较了两种控制方法跟踪正弦信号的
响应和误差.

(a) 响应

(b) 误差

图 7 两种控制方法跟踪阶跃信号响应和误差比较

Fig. 7 Comparison of step signal tracking by different control
methods

(a)响应

(b)误差

图 8 两种控制方法跟踪正弦信号响应和误差比较

Fig. 8 Comparison of sinusoidal signal tracking by different
control methods

显见,基于MTN的自适应控制是快速且稳定的,
与RBF–PID方法相比对跟踪信号变化有更强的适
应性,而且在稳态运行时几乎无静态误差,它可实
现复杂被控对象精确控制.

图9比较了含噪声的原始反馈信号和自适应MTN
滤波器输出,结果表明MTNF在基于MTN的自适应
控制方案中起着重要作用,其中MTNF权值由NLMS
算法训练, µ0 = 0.005.

图 9 含噪声的原始反馈信号和MTN滤波器输出比较

Fig. 9 Comparison between original feedback signal with
noise and adaptive MTNF output

9 结结结论论论

本文提出了一种自适应MTN控制方案,其中3
个MTN分别被用来实现系统辨识、自适应控制和非
线性滤波. MTN模型不仅具有动态映射能力,还比
传统神经网络需更少权系数,泛化能力更强. 在控
制方案中, MTN滤波器用于消除测量噪声等随机干
扰, MTN辨识器提供被控对象动态特性的实时信息
给MTN控制器使其“光滑”自适应控制.结果表明,
基于MTN的综合控制方案可显著提高具有噪声干
扰的不确定非线性时变系统控制性能.
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