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摘要:针对一类存在扰动的一维人群动态系统,在扩散系数及边界条件系数未知的情况下,设计自适应边界控制
律来控制人群向设定的方向平稳疏散.借助李雅普诺夫稳态判据对自适应边界控制律作用下的人群动态系统的稳
定性给出了详细的证明. 系统的建模及稳定性的证明均在分布参数系统的范畴内完成,避免了模型降阶方法引起
的误差的产生. 通过一个仿真实例,对比人群动态系统在未施加外部控制, Robin边界控制及自适应边界控制三种情
况下，当扩散系数取不同数值时，人群密度的演化情况,验证了自适应边界控制律的有效性.
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Abstract: For a one dimensional crowd dynamic system with disturbance, an adaptive boundary control law is designed
to control the crowd to evacuate smoothly in the set direction when the diffusion coefficient and the boundary condition
coefficients are unknown. The stability of the crowd dynamic system under adaptive boundary controller is proved in detail
by means of the Lyapunov method. The modeling of the system and the proof of stability are all done within the scope
of the distributed parameter system, which can avoid errors caused by the model reduction. Illustrated with a simulation
example, the effectiveness of the adaptive boundary controller is verified by comparing the density evolution of the crowd
dynamic system in three different situations (without external controller, with Robin boundary controller and with adaptive
boundary controller) when the diffusion coefficient takes different values.
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1 引引引言言言

随着城市规模的不断扩大,越来越多的人口涌入
城市. 城市中一些主要的生活场所如地铁站,大型商
场,学校等会经常出现人群的聚集. 如何对这样大规
模的人群进行管理,防止拥挤踩踏事件的发生,以保
证人们的人身安全,获得良好的舒适度体验是个值得
研究的课题. 1993年在伦敦举行的人群安全工程会
议[1]就指出了人群管理的重要性,引起了众多学者的

关注.

目前,对人群动态管理的研究主要集中在两个层
面. 一种是将行人作为离散的个体来研究,把每个人
作为研究对象,建立离散数学模型[2–3],通过计算机仿
真来模拟行人行进路线的选择.这种研究方式能真实
的模拟现实中的人群动态,但是当行人数量庞大时,
再用这种方法去建模仿真将变得非常困难.另一种方
式是借助流体动力学的知识,将大规模的行人看作一
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个整体来研究.用局部平均人群密度、平均人群移动
速度来建立连续体模型描述人群动态.
基于3个假设, Hughes[4]建立了一阶行人交通连续

体模型. Jiang等[5]构建了一个包含二维欧拉方程的高

阶人群动态大尺度模型. Xiong等[6]将基于多智能体

的微观人群动态模型与基于连续体的大尺度人群动

态模型相结合,提出了一种用于人群仿真的混合建模
方法. Jiang等[7]构建了描述双向行人交通的高阶人群

动态连续体模型. 以上研究主要针对各类人群动态进
行仿真建模,而对人群动态控制策略的研究相对较少,
Wadoo等[8]为一类一维人群动态模型设计了扩散、对

流、对流–扩散3种状态反馈控制律. Shende等[9]对拥

堵状态下的走廊人群动态进行优化控制. Qin等[10]为

一类由扩散模型描述行人移动速度与密度关系的人

群动态模型设计了状态反馈控制律,并解决了控制饱
和问题.秦等[11]为扰动状态下的人群动态系统设计了

Robin, Neumann, Dirichlet 3种边界控制律来保证人
群向特定的方向平稳移动.
文献[11]对人群动态系统的研究是在假设系统扩

散系数及边界条件中的相关参数已知的情况下完成

的,但由于人群动态的复杂性,试验所得的人群动态
的扩散系数及边界条件系数难免存在误差,必然会影
响控制器的作用效果.自适应控制方法通过寻找未知
参数的动态调节律来补偿未知性，是解决具有不确

定性或未知性系统控制问题的主要方法. 因此,本文
借助自适应控制工具[12–13],在假设扩散系数及边界条
件系数未知的情况下,设计自适应边界控制律来对人
群动态进行管理,进一步完善了文献[11]的研究成果.
本文组织结构如下: 首先,介绍描述系统动态的连

续体模型. 然后设计自适应边界控制律,借助
Lyapunov稳定性判据给出详细的指数稳定证明. 最后
用一实例来验证自适应边界控制律的有效性.
为了书写方便,本文采用如下记号:

ρt(x, t) =
∂ρ(x, t)

∂t
,

ρx(x, t) =
∂ρ(x, t)

∂x
,

ρxx(x, t) =
∂2ρ(x, t)

∂x2
.

2 系系系统统统模模模型型型

基于数量守恒定律,建立描述存在扰动的一维人
群动态模型如下(详细建模过程见文献[11]):

ρt(x, t) + vfρx(x, t)−
2vf
ρm

ρ(x, t)ρx(x, t)−

Dρxx(x, t)− µρ(x, t) = 0, (1)

其中: x ∈ [0, L]表示空间位置,区间长度L为正常数;
t ∈ [0,∞)表示时间; ρ(x, t) ∈ H2表示人群密度,
H2(0, L)为Sobolev空间; v(x, t)表示人群移动速度;

q(x, t)表示人群流量,且人群流量、速度与密度之间
有如下关系:

q(x, t) = ρ(x, t)v(x, t),

vf表示自由移动速度,也就是当人群密度为0时,行人
可以达到的最大移动速度,取值已知(1.4m/s); ρm表
示人群的最大密度,取值已知(5人/m2); D > 0表示

扩散系数,一般由试验所得,但存在较大误差. µ为常
数,表示扰动系数,取值可正可负.初始条件为

ρ(x, t0) = ρ0(x). (2)

边界条件为

aρ(0, t) + bρx(0, t) = u0(t),

cρ(L, t) + dρx(L, t) = uL(t),
(3)

其中: u0(t)与uL(t)分别为0边界与L边界的控制输

入; a, b, c, d均为常数,但由于边界处人群动态的复杂
性，取值往往难以确定. 接下来,在假设扩散系数D

及边界条件中a, b, c, d取值未知的情况下,借助自适
应边界控制工具,来控制人群动态系统的稳定性.

3 自自自适适适应应应边边边界界界控控控制制制

为了证明主要结论,先引入以下几个引理.

引引引理理理 1 (Poincaré不等式)[14] 对任意的ρ(x, t) ∈
C1[0, L],以下不等式成立:w L

0
ρ2(x, t)dx 6

2Lρ2(L, t) + 4L2
w L

0
ρ2x(x, t)dx.

引引引理理理 2 [15] 令α<0. 如果ρ(0, t)∈L2(0,∞),则w t

0
eα(t−τ)ρ2(0, τ)dτ → 0, t → ∞.

借助引理2,推得以下3个引理:

引引引理理理 3 令α < 0. 如果ρ(L, t) ∈ L2(0,∞),则w t

0
eα(t−τ)ρ2(L, τ)dτ → 0, t → ∞.

引引引理理理 4 令α < 0. 如果ρ(0, t) ∈ L3(0,∞),则w t

0
eα(t−τ)ρ3(0, τ)dτ → 0, t → ∞.

引引引理理理 5 令α < 0. 如果ρ(L, t) ∈ L3(0,∞),则w t

0
eα(t−τ)ρ3(L, τ)dτ → 0, t → ∞.

定定定理理理 1 假设人群动态系统(1)–(3)的扩散系数D

与边界条件中的系数a, b, c, d是未知的. 当− D

4L2
+ µ

< 0时,人群动态系统(1)–(3)在以下控制律的作用下
是指数稳定的,

u0(t) = η1(t)ρ
2(0, t) + η2(t)ρ(0, t),

uL(t) = η3(t)ρ
2(L, t) + η4(t)ρ(L, t),

(4)

其中ηi(t)(i = 1, 2, 3, 4)对任意的t > 0都是有界的,
且满足
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η̇1(t) = γ1ρ

3(0, t),

η̇2(t) = γ2ρ
2(0, t),

η̇3(t) = −γ3ρ
3(L, t),

η̇4(t) = −γ4ρ
2(L, t),

(5)

γi(i = 1, 2, 3, 4)为正常数.

证证证 构造Lyapunov泛函

W (t) =
1

2

w L

0
ρ2(x, t)dx,

并对时间t求导得

Ẇ (t) =
w L

0
ρ(x, t)ρt(x, t)dx =

w L

0
ρ(x, t)[

2vf
ρm

ρ(x, t)ρx(x, t)−

vfρx(x, t) +Dρxx(x, t) + µρ(x, t)]dx =

D
w L

0
ρ(x, t)ρxx(x, t)dx+

2vf
3ρm

w L

0
[ρ3(x, t)]xdx−

vf
2

w L

0
[ρ2(x, t)]xdx+ µ

w L

0
ρ2(x, t)dx.

由分部积分法得

Ẇ (t) = Dρ(x, t)ρx(x, t)
∣∣L
0
−D

w L

0
ρ2x(x, t)dx+

2vf
3ρm

ρ3(x, t)
∣∣L
0
− vf

2
ρ2(x, t)

∣∣L
0
+

µ
w L

0
ρ2(x, t)dx =

Dρ(L, t)ρx(L, t)−Dρ(0, t)ρx(0, t)−

D
w L

0
ρ2x(x, t)dx+

2vf
3ρm

ρ3(L, t)−

2vf
3ρm

ρ3(0, t)− vf
2
ρ2(L, t) +

vf
2
ρ2(0, t) +

µ
w L

0
ρ2(x, t)dx. (6)

将边界条件

ρx(0, t) =
1

b
[u0(t)− aρ(0, t)],

ρx(L, t) =
1

d
[uL(t)− cρ(L, t)],

代入式(6)得

Ẇ (t) =
D

d
ρ(L, t)[uL(t)− cρ(L, t)]−

D

b
ρ(0, t)[u0(t)− aρ(0, t)]−

D
w L

0
ρ2x(x, t)dx+ µ

w L

0
ρ2(x, t)dx+

2vf
3ρm

ρ3(L, t)− 2vf
3ρm

ρ3(0, t)−

vf
2
ρ2(L, t) +

vf
2
ρ2(0, t) =

−D
w L

0
ρ2x(x, t)dx+ µ

w L

0
ρ2(x, t)dx+

D

d
ρ(L, t)[uL(t)− (c+

dvf
2D

)ρ(L, t) +

2dvf
3Dρm

ρ2(L, t)]− D

b
ρ(0, t)[u0(t)−

(a+
bvf
2D

)ρ(0, t) +
2bvf
3Dρm

ρ2(0, t)]. (7)

由引理1得

Ẇ (t) 6 (− D

4L2
+ µ)

w L

0
ρ2(x, t)dx+

D

d
ρ(L, t)[uL(t) +

2dvf
3Dρm

ρ2(L, t)−

(c+
dvf
2D

− d

2L
)ρ(L, t)]−

D

b
ρ(0, t)[u0(t)− (a+

bvf
2D

)ρ(0, t) +

2bvf
3Dρm

ρ2(0, t)].

将控制律(4)代入上式得

Ẇ (t) 6 (− D

4L2
+ µ)

w L

0
ρ2(x, t)dx+

ρ3(L, t)[
D

d
η3(t) +

2vf
3ρm

] +

ρ2(L, t)[
D

d
η4(t)−

cD

d
− vf

2
+

D

2L
]−

ρ3(0, t)[
D

b
η1(t) +

2vf
3ρm

]−

ρ2(0, t)[
D

b
η2(t)−

aD

b
− vf

2
]. (8)

接下来,引入一非负的能量函数E(t):

E(t) = W (t) +
d

2Dγ3
[
D

d
η3(t) +

2vf
3ρm

]2 +

d

2Dγ4
[
D

d
η4(t)−

cD

d
− vf

2
+

D

2L
]2 +

b

2Dγ1
[
D

b
η1(t) +

2vf
3ρm

]2 +

b

2Dγ2
[
D

b
η2(t)−

aD

b
− vf

2
]2.

对时间t求导得

Ė = Ẇ (t) +
1

γ3
[
D

d
η3(t) +

2vf
3ρm

]η̇3(t) +

1

γ4
[
D

d
η4(t)−

cD

d
− vf

2
+

D

2L
]η̇4(t) +

1

γ1
[
D

b
η1(t) +

2vf
3ρm

]η̇1(t) +
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1

γ2
[
D

b
η2(t)−

aD

b
− vf

2
]η̇2(t). (9)

将式(5)与式(8)代入式(9)得

Ė(t) = Ẇ (t)− ρ3(L, t)[
D

d
η3(t) +

2vf
3ρm

]−

ρ2(L, t)[
D

d
η4(t)−

cD

d
− vf

2
+

D

2L
] +

ρ3(0, t)[
D

b
η1(t) +

2vf
3ρm

] +

ρ2(0, t)[
D

b
η2(t)−

aD

b
− vf

2
] 6

(− D

4L2
+ µ)

w L

0
ρ2(x, t)dx.

由上式可知,当α = 2(− D

4L2
+ µ) < 0时,则有E(t)

6 E(0). 由此可得,对任意的t>0, ηi(t)(i=1, 2, 3, 4)

都是有界函数,于是有ρ(0, t) ∈ L2(0,∞), ρ(L, t) ∈
L2(0,∞), ρ(0, t) ∈ L3(0,∞), ρ(L, t) ∈ L3(0,∞).
由式(8)得

Ẇ (t) 6 αW (t) + ρ3(L, t)[
D

d
η3(t) +

2vf
3ρm

] +

ρ2(L, t)[
D

d
η4(t)−

cD

d
− vf

2
+

D

2L
] +

ρ3(0, t)[−D

b
η1(t)−

2vf
3ρm

] +

ρ2(0, t)[−D

b
η2(t) +

aD

b
+

vf
2
].

由Gronwall不等式得

W (t) 6

W (0)eαt +
w t

0
{ρ3(L, τ)[D

d
η3(τ) +

2vf
3ρm

] +

ρ2(L, τ)[
D

d
η4(τ)−

cD

d
− vf

2
+

D

2L
] +

ρ3(0, τ)[−D

b
η1(τ)−

2vf
3ρm

] +

ρ2(0, τ)[−D

b
η2(τ) +

aD

b
+

vf
2
]}eα(t−τ)dτ 6

W (0)eαt+Cmax

w t

0
eα(t−τ)[ρ3(0, τ)+ρ2(0, τ) +

ρ3(L, τ) + ρ2(L, τ)]dτ,

其中

Cmax =

max{sup |D
d
η3(t) +

2vf
3ρm

|,

sup |D
d
η4(t)−

cD

d
− vf

2
+

D

2L
|,

sup | − D

b
η1(t)−

2vf
3ρm

|,

sup | − D

b
η2(t) +

aD

b
+

vf
2
|}.

借助引理2–5可以得到

W (t) 6 W (0)e2αt.

因此,人群动态系统(1)–(3)在控制律(4)的作用下指数
稳定. 证毕.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

本节通过一个实例来验证自适应边界控制律(4)
的有效性,仿真方法为有限体积法[16]. 假设人群疏散
系统(1)–(3)初始密度满足高斯分布

ρ(x, 0) = Gexp(−(x− δ)2),

其中: G为最大密度值; δ为高斯分布的中心. 数值仿
真主要参数取值为: G = 5, δ = 2, L = 4, ρm = 5,

vf = 1.4, a = 1, b = 1, c = 1, d=1, γ1=1, γ2=1,

γ3 = 2, γ4 = 2.

下面,将对未加控制的人群动态系统,自适应边界
控制下的人群动态系统,以及文[11]中设计的Robin
边界控制下的人群动态系统分别在扩散系数D = 1,

D = 0.1两种状态下的人群密度演化情况进行对比.

图1为扩散系数D = 1时,未加控制的人群动态系
统三维密度演化图. 在未对人群动态系统施加任何控
制的情况下,由于扩散项ρxx与平流项ρx的作用,人群
密度仍缓慢的扩散并向出口x = 4移动,经过足够长
的时间,逐渐变为0. 为了更明显的演示密度变化,选
取中点x = 2与出口x = 4两点做密度演化图,如图2
所示.

图 1 当D = 1时,未加控制的人群动态系统三维密度演化图
Fig. 1 3D density response of uncontrolled crowd dynamic

systems when D = 1
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图 2 当D = 1时,未加控制的人群动态系统在x = 2, 4两点
密度演化图

Fig. 2 The density response of uncontrolled crowd dynamic
systems at point x = 2, 4 when D = 1

由图2可以看出,中点x = 2的密度大约在9 s处变
为0,出口x = 4的密度在10 s处仍未变为0,说明疏散
过程仍未结束.
图3与图4分别为扩散系数D = 1时,自适应边界

控制下的人群动态系统三维密度演化图与x = 2, 4两

点处的密度演化图. 由图4可知,中点x = 2的密度大

约在3.8 s处变为0,出口x = 4的密度大约在5.2 s处变
为0,完成疏散过程. 对比图1与图2可以清楚的看到自
适应边界控制律提高了疏散效率.

图 3 当D = 1时,自适应边界控制下的人群动态系统三维密
度演化图

Fig. 3 3D density response of crowd dynamic systems with
adaptive boundary control when D = 1

图 4 当D = 1时,自适应边界控制下的人群动态系统
在x = 2, 4两点密度演化图

Fig. 4 The density response of crowd dynamic systems
with adaptive boundary control at point x = 2, 4

when D = 1

图 5为扩散系数D = 1时,文献[11]中Robin边界
控制律作用下的人群动态系统在x = 2, 4两点处的密

度演化图. 由图5可知,中点x = 2的密度大约在5.8 s
处变为0,出口x = 4的密度大约在7.2 s处变为0. 对
比图4与图5可知,本文设计的自适应边界控制律要优
于文献[11]中设计的Robin边界控制律.

图 5 当D = 1时,文献[11]中Robin边界控制律作用下的人群
动态系统在x = 2, 4两点处的密度演化图

Fig. 5 The density response of crowd dynamic systems
at point x = 2, 4 with Robin boundary control in
the paper [11] when D = 1

接下来,对扩散系数D = 0.1时的情况进行对比.
当扩散系数D = 0.1时,未加控制的人群动态系统三
维密度演化过程如图6所示. 减少了扩散项的影响,平
流项的作用更加明显,人群更快的向出口移动.同样
选取中点x=2与出口x=4两点做密度演化图,如图7
所示. 中点x = 2的密度大约在 5 s左右变为 0,出口
x = 4的密度大约在8.2 s左右变为0,达到的最大密度
为2左右. 对比图2可知,由于扩散作用影响的减少,
人群更快速的向出口方向移动,所以当扩散系数减小
时,未加控制的人群动态系统在更短的时间内完成了
疏散过程.

图 6 当D = 0.1时,未加控制的人群动态系统三维
密度演化图

Fig. 6 3D density response of uncontrolled crowd dynamic

systems when D = 0.1
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图 7 当D = 0.1时,未加控制的人群动态系统在x = 2, 4

两点密度演化图
Fig. 7 The density response of uncontrolled crowd dynamic

systems at point x = 2, 4 when D = 0.1

图8与图9分别为扩散系数D = 0.1时,自适应边
界控制下的人群动态系统三维密度演化图与x=2, 4

两点的密度演化图.

图 8 当D = 0.1时,自适应边界控制下的人群动态系统三维
密度演化图

Fig. 8 3D density response of crowd dynamic systems with
adaptive boundary control when D = 0.1

图 9 当D = 0.1时,自适应边界控制下的人群动态系统
在x = 2, 4两点密度演化图

Fig. 9 The density response of crowd dynamic systems
with adaptive boundary control at point x = 2, 4

when D = 0.1

由图8可以看到,中点x = 2的密度在2.0 s左右变
为0,出口x = 4的密度在3.9 s左右变为0,且达到的最
大密度为0.9左右. 对比图7可知,在自适应边界控制
律的作用下,人群动态系统不仅在更短的时间内完成
了疏散,并且出口处的最大密度有很大幅度的减小.
最大密度的减小减少了出现拥堵、踩踏等事故的几率,
使行人得到更加良好的舒适度体验.

图10为扩散系数D = 0.1时,在文献[11]中Robin
边界控制律作用下的人群动态系统在x = 2, 4两点密

度演化图. 中点x = 2的密度在4.6 s左右变为0,出口
x = 4的密度在7.9 s左右变为0. 对比图7未加控制的
人群动态系统密度演化,文献[11]中Robin边界控制
律在扩散系数D = 0.1时,作用效果不明显,而本文设
计的自适应边界控制律在扩散系数发生变化时，依

然能够起到很好的控制疏散效果.综合以上对比,可
以看到自适应边界控制律的有效性.

图 10 当D = 0.1时,文献[11]中Robin边界控制律作用下的
人群动态系统在x = 2, 4两点密度演化图

Fig. 10 The density response of crowd dynamic systems
at point x = 2, 4 with Robin boundary control

in the paper [11] when D = 0.1

5 结结结论论论

本文借助自适应边界控制工具,针对一类存在扰
动的一维人群动态系统,在扩散系数及边界条件某些
系数不确定的情况下,完成了系统的稳定性控制,以
保证人群能按照设定的方向平稳疏散.发挥了自适应
控制的优点,减少了实际应用中扩散系数等不确定性
因素的影响,更便于实际应用. 研究成果可以应用到
生活中单入口–单出口场所的人群动态管理.
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