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摘要:针对机载多平台多传感器系统误差配准过程中出现的系统误差参数未知问题,本文提出了一种基于期望
最大化(EM)与容积卡尔曼平滑器(CKS)的机载多平台多传感器系统误差配准算法. 该算法将传感器的量测系统误
差视为系统待估计的未知参数,构建了新的传感器量测方程. 引入EM算法框架,在期望步(E–step)利用容积卡尔曼
滤波器(CKF)和CKS近似计算对数似然函数的数学期望,在最大化步(M–step)对该数学期望进行最大化处理,最后
通过解析更新反复迭代的方式获得各传感器系统误差的参数估计.数值仿真验证了本文提出算法的有效性.
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Abstract: Considering the unknown parameter of the airborne multi-platform, multi-sensor systematic error registration
process, an airborne multi-platform, multi-sensor systematic error registration method based on expectation maximization
(EM) and cubature Kalman smoother (CKS) is proposed. Firstly, the method regards the sensor systematic error as an
unknown parameter to be estimated, and a new measurement equation is derived. Secondly, the method combines with
the expectation maximization algorithm frame, which consists of expectation step (E–step) and the maximization step (M–
step). In the E–step, the expectation of the complete data log-likelihood function is approximately calculated based on the
cubature Kalman filter and smoother. In the M–step, the approximately calculated expectation value is maximized, and
unknown parameter estimations are updated analytically. Finally, the efficiency of the proposed algorithm is illustrated in
numerical simulations.
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1 引引引言言言

机载多平台多传感器信息融合技术能够充分利用

各类数据的特点,获取不同视角、不同传感器、不同特
征的互补数据,大大扩展了探测区域的覆盖面积,提
高了信息利用效率,加快了数据更新速率,从而能够
显著提升飞机编队对目标的跟踪能力,提供更快捷的

航迹起始速度,更短的航迹收敛时间,更精确的航迹
跟踪精度和更稳定的航迹连续性[1–2].

然而在舰载机编队飞行等复杂的目标跟踪场景中,
系统误差的存在会导致航迹关联混乱、融合精度降低

等问题[2]. 导致产生这种现象的原因是不同机载平台
上的传感器测量信息都是在各自的测量坐标系下获

收稿日期: 2018−09−28;录用日期: 2020−02−16.
†通信作者. E-mail: 409782626@qq.com; Tel.: +86 13914268320.
本文责任编委:潘泉.
装备预研领域基金项目(6140413010302),航空科学基金项目(2017ZC07009)资助.
Supported by the Equipment Advanced Research Foundation of China (6140413010302) and the Aviation Science Foundation of China (2017ZC07009).



第 6期 程然等: 基于期望最大化与容积卡尔曼平滑器的机载多平台多传感器系统误差配准算法 1233

得的,当飞机编队对目标信息进行融合跟踪时,需要
将这些测量信息转换到同一参考坐标系中才能进行

关联滤波.由于受到机载平台自身定位误差、传感器
测量误差及安装误差等诸多系统误差因素的影响,加
之坐标转换又不可避免地会放大上述误差,导致融合
中心在公共参考坐标系下难以将源于同一目标的测

量值关联起来,严重影响目标航迹的稳定性和跟踪精
度[2]. 因此,系统误差配准是多源信息融合的前提,为
保证后继多平台多传感器信息融合的精度,有必要开
展多平台系统误差配准技术研究.

随着对系统误差配准研究的不断深入,一些消除
系统误差影响的方法逐渐发展起来,主要分为两类:
离线估计补偿法和在线联合估计法. 离线估计补偿法
首先估计出系统误差,然后对目标量测进行修正,并
基于修正后的量测估计目标的真实状态,如最小二乘
法[3]、广义最小二乘法[4]、精确极大似然算法[5]等. 此
类算法都是假设系统误差是缓慢变化的,从而对某一
时间段内的量测数据进行批处理,但不能对系统误差
的变化做出实时地调整,缺乏实时性. 在线联合估计
法考虑到系统误差和目标状态的相互作用,将系统误
差作为目标状态的分量同时对二者进行估计,如扩维
高斯滤波算法[6]等. 但此类算法需要精确已知系统误
差的状态空间模型,然而在实际工程应用中,系统误
差的状态空间模型可能是不准确的或者是未知的,从
而恶化扩维高斯滤波器的性能,甚至导致滤波器发散.

期望最大化(expectation maximization, EM)算法
是一种求解模型中不可观测的未知参数最大似然估

计的迭代算法,它能保证被估参数随着迭代次数的増
加而逐步收敛到一个局部极大值,在处理不完全数据
中有着重要应用[7–8]. Henry等人为解决多传感器信息
融合中数据关联与误差配准之间相互影响的问题,提
出了一种卡尔曼滤波(Kalman filter, KF)和期望最大
化算法相结合的算法EM–KF算法,使其能够同时对
系统状态和空间误差进行估计,有效提高了信息融合
的精度[9]. 然而该算法仅适用于线性系统的情况,无
法推广到非线性系统.刘德浩等人采用EM与扩展卡
尔曼滤波(extended Kalman filter, EKF)相结合的方法,
解决了量测维数不同的异类传感器系统误差配准及

航迹融合问题[10]. 然而该方法在计算非线性函数的雅
可比矩阵时对非线性函数的一阶线性化近似精度偏

低,当系统具有强非线性时,算法的数值稳定性不佳,
导致对系统状态及误差的估计精度严重下降,甚至引
起滤波发散. Stefano等人将组网内各传感器的站址误
差、测量误差及姿态误差全部考虑在内,提出了一种
基于EM算法的多传感器系统误差配准方法[11]. 然而
该算法仅适用于解决固定平台多传感器的误差配准

问题.

为了解决机载多平台同质多传感器的系统误差配

准问题,并主要考虑同质传感器量测系统误差对目标
融合跟踪精度的影响,本文借鉴最大似然估计算法的
思想,提出了一种基于期望最大化与容积卡尔曼平滑
器(cubature Kalman smoother, CKS)的机载多平台同
质多传感器系统误差配准算法. 该算法将传感器的量
测系统误差视为系统待估计的未知参数,构建了新的
传感器量测方程. 同时引入EM算法框架,在期望步
骤(expectation step, E–step)中利用容积卡尔曼滤波器
(cubature Kalman filter, CKF)和CKS近似计算完整对
数似然函数的数学期望,在最大化步(maximization
step, M–step)中对该数学期望进行最大化处理,最后
通过解析更新反复迭代的方式获得各传感器系统误

差的参数估计.最后,数值仿真验证了本文提出算法
的有效性.

2 问问问题题题陈陈陈述述述

2.1 EM算算算法法法
考虑如下状态空间形式的离散非线性系统[12]:

xk = fk−1(xk−1) +wk−1, (1)

zk = hk(xk,η) + vk, (2)

其中: xk ∈ Rn和zk ∈ Rm分别表示k时刻系统状态向

量和量测向量; n和m分别表示系统状态维数和量测

维数; fk−1(·)和hk(·)分别表示系统状态转移函数和
量测函数; wk ∈ Rn和vk ∈ Rm分别表示系统过程噪

声向量和量测噪声向量,二者分别服从均值为零,方
差为Qk和Rk的高斯分布,且互不相关.初始系统状
态向量x0服从均值为x̂0|0,方差为P0|0的高斯分布,且
它与wk及vk互不相关. η表示未知的系统误差向量,
本文的问题是如何估计出这个未知的系统误差向量η,
为此本文采用EM算法来解决这个问题. EM算法是一
种基于贝叶斯推断在概率模型中寻找未知参数向量

的近似最大似然估计的迭代算法[13–14],它通过最大化
如下的联合对数似然函数,从而得到未知参数向量η

的一个近似最大似然解[15–16],即

η̂ ≈ argmax
η

log pη(x0:N ,z1:N), (3)

其中: N表示量测的样本数量, x0:N ,{xk}Nk=0表示

从0到N时刻的所有状态向量集合, z1:N ,{zk}Nk=1表

示从1到N时刻的所有量测向量集合, pη(·)表示依赖
于未知参数向量η的概率密度函数, log表示对数函数,
pη(x0:N ,z1:N)表示x0:N与z1:N的联合概率密度函数.
EM算法为联合对数似然函数log pη(x0:N , z1:N)构造

了一个近似目标函数Q(η,ηj),具体表示为

Q(η,ηj)=
w
Lη(x0:N , z1:N)pηj

(x0:N |z1:N)dx0:N ,

(4)

其中pηj
(x0:N |z1:N)表示在给定参数向量η的第j步近

似估计值ηj条件下状态向量集合的平滑概率密度分
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布. Lη(x0:N , z1:N)表示联合对数似然函数:

Lη(x0:N , z1:N) = log pη(x0:N , z1:N). (5)

根据贝叶斯定理,联合对数似然函数可以被分解如下:

Lη(x0:N ,z1:N)=log pη(x0:N |z1:N)+Lη(z1:N). (6)

对方程(6)等号两边同时取关于pηj
(x0:N |z1:N)的数学

期望,并代入到方程(5)中,可以得到

Q(η,ηj)=Lη(z1:N) +
w
log pη(x0:N |z1:N)×

pηj
(x0:N |z1:N)dx0:N . (7)

根据方程(7),可以推出Lη(z1:N)和Q(η,ηj)的关系如

下[15–16]:

Lη(z1:N)− Lηj
(z1:N) =

Q(η,ηj)−Q(ηj,ηj) +

KL(pηj
(x0:N |z1:N)∥pη(x0:N |z1:N)), (8)

其中表达式KL(pηj
(x0:N |z1:N)∥pη(x0:N |z1:N))表示

pηj
(x0:N |z1:N)相对于pη(x0:N |z1:N)的Kullback-Lei-

bler散度.因为Kullback-Leibler散度是非负的,从而根
据方程(8)可以得到如下不等式:

Lη(z1:N)−Lηj
(z1:N)>Q(η,ηj)−Q(ηj,ηj). (9)

从方程(9)可以看出,如果存在第j + 1步η的一个

合适近似ηj+1使得Q(ηj+1,ηj) > Q(ηj,ηj),那么就
能保证Lηj+1

(z1:N) > Lηj
(z1:N)成立. 因此, EM算法

能保证Lη(z1:N)在每一步的迭代过程中都是非递减

的. 基于EM算法的未知参数向量η估计的具体实施步

骤被总结在算法1中.

算算算法法法 1 基于EM算法的未知参数向量估计.

步步步骤骤骤 1 选择一个未知参数的初始估计η0;

步步步骤骤骤 2 E–step: 根据方程(5)计算Q(η,ηj);

步步步骤骤骤 3 M–step: 最优化计算:

ηj+1 = argmax
η

Q(η,ηj). (10)

步步步骤骤骤 4 重复步骤2–3直到满足收敛要求.

2.2 容容容积积积卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波器器器和和和平平平滑滑滑器器器

在高斯近似滤波器和平滑器中涉及到求解带高斯

分布的非线性状态函数和量测函数的多维积分,并且
这些多维非线性积分全部集中在高斯近似滤波器中,
在高斯近似平滑器中则不需计算多余的多维非线性

积分. 由于状态函数和量测函数的非线性一般会导致
计算多维积分难以实现,因此通常情况下只能采用数
值近似的方法来获得次优的高斯近似滤波器.

基于不同的数值近似方法,目前已经提出了许多
次优的高斯近似滤波器,其中主要包括基于无迹变换
准则的无迹卡尔曼滤波器(unscented Kalman filter,
UKF)[17],基于高斯埃尔米特求积准则的高斯埃尔米
特滤波器(Gauss Hermite filter, GHF)[18]和基于三阶球

径容积准则的CKF[19]等. UKF通过无迹变换产生确
定性采样点,并利用这些确定性采样点经非线性变换
后的结果来计算系统状态的后验均值和协方差[17]. 然
而在高维非线性系统条件下,基于无迹变换准则所产
生的确定性采样点的权值极易出现负值情况,导致其
矩积分中引入很大的截断误差,数值稳定性不佳,滤
波精度严重下降,甚至引起滤波发散. GHF利用高斯
埃尔米特求积公式近似计算预测及预测协方差中的

非线性函数多维积分,把多维积分看成是单重积分的
嵌套序列,然后依次对每个变量应用单重积分公式[18].
然而, GHF受到非常严重的维数灾难的困扰,函数的
计算次数随着状态维数的增长呈指数增长. 尽管高斯
埃尔米特公式的近似精度较高,但维数灾难所引起的
高昂的计算代价限制了它的应用推广. 而基于三阶球
径容积准则的CKF所产生的确定性采样点具有相同
的权值,且权值永远为正,在一定程度上缓解了滤波
过程中由于舍入误差的累计而导致的滤波发散和数

值精度降低的问题.虽然近似精度比GHF略有降低,
但因其计算简单,易于实现,逐渐被人们接受,并被广
泛使用. 因此,本文采用三阶球径容积准则来计算这
些高斯加权多维非线性函数积分,具体实施过程如下:

1) 选取容积采样点ξ(i):

ξ(i) =

{√
nei, i = 1, · · · , n,

−
√
nei, i = n+1, · · · , 2n,

(11)

其中{ei}ni=1表示Rn空间内的单位正交基向量.

2) 计算含高斯权重的非线性函数积分:w
f(x)N(x|m,P )dx≈ 1

2n

2n∑
i=1

f(m+
√
Pξ(i)),

(12)

其中: f(x)表示任意的非线性函数, m和P分别表示

高斯分布的均值和协方差矩阵,
√
P表示协方差矩阵

P的一个Cholesky分解因子.

3 基基基于于于EM–CKS的的的多多多传传传感感感器器器系系系统统统误误误差差差配配配准准准
方方方法法法

3.1 E–step
E-Step利用现有未知参数的估计值来计算完整数

据对数似然函数的期望:

Q(η,ηj) =
w
log pη(x0:N , z1:N)×

pηj
(x0:N |z1:N)dx0:N . (13)

利用方程(1)–(2)给出的状态空间模型的一阶马尔
科夫性质及贝叶斯定理,可以将联合概率密度函数
pη(x0:N , z1:N)分解如下:

pη(x0:N , z1:N) =

pη(z1:N |x0:N)pη(x0:N) =
N−1∏
k=0

pη(zk+1|xk+1)pη(xk+1|xk), (14)
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其中: pη(xk+1|xk)表示系统状态转移概率密度函数,
pη(zk+1|xk+1)表示似然概率密度函数. 将方程(14)代
入到方程(13)中,可以得到

Q(η,ηj) =
N−1∑
k=0

w (
log pη(xk+1|xk) + log pη(zk+1|xk+1)

)
×

pηj
(x0:N |z1:N)dx0:N =

N−1∑
k=0

ww
log pη(xk+1|xk)pηj

(xk+1,xk|z1:N)×

dxk+1dxk+
N−1∑
k=0

w
log pη(zk+1|xk+1)×

pηj
(xk+1|z1:N)dxk+1 =

Q1(η,ηj)+Q2(η,ηj). (15)

从方程(15)中可以看到,计算Q(η,ηj)需要用到

平滑概率密度函数pηj
(xk+1|z1:N)和联合平滑概率密

度函数pηj
(xk+1,xk|z1:N). 为了解决这一问题,本文

利用了CKS来近似计算这两个平滑概率密度函数.
pηj

(xk+1|z1:N)和pηj
(xk+1,xk|z1:N)可被近似为

[16]

pηj
(xk+1|z1:N) = N(xk+1|x̂k+1|N ,Pk+1|N), (16)

pηj
(xk,xk+1|z1:N) =

N(

[
xk

xk+1

]∣∣∣∣∣
[

x̂k|N

x̂k+1|N

]
,

[
Pk|N GkPk+1|N

P T
k+1|NG

T
k Pk+1|N

]
),

(17)

其中: x̂k+1|N和Pk+1|N分别表示k + 1时刻系统状态

的平滑均值和平滑误差协方差矩阵; Gk表示平滑增

益,且x̂k|N , x̂k+1|N , Pk|N , Pk+1|N , Gk都是基于当前

参数估计ηj的函数. 将方程(16)–(17)代入方程(15)中,
则Q1(η,ηj)和Q2(η,ηj)可重新表示为

Q1(η,ηj) =

N−1∑
k=0

w w
log pη(xk+1|xk)N(

[
xk

xk+1

]∣∣∣∣∣[
x̂k|N

x̂k+1|N

]
,

[
Pk|N GkPk+1|N

P T
k+1|NG

T
k Pk+1|N

]
)dxkdxk+1,

(18)

Q2(η,ηj)=
N−1∑
k=0

w
log pη(zk+1|xk+1)×

N(xk|x̂k+1|N ,Pk+1|N)dxk+1. (19)

根据方程(1)–(2)给出的状态空间模型,状态转移
概率密度分布函数pη(xk+1|xk)和似然概率密度分布

函数pη(zk+1|xk+1)可以分别表示如下:

pη(xk+1|xk)=
1√

(2π)
n|Qk|

exp{−1

2
[xk+1 −

fk(xk)]
TQ−1

k [xk+1−fk(xk)]}, (20)

pη(zk+1|xk+1)=
1√

(2π)
m|Rk+1|

exp{−1

2
[zk+1−

hk+1(xk+1,η)]
TR−1

k+1[zk+1−

hk+1(xk+1,η)]}. (21)

将方程(20)代入方程(18)中, Q1(η,ηj)可以被重新表

示为

Q1(η,ηj) =

−Nn log |2π|
2

−N log |Qk|
2

−

1

2

N−1∑
k=0

w w
((∆w

k+1)
T
Q−1

k ∆w
k+1)N(

[
xk

xk+1

]∣∣∣∣∣[
x̂k|N

x̂k+1|N

]
,

[
Pk|N GkPk+1|N

P T
k+1|NG

T
k Pk+1|N

]
)dxkdxk+1,

(22)

其中∆w
k+1表示如下:

∆w
k+1 = xk+1−fk(xk). (23)

将方程(21)代入方程(19)中, Q2(η,ηj)可以被重新表

示为

Q2(η,ηj) =−Nm log |2π|
2

−N log |Rk+1|
2

−

1

2

N−1∑
k=0

w
((∆v

k+1)
T
R−1

k+1∆
v
k+1)×

N(xk+1|x̂k+1|N ,Pk+1|N)dxk+1, (24)

其中∆v
k+1表示如下:

∆v
k+1 = zk+1 − hk+1(xk+1,η). (25)

令关于任意概率密度函数p(x)的数学期望表示为

⟨·⟩=
w
· p(x)dx, (26)

则方程(22)和方程(24)可以整理为

Q1(η,ηj) =−Nn log |2π|
2

− N log |Qk|
2

−

1

2
tr[Q−1

k

N−1∑
k=0

⟨∆w
k+1(∆

w
k+1)

T⟩], (27)

Q2(η,ηj) =−Nm log |2π|
2

− N log |Rk+1|
2

−

1

2
tr[R−1

k+1

N−1∑
k=0

⟨∆v
k+1(∆

v
k+1)

T⟩]. (28)

3.2 M–step
本节将解决方程(10)的最大化问题.定义

I1(η,ηj)=
N−1∑
k=0

⟨∆w
k+1(∆

w
k+1)

T⟩, (29)

I2(η,ηj)=
N−1∑
k=0

⟨∆v
k+1(∆

v
k+1)

T⟩. (30)
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式(29)中的⟨∆w
k+1(∆

w
k+1)

T⟩可以整理变型为

⟨∆w
k+1(∆

w
k+1)

T⟩=

⟨(xk+1−fk(xk))(xk+1− fk(xk))
T⟩=[

III

−III

]T

⟨
[

xk

fk(xk)

][
xk

fk(xk)

]T

⟩
[
III

−III

]
, (31)

其中III表示与状态同维数的单位矩阵,将式(31)带入
式(29)中,则I1

(
η,ηj

)
可以重新表示如下:

I1(η,ηj)=

[
III

−III

]T
N−1∑
k=0

⟨
[

xk

fk(xk)

][
xk

fk(xk)

]T

⟩
[
III

−III

]
.

(32)

将hk+1(xk+1,η)在xk+1= x̂k+1|N和η=ηj处分别进

行一阶泰勒级数展开,得

hk+1(xk+1,η)≈hk+1(x̂k+1|N ,η) +

Hk+1(xk+1−x̂k+1|N), (33)

hk+1(xk+1,η)≈hk+1(xk+1,ηj)+Hη
k+1(η−ηj),

(34)

其中Hk+1和Hη
k+1分别表示了系统非线性量测函数

hk+1(xk+1,η)在xk+1= x̂k+1|N和η=ηj处的雅克比

矩阵,即

Hk+1 =
∂hk+1(xk+1,η)

∂xk+1

∣∣
xk+1=x̂k+1|N

, (35)

Hη
k+1 =

∂hk+1(xk+1,η)

∂η

∣∣
η=ηj

, (36)

则方程(30)可以重新表示如下:

I2(η,ηj) =
N−1∑
k=0

⟨∆v
k+1(∆

v
k+1)

T⟩ =

N−1∑
k=0

⟨[zk+1 − hk+1(xk+1,η)]×

[zk+1−hk+1(xk+1,η)]
T⟩=

N−1∑
k=0

⟨[zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,η)−Hk+1(xk+1−

x̂k+1|N)][zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,η)−
Hk+1(xk+1−x̂k+1|N)]

T⟩≈
N−1∑
k=0

{[zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,η)]×

[zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,η)]
T+Hk+1Pk+1|NH

T
k+1} ≈

N∑
k=1

{[zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,ηj)−Hη
k+1(η−ηj)]×

[zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,ηj)−Hη
k+1(η−ηj)]

T +

Hk+1Pk+1|NH
T
k+1}. (37)

令vk+1=zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,ηj), ε= η − ηj ,则方

程(37)可以重新表示如下:

I2(η,ηj)=
N−1∑
k=0

(
(vk+1−Hη

k+1ε)× (vk+1−

Hη
k+1ε)

T+Hk+1Pk+1|NH
T
k+1

)
. (38)

将式(32)(38)分别代入式(27)–(28)中,整理得

Q1(η,ηj)=−Nn log |2π|
2

−N log |Qk|
2

−

1

2
tr
{
Q−1

k

[
III

−III

]T
N−1∑
k=0

⟨
[

xk

fk(xk)

]
×

[
xk

fk(xk)

]T

⟩
[
III

−III

]}
, (39)

Q2(η,ηj)=−Nm log |2π|
2

−N log |Rk+1|
2

−

1

2
tr
{
R−1

k+1

N−1∑
k=0

[(vk+1−Hη
k+1ε)(vk+1−

Hη
k+1ε)

T+Hk+1Pk+1|NH
T
k+1]

}
. (40)

利用向量求导公式:
∂

∂X
tr{(AXB+C)(AXB+C)

T} =

2AT(AXB+C)BT. (41)

将方程(39)等号两边对η = ηj+1求偏导,得

∂Q1(η,ηj)

∂η

∣∣
η=ηj+1

= 0. (42)

将方程(40)等号两边对η = ηj+1求偏导,得

∂Q2(η,ηj)

∂η

∣∣
η=ηj+1

=

R−1
k+1

N−1∑
k=0

{(Hη
k+1)

T ×

[zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,ηj)−Hη
k+1ηj+1]}. (43)

而根据方程(10)中ηj+1的定义,需要满足如下条件:

∂(Q1(η,ηj)+Q2(η,ηj))

∂η

∣∣
η=ηj+1

= 0, (44)

即需要满足如下方程:

R−1
k+1

N−1∑
k=0

(Hη
k+1)

T ×

{[zk+1−hk+1(x̂k+1|N ,ηj)−Hη
k+1ηj+1]} =

0. (45)

因此,可以推出

ηj+1 = ηj +H−1
N−1∑
k=0

(Hη
k+1)

T ×[
zk+1 − hk+1(x̂k+1|N ,ηj)

]
, (46)

其中

H =
N−1∑
k=0

[(Hη
k+1)

T
Hη

k+1]. (47)

本文提出的基于EM–CKS的多传感器系统误差配
准方法被详细的总结在算法2中.
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算算算法法法 2 基于EM–CKS的多传感器系统误差配准
方法.

步步步骤骤骤 1 选择一个未知参数的初始估计η0,迭代
次数M ,并设置初始迭代步数i = 0;

步步步骤骤骤 2 基于当前时刻未知参数向量的估计值

ηj运行CKF和CKS,最后得到经过平滑后的状态估计
值x̂k+1|N ;

步步步骤骤骤 3 计算方程(47)中的雅克比矩阵H,并将
该雅克比矩阵H和步骤2得到的状态平滑均值x̂k+1|N

一同代入到方程(47)中更新ηj+1;

步步步骤骤骤 4 i+ 1 → i并检查迭代终止条件i > M .
如果这个条件满足,那么迭代终止;否则迭代继续,并
返回步骤2.

3.3 收收收敛敛敛性性性讨讨讨论论论

从方程(9)可以看出,若Q(ηj+1,ηj)>Q(ηj,ηj),
那么

Lηj+1
(z1:N) > Lηj

(z1:N), (48)

并且等号成立当且仅当满足如下条件[15]:

Q(ηj+1,ηj) = Q(ηj,ηj), (49)

pηj+1
(x0:N |z1:N) = pηj

(x0:N |z1:N). (50)

根据方程(48)–(50),当Lη(z1:N)是一个关于参数向量

η的凸函数时,并满足[15]

lim
j→∞

[
Q(ηj+1,ηj)−Q(ηj,ηj)

]
= 0, (51)

lim
j→∞

[
pηj+1

(x0:N |z1:N)−pηj
(x0:N |z1:N)

]
=0, (52)

那么

lim
j→∞

ηj = η. (53)

非线性系统辨识的收敛性是一个非常重要但非常困

难的问题,因为其包含的多维非线性积分一般无法解
析求解,从而无法获得Q(η,ηj)和pη(x0:N |z1:N)的解

析解.此外在实际应用中,似然函数Lη(z1:N)有可能

是一个多峰函数,存在多个局部解,而EM算法无法避
开这个问题.所以通常情况下是无法分析EM算法的
收敛性或给出EM算法的收敛条件的. 为此,我们将定
性地讨论参数选择对所提出算法收敛性的影响,并说
明所提出算法的适用领域和适用条件.

当似然函数Lη(z1:N)是一个多峰函数时,初始参
数估计η0对所提出算法的收敛性有显著的影响.如果
η0与最优解很接近,那么随着迭代的进行,最终有方
程(53)成立. 如果η0与最优解相差很大,那么随着迭
代的进行, ηj可能会偏离最优解或者陷入局部解.因
此,通过选取与最优解相近的初值可以改善提出算法
的收敛性. 在很多实际应用中,用户对模型中的未知
参数的大致取值范围都有一定的了解,这种信息可以

帮助用户选择合适的初值,以更好地应用本文所提出
的算法.

在本文所提出的算法中,状态的滤波概率密度和
平滑概率密度都被近似为高斯分布,并且它们的高斯
近似精度会随着噪声方差的增大而降低,这是因为系
统的非线性度会随着噪声方差Qk和Rk的增大而增

大.状态的滤波概率密度和平滑概率密度的高斯近似
误差会增大参数η的估计误差. 而参数η的估计误差

反过来又会增大状态的滤波概率密度和平滑概率密

度的高斯近似误差,从而使得参数η的估计误差随着

迭代的进行而积累,并且噪声方差越大这种积累误差
也越大.因此,本文所提出算法对系统误差的辨识精
度会随着噪声方差增大而降低. 此外,本文所提出算
法只有在具有较低或者适中噪声方差的非线性系统

中才会收敛,而对于具有大噪声方差的非线性系统,
提出的算法可能会出现发散的情况,这是因为大的噪
声方差可能会导致巨大的累积误差.

3.4 计计计算算算复复复杂杂杂度度度分分分析析析

算法的计算复杂度是工程应用中必须要考虑的一

个问题,因此,本节将对所提出算法的计算复杂度进
行分析.分析算法计算复杂度最为有效的方法是对其
浮点操作数进行准确统计.一次浮点操作数定义为两
个浮点数进行一次加、减、乘或除法运算,下面给出几
种常用的基本代数运算所需的浮点运算数[20].

1) 矩阵加减.

若A ∈ Rn×m, B ∈ Rn×m,计算A±B所需的浮

点运算数为nm次;

2) 矩阵相乘.

若A ∈ Rn×m, B ∈ Rm×l,计算AB所需的浮点

运算数为2mnl − nl次;

3) 矩阵求逆.

若A ∈ Rn×n,计算A−1所需的浮点运算数为n3

次;

4) Cholesky分解.

若A ∈ Rn×n,计算A的Cholesky因子所需的浮点

运算数为
n3

3
次;

由第3.2节的算法2中可以看出,本文所提出的算
法实际上是一个不断迭代更新的过程,且每次迭代都
需要依次经过CKF、CKS、雅克比矩阵求解及参数更
新这几个步骤. 下面,本文结合前面给出的基本代数
运算,并参照文献[20]首先给出CKF和CKS所需的浮
点运算数,整理如表1所示.

结合表1所给出的相关参数的运算复杂度,单次递
推CKF算法的计算复杂度可以表示如下[20]:

fCKF =
10

3
n3 + 10n2 + 10n2m+ 8m2n+
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2mn+m3 + 3m2 +m, (54)

单次递推CKS算法的计算复杂度可以表示如下:

fCKS = 7n3 + n2 + n. (55)

由式(54)–(55)可以看出, CKF和CKS的计算复杂度均
为O(n3)和O(m3)的量级,其中O(·)表示浮点运算的
阶数,即与状态维数和量测维数均成三次幂关系.最
后根据方程(36)(46)–(47),本文所提出算法的浮点运
算总数可以表示如下:

fEM–CKS =m3 +m2 +M(2m3 +m2 +Mh) +

M(
31

3
n3+11n2+10n2m+8m2n+

2mn+m3 + 3m2 +m+ n), (56)

其中: M表示迭代次数, Mh表示计算量测函数需要的

浮点运算数. 由式(56)可以很直观的得出,本文所提出
算法的计算复杂度主要取决于迭代次数、状态维数及

量测维数. 因此,在实际工程应用中,迭代次数的选取
需要权衡工程计算量和所需精度.

表 1 单次递推过程计算量

Table 1 Calculation amount of single recursive process

计算项 计算量

x̂k|k−1 2n2

Pk|k−1 2n3 + 4n2

ẑk|k−1 2nm

P zz
k|k−1 4nm2 + 3m2

P xz
k|k−1 4n2m+ 2nm

Wk m3 + 2nm2 − nm

x̂k|k 2nm+m

Pk|k 2nm2 − nm+ 2n2m

Gk−1 3n3 − n2

x̂k−1|N 2n2 + n

Pk−1|N 4n3

4 仿仿仿真真真

本节将通过模拟双机共同跟踪同一非合作目标的

仿真试验来验证本文所提出的机载多平台多传感器

系统误差配准算法的有效性和性能.具体仿真场景设
置为由两架舰载直升机平台共同探测跟踪一架战斗

机目标,其中每架舰载直升机各携载一部三维传感器.
战斗机飞行速度较快,飞行海拔高度为2 km,舰载直
升机飞行速度较慢,飞行海拔高度为1 km,所有飞行
器均沿经线飞行,三维传感器扫描时间间隔为
1 s,大地坐标系下舰载直升机平台与战斗机目标真实
运动信息的具体仿真场景如图1所示.

各传感器分别测量得到目标的距离、方位和俯仰

角三维信息,且它们的测量噪声均为零均值高斯白噪

声,对应的各传感器量测噪声协方差矩阵可以表示为

R = diag{(50 m)
2
, (0.002 rad)2, (0.002 rad)2}.

各传感器系统误差均设置为η=[1000 m, 0.5◦, 0.5◦]T.

图 1 仿真环境

Fig. 1 Diagrams of simulation environment

为了实施本文所提出的算法,在接下来的双机目
标跟踪仿真试验中,本文将使用CKF和CKS来近似计
算滤波概率密度和平滑概率密度.此外,为了对比说
明本文所提出的算法相比于现有的解决多传感器系

统误差配准问题的算法所具有的优越性,本文在仿真
中重点比较文献[10]所提出的基于EM–EKF的系统误
差配准方法和本文所提出的基于EM–CKS的系统误
差配准方法. 为了公平比较,所有滤波器都设置为相
同的初始条件,即都从以真实参数为中心的对称区间
中随机选取未知参数的初值η0. 且都执行50次独立的
蒙特卡洛仿真试验,每次蒙特卡洛仿真试验的迭代次
数设置为100次,使用系统误差在每次迭代的均方根
误差(root mean square error, RMSE)作为性能评价指
标

RMSEerr(k) =

√
1

Mc

Mc∑
s=1

(ςsk − ς̂sk)
2
, (57)

其中: ςsk和ς̂sk分别表示在第s次蒙特卡洛仿真时第k次

迭代系统误差的真实值和估计值, Mc表示蒙特卡洛

仿真次数.

首先来看本文提出算法的有效性. 图2–4给出了各
传感器系统误差的估计结果.此外,为了进一步展示
本文所提出算法的精度,表2中给出了各传感器系统
误差的最终估计.从图2–4中,可以看到本文所提出的
算法在每一次蒙特卡洛运行中都是收敛的,并且这种
收敛性独立于初始的传感器系统误差参数值和系统

量测输出.从图2–4中,也可以看到所有传感器系统误
差的参数估计经20步迭代后都收敛了,因而本文所提
出的算法具有较快的收敛速度.从表2中还可以看到
本文所提出的算法具有良好的估计精度.以上这些仿
真结果说明了本文所提出算法可以用于解决机载多

平台多传感器系统误差的非线性系统辨识问题.
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图 2 各传感器径向距离系统误差估计结果

Fig. 2 Estimated results of range system errors

图 3 各传感器方位角系统误差估计结果

Fig. 3 Estimated results of azimuth system errors

图 4 各传感器俯仰角系统误差估计结果

Fig. 4 Estimated results of elevation system errors

表 2 真实的参数值和估计的参数值(均值±标准差)

Table 2 True parameter values and estimated parameter
values (mean values ± standard deviations)

参 数 真实值 估计值

传感器1距离系统误差/m 1000 0.9988×103 ± 6.5310
传感器2距离系统误差/m 1000 0.9985×103 ± 6.7688
传感器1方位系统误差/(◦ ) 0.5 0.4993 ± 0.0051
传感器2方位系统误差/(◦ ) 0.5 0.4997 ± 0.0067
传感器1俯仰系统误差/(◦ ) 0.5 0.5017 ± 0.0066
传感器2俯仰系统误差/(◦ ) 0.5 0.5012 ± 0.0061

然后再来看本文提出算法与现有方法的仿真对比.
图5–6分别展示了提出方法和现有方法对传感器1的
方位角系统误差RMSE和传感器2的距离系统误差估
计结果的RMSE,表3给出了两种方法对传感器1方位
角系统误差和传感器2距离系统误差估计RMSE均值
的统计结果以及单次蒙特卡洛仿真的运行时间.

图 5 方位角系统误差RMSE估计结果

Fig. 5 Estimated results of azimuth system errors RMSE

图 6 距离系统误差RMSE估计结果

Fig. 6 Estimated results of distance system errors RMSE

从图5–6及表3中可以看出,本文提出的基于EM–
CKS的系统误差配准方法比现有的基于EM–EKF的
系统误差配准方法具有更小的RMSE,但EM–CKS的
运行时间要慢于EM–EKF.仿真结果分析如下: 本文
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提出的基于EM–CKS的系统误差配准方法采用的是
3阶球径容积准则的确定性采样方法来近似计算含高
斯分布的多维非线性函数积分,理论上,它能至少以
二阶泰勒精度逼近任何非线性系统状态的后验均值

和协方差. 而EM–EKF采用的是一阶泰勒展开线性化
的方法,在计算雅克比矩阵时存在截断误差,无法保
证较高的估计精度.在计算量方面,由于EM–CKS在
每一次迭代过程都需要产生一定数量的采样点,并经
过非线性函数传播这些采样点,这一计算过程会随着
系统状态及量测维数的增加而逐渐变慢,因此, EM–
CKS的单步运行时间会多于EM–EKF.虽然本文提出
方法在精度上得到了保证,但其却以牺牲计算量为代
价. 在实际工程应用中,往往需要权衡工程计算量和
所需精度,因此,本文所提出方法适用于对计算量要
求不高但对估计精度要求较高的场合.

表 3 RMSE均值比较
Table 3 Averaged RMSEs

方法 距离误差RMSE 方位误差RMSE 运行时间

EM–CKS 14.4773 m 0.0523◦ 7.6785 s
EM–EKF 17.1283 m 0.0651◦ 2.8587 s

5 结结结论论论

本文提出了一种新的基于最大似然判据的机载多

平台多传感器系统误差的非线性系统辨识方法. 仿真
结果表明本文所提出的算法适用于解决机载多平台

多传感器系统误差的配准问题,并且所提出的算法具
有较快的收敛速度和良好的估计精度.
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