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摘要:针对带有内部不确定性及外部扰动的陀螺仪混沌系统的同步问题,提出了一种参数自适应滑模控制方法,
并给出参数自适应律.该方法不依赖被控混沌系统的数学模型,可以快速跟踪主混沌系统.时域及复频域理论分析
表明,由参数自适应滑模控制器组成的闭环控制系统是全局渐近稳定的,而且参数自适应滑模控制器具有良好的抗
扰动鲁棒性. 仿真结果表明该控制方法计算量小、响应速度快、控制精度高、抗扰动鲁棒性强,在非线性不确定系
统控制领域具有广泛的应用价值.
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Abstract: A parameter adaptive sliding mode control method was proposed for synchronization with internal parameter
and external disturbances of the gyroscopic chaotic system, and parameter adaptive law was provided. The proposed method
is not dependent on the mathematical model of the controlled plants, and can fast track the master chaotic system. The the-
oretical analysis of time domain and the complex frequency domain showed that the closed-loop control system composed
of the parameter adaptive sliding mode controller is globally asymptotically stable and the parameter adaptive sliding mode
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1 引引引言言言

陀螺仪系统是一个典型的非线性混沌系统,针对
混沌系统的控制和同步问题,早在1990年Pecora和
Carroll首次对其进行了研究[1],近几十年也吸引了众
多研究人员的关注并将实验成果应用于各种领域,如
物理学、信息学、生物学等[2–6]. 到目前为止,已经研
究了不少控制混沌的方法,如主动控制、环状脉冲控
制、鲁棒自适应控制、滑模控制等[7–10].
陀螺仪系统在机器人、汽车、航海、航空等领

域[11–14]都起着重要的作用. 从1996年开始, GE等人
对于对称陀螺仪的非线性行为及混沌同步控制进行

了详细研究[15–23]. 其中,文献[16]基于主动控制,通过
两个控制输入达到同步的效果,在完全已知参数的基
础上合成控制器,控制结果有明显的高频抖振现象.
存在明显的局限性,在工程实践中不切实际.基于共
轭梯度法的多项式函数模型的补偿控制方法[17]通过

拟合好的多项式函数模型对不确定混沌系统进行前

馈补偿控制,基于径向基函数神经网络的反馈补偿控
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制方法[18]用训练好的径向基函数神经网络模型对混

沌系统进行反馈补偿控制,这两种控制方法不仅具有
较强的抑制混沌系统参数摄动能力和抗干扰能力,而
且不需要被控混沌系统的数学模型. 文献[19]基于模
糊滑模控制,通过将模糊控制器替换滑模控制器中的
符号函数sgn s来解决其引起的抖振现象,控制效果良
好,但滑模控制器依赖陀螺仪系统精确参数的数学模
型,局限性太大.文献[20]提出的径向基函数神经滑模
控制是将滑模切换函数作为神经网络的输入,网络权
值根据滑模趋近条件在线调整,有效抑制了抖振并对
参数扰动和外部干扰表现出较好的鲁棒性,但以牺牲
系统稳定时间为代价. 文献[21]基于高斯径向基自适
应变结构控制,该方法为了减少系统抖动,用饱和函
数代替符号函数,能够在短时间内达到混沌同步的效
果,但控制结果中高频抖振现象依然严重,甚至会使
系统崩溃,且算法结构复杂,计算量大,依赖陀螺仪系
统精确的数学模型,难以应用于工程实际.文献[22]
采用自适应控制方法对分数阶系统的自适应问题进

行了研究,提出了一个新的具有双翼和四翼吸引子共
存的混沌系统,其中控制参数k和λ分别影响系统的同

步速度及参数识别速度,仿真实验取得了良好的控制
结果.

与本文控制方法相比,自适应鲁棒滑模控制方
法[23]的控制信号依然存在高频抖振现象,抗干扰性差
且同步跟踪效果不理想;自适应滑模控制方法[24]利用

特殊幂次函数fal(s, α, δ)及反双曲正弦函数arsh(s)

代替符号函数有效削弱控制输入的高频抖振现象,然
而,该方法以增加计算量为代价的,凭经验给定参数,
因而有明显的局限性.

针对陀螺仪混沌同步控制存在的问题,本文提出
了参数自适应的滑模控制方法,并进行了详细的理论
分析.复频域和时域分析表明,本文控制方法不仅能
够保证混沌同步控制系统的全局稳定性,而且本文设
计的控制器还具有良好的抗扰动鲁棒性;不仅有效避
免了传统滑模控制的高频抖振现象,而且结构简单、
计算量小,因而是一种不依赖于被控对象模型的通用
控制方法. 仿真结果不仅有效验证了理论分析的正确
性,而且也有力表明了本文控制方法在不确定混沌系
统同步控制中的有效性.

2 陀陀陀螺螺螺仪仪仪系系系统统统模模模型型型

本文考虑了具有线性阻尼的安装在振动基座上对

称陀螺仪系统的混沌同步控制,该系统同样被用于飞
机,船只和战略防御系统中. 陀螺仪系统的运动方程
用角度θ描述为[25]

θ̈+α2(1−cos θ)2/ sin3 θ−β sin θ+c1θ̇+c2θ̇
3=

f sin(ωt) sin θ, (1)

其中: α2(1− cos θ)2/ sin3 θ−β sin θ是一种非线性弹

性力; c1θ̇是线性阻尼; c2θ̇3是非线性阻尼; f sin(ωt)

是参数激励.

考虑到模型的不确定性为∆f(x, t) ∈ R以及外部
有界扰动d1(t) ∈ R,分别设

x1 = θ, x2 = θ̇,

g(x1) = −α2(1− cosx1)
2/ sin3 x1,

wx = f(x, t) + ∆f(x, t) + d1(t),

其中

f(x, t) = g(x1)− c1x2 − c2x
3
2 + β sinx1 +

f sin(ωt) sinx1.

则系统(1)转换成如下形式:{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = wx.
(2)

文献[25]在c1 = 0.5, c2 = 0.05, α2 = 100, β =

1, ω = 2, 32 < f < 36的条件下,对陀螺仪系统复杂
的动力学特性所表现出的混沌行为进行了深入的研

究.其中,图1和图2是在不确定性和外部扰动为零且
初始状态为(x1, x2) = (0.5, 0.8), f = 35.5的情况下

表现出的混沌行为.

图 1 陀螺仪轨迹的相位图

Fig. 1 Phase diagram of gyroscope track

图 2 陀螺仪系统随时间的响应

Fig. 2 Response of gyroscope system with time
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设从系统模型为
ẏ1 = y2,

ẏ2 = wy + b0u,

y = y1,

(3)

其中: b0 ̸= 0是从系统控制系数;从混沌系统不确定
总和扰动为

wy = g(y, t) + ∆g(y, t) + d2(t),

且

g(y, t) = −α2(1− cos y1)
2/ sin3 y1 − c1y2 −

c2y
3
2 + β sin y1 + f sin(ωt) sin y1,

∆g(y, t) ∈ R是不确定因素; d2(t) ∈ R是外部扰动;
u, y分别是从系统的控制输入和实际输出.

3 指指指数数数趋趋趋近近近滑滑滑模模模控控控制制制器器器

设期望轨迹为主系统信号x1(t),从系统为被控对
象,其输出为y(t). 设同步跟踪误差为e1 = x1 − y,则
有

ė1 = e2 = ẋ1 − ẏ = ẋ1 − ẏ1 = x2 − y2, (4)

ė2 = ẋ2 − ẏ2 = wx − wy − b0u. (5)

设滑模函数为

s = c0e1 + e2, (6)

则有

ṡ = c0ė1 + ė2 = c0ė1 + wx − wy − b0u. (7)

设滑模趋近律为

ṡ = −c1s. (8)

根据式(7)和式(8)可定义指数趋近滑模控制律为

u = (c0e2 + c1s)/b0, (9)

其中: c0 > 0, c1 > 0.

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 1 假设主从系统的总和扰动均有界: |wx|
< ∞, |wy| < ∞,则当且仅当c0 > 0, c1 > 0时,由指
数趋近滑模控制器(9)组成的闭环控制系统是全局渐
近稳定的,且滑模控制器(9)具有良好的抗扰动鲁棒
性.

4.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

为了方便分析,设主从系统总和扰动偏差w =

wx − wy,因为|wx| < ∞, |wy| < ∞,所以|w| < ∞.
由式(4)−(5)可得{

ė1 = e2,

ė2 = w − b0u.
(10)

将式(9)代入式(10),可得闭环控制系统{
ė1 = e2,

ė2 = w − c0e2 − c1s.
(11)

将式(6)代入式(11),可得{
ė1 = e2,

ė2 = w − (c0 + c1)e2 − c0c1e1.
(12)

由式(12)可知,闭环控制系统(12)实际上是一个在
总和扰动偏差w激励下的误差动力学系统.

考虑到系统初始误差e1(0
−) ̸= 0, e2(0

−) ̸= 0,对
式(12)取拉氏变换,可得

sE1(s)− e1(0
−) = E2(s),

sE2(s)− e2(0
−) =

W (s)− c0c1E1(s)− (c0 + c1)E2(s).

(13)

由式(13)整理得

E1(s) = E1x(s) + E1w(s), (14)

其中: 零输入响应E1x(s)为

E1x(s) = [e2(0
−) + (c0 + c1)e1(0

−)]H(s) +

e1(0
−)sH(s); (15)

零状态响应E1w(s)为

E1w(s) = H(s)W (s); (16)

而且误差动力学系统传输函数H(s)为

H(s) =
1

(s+ c0)(s+ c1)
. (17)

由系统(17)可知,当c0 > 0, c1 > 0时,误差动力
学系统(17)的两个极点s1 = −c0, s2 = −c1均在s平

面的左半平面,因此当且仅当c0 > 0, c1 > 0时,误差
动力学系统(17)是全局渐近稳定的.

4.2 抗抗抗扰扰扰动动动鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析

1) 当 c0 ̸= c1时,由系统 (17)可得系统冲击响应
h(t)为

h(t) =
1

c1 − c0
e−c0t − 1

c1 − c0
e−c1t, t > 0.

(18)

由式(18)可得

ḣ(t) = − c0
c1 − c0

e−c0t +
c1

c1 − c0
e−c1t, (19)

ḧ(t) =
c20

c1 − c0
e−c0t − c21

c1 − c0
e−c1t. (20)

由式(14)–(18)可知误差动力学系统(12)或(13)的
时域解为

e1(t) = e1(0
−)ḣ(t) + b1h(t) + h(t) ∗ w(t), (21)

e2(t) = ė1(t) = e1(0
−)ḧ(t) + b1ḣ(t) +

ḣ(t) ∗ w(t), (22)

其中b1 = e2(0
−) + (c0 + c1)e1(0

−).

当c0 > 0, c1 > 0时,由式(18)–(20)可得

lim
t→∞

h(t) = 0, lim
t→∞

ḣ(t) = 0, lim
t→∞

ḧ(t) = 0. (23)
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由于|w| < ∞,因此当c0 > 0, c1 > 0,且c0 ̸= c1
时,由式(21)和(22)分别有

lim
t→∞

e1(t) = 0, lim
t→∞

e2(t) = 0. (24)

上述表明,只要|w| < ∞,则当c0 > 0, c1 > 0,且
c0 ̸= c1时,误差动力学系统(13)可以从任意不为零的
误差初始状态[e1(0

−) ̸= 0, e2(0
−) ̸= 0]向稳定的平

衡点原点(0, 0)趋近,表明滑模控制器(9)具有良好的
抗扰动鲁棒性.

2) 当c0 = c1时,由系统(17)可得系统冲击响应
h(t)为

h(t) = te−c0t, t > 0. (25)

由式(25)可得

ḣ(t) = (1− c0t)e
−c0t, (26)

ḧ(t) = (c20t− 2c0)e
−c0t. (27)

由式(14)–(17)和式(25)可知误差动力学系统 (12)
或(13)的时域解为

e1(t) = e1(0
−)ḣ(t) + b1h(t) + h(t) ∗ w(t), (28)

e2(t) = ė1(t) =

e1(0
−)ḧ(t) + b1ḣ(t) + ḣ(t) ∗ w(t), (29)

其中b1 = e2(0
−) + 2c0e1(0

−).
当c0 = c1 > 0时,由式(25)–(27)可得

lim
t→∞

h(t) = 0, lim
t→∞

ḣ(t) = 0, lim
t→∞

ḧ(t) = 0. (30)

由于|w| < ∞,因此当c0 = c1 > 0,由式(28)和式
(29)分别有

lim
t→∞

e1(t) = 0, lim
t→∞

e2(t) = 0. (31)

上述表明,只要|w| < ∞,则当c0 = c1 > 0,误差
动力学系统(12)可以从任意不为零的误差初始状态
[e1(0

−) ̸= 0, e2(0
−) ̸= 0]向稳定的平衡点原点(0, 0)

趋近,表明滑模控制器(9)具有良好的抗扰动鲁棒性.

上述时域分析表明,只要|wx| < ∞, |wy| < ∞,
则当且仅当c0 > 0, c1 > 0时,由滑模控制器(9)构成
的闭环控制系统(12)可以从任意不为零的初始误差状
态[e1(0

−) ̸=0, e2(0
−) ̸=0]向稳定的平衡点原点(0, 0)

趋近,因此,滑模控制器(9)具有良好的抗扰动鲁棒性.
证毕.

5 参参参数数数自自自适适适应应应律律律

由定理1的分析可知,只要|wx| < ∞, |wy| < ∞,

则当且仅当c0 > 0, c1 > 0时,闭环控制系统是全局
稳定的,同时也表明c0和c1具有很大的整定范围,理
论上而言,为了提高响应速度和抗扰能力,要求增益
参数c0和c1越大越好.然而, c0和c1太大可能会因微

分峰值问题引起超调或振荡现象,因此,需要利用自
适应参数整定规则:

c0 = h−α(1− 0.9e−βt), (32)

c1 = c0 + δ, δ > 0,

其中: h为采样步长, 0 < α < 1, β > 0, α主要与积

分步长有关: 如果积分步长h较大,则要求α也较大;
否则反之.此外,参数β则与系统的时间常数τ有关,
即β ≈ 1/τ . 对于未知系统而言,由于其系统时间常
数τ也是未知的,因此,只能使用估计值来确定β. 比
如:如果实际要求在1 s时间内实现稳态跟踪控制,则
可设β = 1. 设h=0.001 s, α = 0.65, β = 1时,根据
参数自适应律c0 ≈ 89(1− 0.9e−t),参数c0随时间的

变化曲线如图3所示.

图 3 参数自适应变化曲线

Fig. 3 Parameter adaptive change curve

6 仿仿仿真真真分分分析析析

为了验证本文算法对同步不确定混沌系统的有效

性,以混沌陀螺仪系统[26]为例进行仿真实验.

陀螺仪系统的初始状态,相关参数以及不确定性
等,分别为:

1) 初始状态:

x1(0) = 0.5, x2(0) = 0.8, y1(0) = 0.1, y2(0) = 0.

2) 系统参数:

c1 = 0.5, c2 = 0.05, α2 = 100,

β = 1, ω = 2, f = 35.5.

3) 不确定因素:

∆f(x, t) = 0, ∆g(y, t) = 0.6 sin y1.

4) 外部扰动:

d1(t) = 0.4 sin(πt), d2(t) = 0.2 cos(πt).

6.1 仿仿仿真真真实实实验验验

仿真过程中,设采样步长 h = 0.001 s, b0 = 1,

δ = 1,根据参数自适应律,设置本例的增益参数为{
c0 = 89(1− 0.9e−t),

c1 = c0 + 1.
(33)

参数自适应滑模控制实验结果如图4所示.
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(a) 系统同步跟踪的时间响应

(b) 系统输入信号的时间响应

(c) 系统同步跟踪误差的时间响应

图 4 参数自适应滑模控制的仿真结果
Fig. 4 Simulation results of parameter adaptive sliding

mode control

参数自适应滑模控制方法的仿真结果基本在

0.4 s趋于稳定,且不存在高频抖振现象.仿真实验表
明,本文的控制方法不仅可以快速跟踪被控对象,而
且避免了因符号函数引起的高频抖振.

6.2 3种种种控控控制制制方方方法法法的的的对对对比比比实实实验验验
为验证参数自适应滑模控制的优势,在其他条件

不变的情况下,与自适应鲁棒滑模控制方法[23]和自适

应滑模控制方法[24]做对比实验.
1) 本文控制方法:

u = (c0e2 + c1s)/b0, (34)

其中: s = c0e1+ e2, c0 = 89(1−0.9e−t), c1 = c0+

1, b0 = 1.
2) 自适应鲁棒滑模控制:

u = −θ̂(ẋ2 − c2e2) + k1s+ ηsgn s, (35)

其中: s = c2e1 + e2;自适应律 ˙̂
θ = −γs(ẋ2 − c2e2);

c2 = 8; γ = 50; k1 = 10; η = 5.
3) 自适应滑模控制:

u = β · fal(s, α, δ) + k2 · arsh(s)− Ĵ ṗ, (36)

fal(s, α, δ) =

{
|s|α · sgn s, |s| > δ,
s

δ1−α
, |s| 6 δ,

(37)

其中: s=c3e1+e2, p=x2−c3e1;自适应律 ˙̂
J=−γṗs,

c3 = 15, β = 15, k2 = 10, α = 0.5, δ = 0.01, γ =

10, arsh(s)为反双曲正弦函数.

6.2.1 无无无扰扰扰动动动下下下的的的控控控制制制结结结果果果

在无扰动下的仿真结果如图5所示,图中有参数自
适应滑模控制方法A、自适应鲁棒滑模控制方法B及
自适应滑模控制方法C.

(a) 系统状态x1, y1同步的时间响应

(b) 系统状态x2, y2同步的时间响应



806 控 制 理 论 与 应 用 第 37卷

(c) 系统控制输入的时间响应

图 5 3种自适应滑模控制方法对比图
Fig. 5 Comparison of three adaptive sliding mode

control methods

由仿真结果可知,自适应鲁棒滑模控制因符号函
数而导致高频抖振现象,控制结果较差;自适应滑模
控制虽然取得了良好的控制结果,但因其涉及特殊幂
次函数和反双曲正弦函数,计算量大.

此外,以上这两种控制方法中自适应律只对特定
的参数变量θ̂或Ĵ起作用,而其他参数的取值全凭经验
给定,并不能很好地体现出自适应控制的优点. 而本
文的控制方法不仅可以取得良好的控制效果,不存在
高频抖振现象,而且结构简单、计算量小,控制器参数
完全自适应.

6.2.2 强强强扰扰扰动动动下下下的的的控控控制制制结结结果果果

为了验证本文方法的强抗扰性,在被控系统的
外部扰动 d2(t)的基础上,增加了随机强干扰,即
50randnX(1),仿真结果如图6所示.

(a) 本文控制方法的仿真结果
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(b) 自适应鲁棒滑模控制方法的仿真结果

(c) 自适应滑模控制方法的仿真结果

图 6 随机强扰动下的仿真结果

Fig. 6 Simulation results under strong disturbance

由仿真结果可知,在外部扰动的基础上增加随机
强干扰的情况下,本文控制方法和自适应滑模控制方
法仍然取得了较好的控制效果,表明本文控制方法和
自适应滑模控制方法都具有很强的抗扰鲁棒性;自适
应鲁棒控制方法的实验结果并不理想,控制输入信号
抖振幅度太大,不仅会对系统造成一定影响,甚至会
损坏机器设备.

7 结结结论论论

针对陀螺仪系统混沌同步问题,本文提出了参数
自适应滑模控制方法,从时域和复频域层面分别分析
了全局渐近稳定性能和抗扰动鲁棒性能,并给出了参

数自适应律.仿真结果表明,本文的控制方法响应速
度快、控制精度高、无超调和波动现象.与自适应鲁棒
滑模控制自适应滑模控制相比,本文的控制方法不仅
在控制性能方面具有突出的优势,而且计算量小、结
构简单. 由于本文提出的参数自适应滑模控制方法不
仅在保证强抗扰动能力的同时有效消除了现有滑模

控制普遍存在的高频抖振现象且不依赖于被控对象

模型和属性,因此,不仅在混沌系统特别是不确定混
沌系统的控制领域具有广阔的应用前景,而且在非线
性不确定系统的控制领域也具有广阔的潜在应用价

值.对混沌系统的研究在通信、神经网络、生物系
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统、电子线路、金融等领域具有巨大的发展潜力和应

用前景.
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