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摘要:本文研究一类非齐次马尔可夫跳跃正线性系统的稳定与镇定问题.该系统中模态的变化服从非齐次马尔
可夫过程,其模态转移速率/概率矩阵是随时间随机变化的,且变化规律由一个高层马尔可夫过程描述,本文提出一
种双层马尔可夫跳跃正系统模型来刻画此类系统特征. 在此基础上,利用切换线性余正李雅普诺夫函数给出此类
连续和离散时间非齐次马尔可夫跳跃正线性系统平均稳定的判据. 然后,运用线性规划方法设计依赖于模态–模态
转移速率/概率矩阵的状态反馈控制器,进而实现闭环系统的平均稳定性. 最后,以功率分配系统为例给出仿真算
例,验证了所设计控制策略的有效性.
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Abstract: This paper focuses on the stability and stabilization problem for a class of non-homogeneous positive Marko-
vian jump linear systems. The switching of system mode is governed by a non-homogeneous Markov process whose mode
transition rates/probabilities matrix (MTRM/MTPM) is time-varying. Besides, the stochastic variation of MTRM/MTPM is
governed by a high layer Markov process, then a two-layer Markovian jump model is proposed to characterize such system
features. Based on such model, the mean stability criteria for continuous-time and discrete-time systems are given by de-
signing switched linear co-positive Lyapunov functions. Then, a mode-MTRM/MTPM-dependent state feedback controller
which can stabilize the closed loop system is designed through a linear programming method. Finally, the effectiveness of
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1 引引引言言言

现实中的许多系统,如经济系统[1]、生物系统[2]、

功率分配系统[3]、排队过程[4]等,其状态、输出仅取非
负值,此类系统称为正系统[5–6]. 随着正系统规模的日
益复杂,系统结构会随着一些随机事件(如组件故
障、子系统连接改变[7]等)的发生而变化,当此类随机
事件的出现服从马尔可夫过程时,可以通过马尔可夫
跳跃正线性系统(positive Markovian jump linear syst-

ems, PMJLSs)描述系统的动态特性. 在研究PMJLSs
稳定性时,鉴于子系统状态的正特性,很自然地会应
用线性余正Lyapunov函数[8–11]来替代传统的二次型

Lyapunov函数,它能充分利用系统自身的正特性进而
使得稳定性分析更加简便.文献[9]通过设计切换线性
余正Lyapunov函数得出平均稳定的充分判据. 此后,

文献[10]运用状态转移的方法分析了PMJLSs的稳定
性并以线性矩阵不等式的形式给出随机稳定的充要
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判据. 此后, PMJLSs中各种稳定性之间的关系得到研
究,高阶矩稳定可得出低阶矩稳定,一阶指数稳定与
平均指数稳定等价[11]. 基于稳定的判据,文献[12]分
析了闭环PMJLSs的镇定问题并设计了状态反馈控制
器,进一步地,带时延PMJLSs的L1随机稳定性和L1

增益性能[13]得到了研究.

值得注意的是, PMJLSs的稳定及性能分析与马尔
可夫过程的模态转移速率矩阵(mode transition rate
matrix, MTRM)/模态转移概率矩阵(mode transition
probability matrix, MTPM)密切相关,而以上关于PM-
JLSs的研究成果都是基于一个严格的假设: 马尔可夫
过程是齐次的,即MTRM/MTPM是定常的,但是这个
假设在很多实际的系统中往往难以满足. 一个典型的
例子是功率分配系统[5],其中系统参数依赖于线性检
测器、路径衰落等因素,其变化可通过PMJLSs进行建
模,但由于工作环境会随时间而发生变化,从而PMJL-
Ss中的MTRM/MTPM是时变的. 同样的情况也存在
于流行病学模型[5]中. 因此,相较于现有的研究成果,
非齐次PMJLSs能够更好地反映实际系统的特性,其
研究也更具有一般性. 文献[14]基于每个MTPM对应
的PMJLS都是稳定的这一假设,采用平均逗留时间方
法给出了系统稳定的充分条件,然而该稳定判据约束
太强,不具备普遍性. 因此非齐次PMJLSs的稳定与镇
定问题仍需要进一步的研究与探索.

本文研究一类非齐次PMJLSs的稳定与镇定问题,
其中MTRM/MTPM在一段时间内保持不变或变化甚
微,但在整个时间区间上却是随机变化的,且该变化
可以通过马尔可夫过程加以描述. 文中提出一种双
层PMJLSs模型来描述MTRM/MTPM的时变性,其中
低层马尔可夫过程表示系统模态的变化,高层马尔可
夫过程表征低层马尔可夫过程MTRM/MTPM的随机
变化. 基于此模型,通过设计切换线性余正Lyapunov
函数,分别推导出连续和离散时间非齐次PMJLSs平
均稳定的条件.其次,为非齐次PMJLSs设计了依赖于
模态–MTRM/MTPM的状态反馈控制器,并通过线性
规划方法求解控制增益.相较于传统依赖于模态的控
制器设计,本文提出的状态反馈控制器更具一般性;
最后,以功率分配系统为例给出仿真实例,验证所提
控制策略的有效性.

符号表示: Rn,Rn×m分别表示n维实向量和n×m
维实矩阵空间; Metzler矩阵表示矩阵的非对角线元素
均是非负的; A ≽ 0(≻ 0)表示矩阵的所有元素都是非

负的(正的); In表示n× n维的单位矩阵.

2 系系系统统统描描描述述述

考虑下面连续和离散时间非齐次马尔可夫跳跃线

性系统:

ẋ(t) = Artx(t) +Brtu(t), (1)

和
xk+1 = Arkxk +Brkuk. (2)

对连续时间系统(1), x(t) ∈ Rn是系统状态向量,
u(t) ∈ Rm为输入向量, Art是Metzler矩阵, Brt ≽ 0.
{rt ∈ N = {1, 2, · · · , N}, t > 0}是表示系统模态跳
跃的低层马尔可夫过程,其MTRM可表示为

Π(ϕt) =


π
(ϕt)
11 π

(ϕt)
12 · · · π

(ϕt)
1N

π
(ϕt)
21 π

(ϕt)
22 · · · π

(ϕt)
2N

...
...

...
...

π
(ϕt)
N1 π

(ϕt)
N2 · · · π

(ϕt)
NN

 .

相应地,模态转移概率可定义为

P (rt+h=j|rt= i)=

{
π
(ϕt)
ij h+O(h), i ̸= j,

1 + π
(ϕt)
ii h+O(h), i = j,

其中: h > 0且lim
h→0

O(h)

h
=0. 对任意i ̸=j, π

(ϕt)
ij > 0,

且有π
(ϕt)
ii =−

N∑
j=1,j ̸=i

π
(ϕt)
ij . 此外, {ϕt, t>0}是在有限

集M = {1, 2, · · · ,M}中取值的高层马尔可夫过程,
表示MTRM在M个可能的取值之间随机切换.高层马
尔可夫过程的模态转移速率矩阵(high-level mode tra-
nsition rate matrix, HMTRM)可表示为Λ=[λmn]M×M .
则高层模态间的切换概率为

P (ϕt+h=n|ϕt=m)=

{
λmnh+O(h), m ̸= n,

1+λmnh+O(h), m = n.

对离散时间非齐次马尔可夫跳跃系统(2),系统矩
阵满足Ark ≽ 0, Brk ≽ 0. {rk, k > 0}是在状态空间
N上取值的马尔可夫链,并且其模态转移概率满足
P (rk+1 = j | rk = i) = p

(ϕk)
ij . 而{ϕk, k > 0}是一个

用来表征MTPM切换的高层马尔可夫链,高层模态转
移概率矩阵(HMTPM)表示为Q = [qmn]M×M .

定定定义义义 1[4] 对式(1)–(2)所描述的马尔可夫跳跃线
性系统,若对任意的初始状态x(0)≽0和r0∈N , ϕ0∈
M,始终有x(t) ≽ 0 (xk ≽ 0),则对应的系统为马尔
可夫跳跃正线性系统(PMJLSs).

定定定义义义 2[4] 对任意初始状态x(0) ≽ 0和初始高低

层模态r0 ∈ N , ϕ0 ∈ M,若系统的状态变量满足以
下条件 lim

t→∞
E{|x(t)|} = 0(或 lim

k→∞
E{|xk|} = 0),则称

系统(1)或系统(2)是平均稳定的.

由系统描述中可知,所建立的非齐次跳跃系统模
型具有双层马尔可夫切换,以离散时间系统(2)为例说
明: 系统模态的变化由一个低层的Markov链控制,而
模态之间的切换概率取决于MTPM.由于各种随机因
素的影响,系统模态之间的转移概率是时变的,即
MTPM是时变的. 当MTPM在有限状态空间M ={
MTPM 1, MTPM 2, · · · , MTPM M}上随机切换时,
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则低层Markov链的模态切换如图1上图所示. 此外,
MTPM的随机变化受一个高层Markov链驱动,把每
个MTPM定义为一个高层“模态”,则高层模态在
HMTPM控制下的转移如图1下图所示. 简而言之,此
类双层切换就是用一个高层Markov链来表示低层
Markov链的MTPM的随机变化特性,即用一个高层的
Markov链来表征系统的非齐次特性.

图 1 低层模态和高层模态切换示意图

Fig. 1 The switching of low-layer system mode and high-layer
mode

3 连连连续续续时时时间间间PMJLSs的的的镇镇镇定定定问问问题题题
3.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

引引引理理理 1[12] 任意矩阵A ∈ Rn×n是Metzler矩阵的
充要条件:存在一个常数ξ > 0,使得A+ ξIn ≽ 0.

引引引理理理 2[15] 连续时间马尔可夫跳跃线性系统(1)
(u(t)=0)是PMJLSs的充要条件:对任意i∈N , Ai是

Metzler矩阵.

定定定理理理 1 对任意的i ∈ N ,m ∈ M,若存在一组
向量P

(m)
i ∈ Rn使得下式成立:

P
(m)
i ≻ 0, (3)∑

n∈M
λmnP

(n)
i +

∑
j∈N

π
(m)
ij P

(m)
j +AT

i P
(m)
i ≺0, (4)

则u(t) = 0的连续时间非齐次马尔可夫跳跃线性系统

是平均稳定的.

证证证 因为Ai是Metzler矩阵,根据引理 2可知u(t)

= 0的系统(1)是PMJLSs. 考虑到正系统中状态变量
的正特性,引入切换线性余正Lyapunov函数:

V (x(t), rt = i, ϕt = m) = xT(t)P
(m)
i .

结合条件(3),显然有V (xt, i,m) > 0. 在t, x(t) = xt,

rt = i, ϕt = m处马尔可夫过程的无穷小算子:

L V (xt, i,m) =

lim
h→0

1

h
{E{V (xt+h, rt+h, ϕt+h)}−V (xt, i,m)}=

lim
h→0

1

h

{ n ̸=m∑
n∈M

λmnhE{V (xt+h, rt+h, n)|i,m}+

(1 + λmmh)E{V (xt+h, rt+h,m)|i,m}−
V (xt, i,m)

}
=

lim
h→0

1

h

{ n ̸=m∑
n∈M

λmnh(
j ̸=i∑
j∈N

π
(m)
ij hV (xt+h, j, n)+

(1 + π
(m)
ii h)V (xt+h, rt+h = i, ϕt+h = n))+

(1 + λmmh)
( j ̸=i∑
j∈N

π
(m)
ij hV (xt+h, rt+h = j,m)+

(1 + π
(m)
ii h)V (xt+h, i,m)

)
− V (xt, i,m)

}
=

lim
h→0

{ ∑
n∈M

λmnV (xt+h, i, n)+∑
j∈N

π
(m)
ij V (xt+h, j,m)

}
+

lim
h→0

1

h

{
V (xt+h, i,m)− V (xt, i,m)

}
.

当h → 0时, xt+h → xt,可进一步得出

L V (xt, i,m) =

xT
t

{ ∑
n∈M

λmnP
(n)
i +

∑
j∈N

π
(m)
ij P

(m)
j +AT

i P
(m)
i

}
.

因为x(t) ≽ 0始终成立,由定理1条件(4)可得出
L V (xt, i,m)<0,所以系统是一阶稳定的. 而在证系
统一阶稳定与平均稳定等价. 证毕.

3.2 控控控制制制器器器设设设计计计

对非齐次PMJLSs而言,在设计控制器时不仅要考
虑闭环系统的稳定性同时还要保证正特性. 另外,考
虑到MTRM的时变特性,设计具有以下形式的状态反
馈控制器:

u(t) = K(ϕt)
rt

x(t), (5)

其中对任意rt = i ∈ N , ϕt = m ∈ M, K(m)
i 是待定

的模态–—MTRM依赖的控制器增益.

定定定理理理 2 考虑连续时间非齐次马尔可夫跳跃正

线性系统(1),对任意的i ∈ N , m ∈ M以及任意给定
的m维向量ν

(m)
i ≻ 0,若存在常数γ

(m)
i > 0以及两组

向量P
(m)
i ∈Rn , Z(m)

i ∈Rn使得下式成立:

P
(m)
i ≻ 0, (6)

ν
(m)T
i BT

i P
(m)
i Ai+Biν

(m)
i Z

(m)T
i +γ

(m)
i In ≽ 0, (7)∑

n∈M
λmnP

(n)
i +

∑
j∈N

π
(m)
ij P

(m)
j +AT

i P
(m)
i +Z

(m)
i ≺0,

(8)

则经由下述模态–—MTRM相关的状态反馈控制器
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u(t) =
1

ν
(m)T
i BT

i P
(m)
i

ν
(m)
i Z

(m)T
i x(t). (9)

闭环系统能够实现平均稳定性,同时保持系统的正特
性.

证证证 首先证明经由反馈控制u(t)后的闭环系统仍

是正系统.对任意的i∈N , m∈M有Bi≽0, ν
(m)
i ≻0,

因此ν
(m)T
i BT

i P
(m)
i 始终是正标量. 对式(7)两边同时

乘以
1

ν
(m)T
i BT

i P
(m)
i

得

Ai +
1

ν
(m)T
i BT

i P
(m)
i

Biν
(m)
i Z

(m)T
i +

γ
(m)
i

ν
(m)T
i BT

i P
(m)
i

In ≽ 0. (10)

联立式(9)–(10),得

Ai +BiK
(m)
i +

γ
(m)
i

ν
(m)T
i BT

i P
(m)
i

In ≽ 0. (11)

因此,由引理1可以得出Ai +BiK
(m)
i 是Metzler矩阵,

即得出闭环系统是正系统.

接下来,证明闭环系统的平均稳定性. 联立式(1)
(5)可得闭环系统,

ẋ(t) = (Art +BrtK
(ϕt)
rt

)x(t). (12)

由定理1可知,闭环系统平均稳定的条件是∑
n∈M

λmnP
(n)
i +

∑
j∈N

π
(m)
ij P

(m)
j +

(Ai +BiK
(m)
i )TP

(m)
i ≺ 0. (13)

结合式(9),可以得出∑
n∈M

λmnP
(n)
i +

∑
j∈N

π
(m)
ij P

(m)
j +AT

i P
(m)
i +Z

(m)
i ≺0.

证毕.

注注注 1 若Π(ϕ) ≡ Π ,则非齐次马尔可夫跳跃正系统(1)

退化为齐次马尔可夫跳跃正系统.相应地,依据定理1和定

理2可得出有关齐次马尔可夫跳跃正线性系统平均稳定的结

论,该结论已在文献[12]中导出.由此可见,本文的结论更具

一般性,可视为齐次正系统稳定判据的扩展与补充.

4 离离离散散散时时时间间间PMJLSs的的的镇镇镇定定定问问问题题题
4.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

引引引理理理 3[15] 离散时间马尔可夫跳跃线性系统(2)
(uk=0)是PMJLSs的充要条件:对任意i∈N , Ai≽0.

定定定理理理 3 对任意的i ∈ N , m ∈ M,若存在一系
列向量P

(m)
i ∈ Rn使得下列式子成立:

P
(m)
i ≻ 0, (14)

AT
i Z

(m)
i − P

(m)
i ≺ 0, (15)

式中Z
(m)
i =

∑
n∈M

∑
j∈N

qmn p
(m)
ij P

(n)
j ,则u(k)=0的离

散时间非齐次马尔可夫跳跃正线性系统是平均稳定

的.

证证证 首先设计切换余正李雅普诺夫函数

V (xk, rk, ϕk|rk = i, ϕk = m) = xT
kP

(m)
i ,

在xk, rk = i, ϕk = m处的Lyapunov差分为

E{V (xk+1, rk+1, ϕk+1)|i,m} − V (xk, i,m) =∑
n∈M

qmnE{V (xk+1, rk+1, n)| i,m}−V (xk, i,m) =∑
n∈M

qmn(
∑
j∈N

p
(m)
ij V (xk+1, j, n))− V (xk, i,m) =∑

n∈M
qmn(

∑
j∈N

p
(m)
ij xT

k+1P
(n)
j )− xT

kP
(m)
i =

xT
k {

∑
n∈M

∑
j∈N

qmn p
(m)
ij AT

i P
(n)
j − P

(m)
i } < 0.

结合Lyapunov函数的稳定判据可知, u(k) = 0的系统

(2)是平均稳定的. 证毕.

4.2 控控控制制制器器器设设设计计计

下面考虑离散时间系统的镇定问题,考虑具有以
下形式的状态反馈控制器:

uk = K(ϕk)
rk

xk. (16)

定定定理理理 4 考虑离散时间非齐次马尔可夫跳跃正

系统(2),对任意i ∈ N ,m ∈ M以及任意一个给定的
正向量ν

(m)
i ∈ Rm,若存在两组向量P

(m)
i ∈Rn和ξ

(m)
i

∈ Rn使得下列式子成立:

P
(m)
i ≻ 0, (17)

ν
(m)T
i BT

i Z
(m)
i Ai +Biν

(m)
i ξ

(m)T
i ≽ 0, (18)

AT
i Z

(m)
i + ξ

(m)
i − P

(m)
i ≺ 0, (19)

则通过下述给出的模态—–MTPM相关的状态反馈控
制器:

uk=K
(m)
i xk=

1

ν
(m)T
i BT

i Z
(m)
i

ν
(m)
i ξ

(m)T
i xk, (20)

闭环系统能够达到平均稳定,并且保持正特性,式中:

Z
(m)
i =

∑
n∈M

∑
j∈N

qmn p
(m)
ij P

(n)
j .

证证证 首先证明闭环系统是正系统.对任意i,m, Bi

≽0, ν(m)
i ≻0,所以ν

(m)T
i BT

i Z
(m)
i 始终是正标量,由式

(18)得

Ai +
1

ν
(m)T
i BT

i Z
(m)
i

Biν
(m)
i ξ

(m)T
i =

Ai +BiK
(m)
i ≽ 0,

所以闭环系统(2)是正系统.

与定理2的证明类似,可得出具有控制器uk的闭环

离散时间非齐次跳跃正系统(2)是平均稳定的.

证毕.

注注注 2 通常来说,模态—–MTPM相关的反馈控制器对

具有时变MTPM的非齐次马尔可夫跳跃正系统有很好的控制
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效果,与传统的模态相关的控制器相比,此类控制器的保守性

更低.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

本节将给出两个数值实例,然后对其进行稳定性
分析并设计控制器来验证所提方法的有效性.

5.1 连连连续续续时时时间间间非非非齐齐齐次次次跳跳跳跃跃跃正正正系系系统统统

考虑文献[3]中建模为 PMJLSs的功率分配系统,
系统状态方程描述为

rt=1 : ẋ(t)=

[
−0.6 0.5

0.2 0.9

]
x(t)+

[
1.0 0.3

0.2 1.2

]
u(t),

rt=2 : ẋ(t)=

[
−1.2 0.8

0.5 −0.4

]
x(t)+

[
0.8 0.4

0.6 1.5

]
u(t).

系统的MTRM是时变的并且取决于系统的工作环境,
为了便于描述,把工作环境分为两类: ϕt = 1表示环

境“优”、ϕt = 2表示环境“良”,这两种环境对应的
MTRM分别为Π(1), Π(2):

Π(1) =

[
−1 1

3 −3

]
, Π(2) =

[
−4 4

2 −2

]
.

定义系统运行环境的变化服从一个高层Markov过程,
其高层模态转移速率矩阵为

Λ =

[
−0.18 0.18

0.20 − 0.20

]
.

根据低层Markov过程MTRM可以计算出系统模
态的平稳分布,其概率关系如下: MTRM为Π(1)时,
πrt=1 = 3 × πrt=2. MTRM为Π(2)时, πrt=1 = 0.5 ×
πrt=2. 上述理论分析说明: 当环境为“优”时(ϕt=1),
系统处于模态rt = 1的概率更大,当环境为“良”时
(ϕt = 2),系统处于模态rt = 2的概率更大.

图2给出了100 s内系统MTRM变化和模态变化的
一个样本实现. 高层模态的变化模拟了实际系统运行
环境的变化情况,也就是“优”、“良”环境在整个时
间段上的随机变化情况;低层模态的变化轨迹模拟了
实际系统在子系统1和子系统2之间的切换情况. 从
图2可以直观地看出在时间段t ∈ {[0, 8], [18, 45], [60,
70]}上,高层模态MTRM都是ϕt = 1,在此时间段上
低层模态停留在rt = 1的时间更长,这就对应了当处
于“优”的环境,系统处于子系统1的概率更大.在时
间段t ∈ {[10, 15], [48, 58], [72, 88]}上,高层模态MT-
RM都是ϕt = 2,在此时间段上低层模态停留在模态
rt = 2的时间更长,这就对应了当处于“良”的环境,
系统处于子系统2的概率更大.系统在各个低层模态
的逗留时间体现了在不同MTRM作用下,系统在子系
统1和子系统2之间的切换情况,也就说明了高层模态
对低层模态切换的影响.为了更为精确地表现出不同
高层模态作用下各低层模态的切换情况,本文随机生

成50组高低层模态的跳跃样本,表1统计了这50组样
本中不同MTRM作用下各低层模态的逗留时间.

图 2 高层模态MTRM(ϕt)和低层模态(rt)切换的一个样本

Fig. 2 A sample of high-layer mode ϕt and low-layer mode rt

表 1 不同MTRM作用下低层模态的逗留时间(s)

Table 1 Residence time of low-level modes under dif-
ferent MTRM (s)

MTRM1 MTRM2
样本n

rt = 1 rt = 2 rt = 1 rt = 2

1 31.99 8.07 17.79 42.15
2 50.66 20.89 10.01 18.47
3 32.86 14.82 16.39 35.93
4 23.76 7.71 23.69 44.84
5 41.71 20.24 11.59 26.46
6 40.58 12.52 17.84 29.06
7 34.39 12.76 16.72 36.13
8 52.76 18.18 10.99 18.07
9 43.43 13.85 15.79 26.93

10 48.75 20.94 10.12 20.19
11 29.36 8.47 19.88 42.29
12 48.29 14.97 10.41 26.33
13 38.81 9.65 19.17 32.37
14 45.35 14.43 16.47 23.75
15 40.41 17.58 14.67 27.34
16 47.82 16.09 11.48 24.61
17 43.77 13.94 13.73 28.56
18 37.51 13.73 16.60 32.16
19 50.23 16.57 9.85 23.35
20 44.62 12.95 15.27 27.16
21 54.28 13.93 11.15 20.64
22 36.12 14.79 15.40 33.69
23 33.14 13.32 20.12 28.42
24 28.96 12.88 17.97 40.19
25 38.15 15.46 15.44 30.95
26 36.40 13.52 18.27 31.81

(转下页)
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(接上页)

27 36.53 10.44 15.61 37.42
28 31.32 9.12 18.98 40.58
29 51.13 17.53 10.44 20.90
30 49.53 16.31 12.62 21.54
31 44.73 17.75 13.97 23.55
32 61.12 16.12 8.77 13.94
33 36.66 14.08 17.97 31.29
34 45.74 14.70 13.26 26.30
35 53.58 16.05 11.27 19.10
36 32.01 9.24 21.98 36.77
37 35.67 13.85 17.56 32.92
38 30.74 12.23 20.58 36.45
39 57.59 19.05 8.98 14.38
40 45.16 16.62 15.43 22.79
41 49.30 17.38 11.54 21.78
42 37.18 13.31 14.24 35.27
43 46.95 13.83 14.83 24.71
44 33.07 17.33 17.67 31.93
45 37.42 13.08 14.90 34.60
46 36.83 13.37 19.32 30.48
47 50.41 15.79 12.17 21.63
48 61.58 19.9 7.07 11.36
49 33.34 11.70 17.80 37.16
50 47.76 16.61 12.59 23.04

平均逗留时间 41.9438 14.5398 14.9202 28.5962

由表1统计可知,在100 s的运行时间上,当处于高
层模态MTRM1时,两个低层模态平均逗留时间的比
值为

Trt=1

Trt=2

=
41.9438

14.5398
= 2.885.

当处于高层模态MTRM2时,两个低层模态平均逗留
时间的比值为

Trt=1

Trt=2

=
14.9202

28.5962
= 0.522.

根据以上分析,双层模态的切换图直观地反映了
系统各个模态的逗留时间;而在同一个高层模态下,
低层模态平均逗留时间的比值能够反映出系统的平

稳分布情况,并且反映的结果与理论分析一致.综合
可以得出高层模态的取值直接影响着低层模态的切

换情况,由此可体现出高低层模态切换的关系.

初始条件为x(0)=[0 0.1]T, rt=1, ϕt=1时,开
环系统状态轨迹如图3(a)所示,可以看出在无控制输
入时,系统不稳定. 下面考虑对系统施加控制,根据定
理2,选取ν

(1)
1 =ν

(2)
1 = ν

(1)
2 = ν

(2)
2 = [1 1]T,然后利

用MATLAB中的线性规划工具箱可求解出可行解:

K
(1)
1 =

[
−0.107 − 0.372

−0.107 − 0.372

]
,

K
(2)
1 =

[
0.256 −0.351

0.256 −0.351

]
,

K
(1)
2 =

[
−0.196 − 0.651

−0.196 − 0.651

]
,

K
(2)
2 =

[
−0.092 − 0.626

−0.092 − 0.626

]
.

对闭环PMJSLs,给定初始状态[300 200]T,然后
根据当前子系统rt和环境ϕt施加对应的控制量,可得
闭环系统的状态轨迹如图3(b)所示. 从图可出系统的
状态最终收敛到平衡点,所以经由模态–—MTRM依
赖的状态反馈控制器闭环系统实现了平均稳定性,进
而验证了本文所提出的控制策略的有效性.

(a) 开环系统状态轨迹

(b) 闭环系统状态轨迹

图 3 连续时间开环和闭环PMJLSs状态轨迹
Fig.3 State trajectory of continuous-time open-loop and

closed-loop PMJLSs

5.2 离离离散散散时时时间间间非非非齐齐齐次次次跳跳跳跃跃跃正正正系系系统统统

考虑两模态的离散时间非齐次PMJLSs,其方程描
述为

rk=1 : xk+1=

[
0.6 0.7

0.7 0.5

]
xk+

[
0.4 0.1

0.1 0.5

]
uk,

rk=2 : xk+1=

[
0.9 0.8

0.7 0.8

]
xk+

[
0.3 0.1

0.2 0.4

]
uk,

其中MTPM在有限集M={1, 2}中取值, MTPM的切
换由高层模态转移概率矩阵Q描述.

Π(1) =

[
0.4 0.6

0.5 0.5

]
, Π(2) =

[
0.7 0.3

0.6 0.4

]
,

Q =

[
0.4 0.6

0.3 0.7

]
.
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文献[14]判断一个非齐次PMJLS系统稳定的前提
是所有的子系统稳定,由系统矩阵可知子系统不稳定,
所以文献[14]的结论无法对此类系统进行稳定性分
析.而通过本文定理4却可以设计出使得系统稳定的
控制器. 选取ν

(m)
i = [1 2]T,可得模态MTPM依赖的

状态反馈控制器.

K
(1)
1 =

[
−0.613 − 0.395

−1.226 − 0.791

]
,

K
(2)
1 =

[
−0.612 − 0.370

−1.221 − 0.740

]
,

K
(1)
2 =

[
−0.671 − 0.772

−1.342 − 1.544

]
,

K
(2)
2 =

[
−0.676 − 0.784

−1.342 − 1.568

]
.

当初始状态为[300 200]T时,离散时间闭环系统的状
态轨迹如图4所示: 随着时间的演化,闭环系统的状态
趋于平衡点. 所以经由所设计的控制器系统实现了平
均稳定性. 这种控制器的设计对子系统是否稳定没有
限制,所得出的结论更具一般性.

(a) 开环系统状态轨迹

(b) 闭环系统状态轨迹

图 4 离散时间开环和闭环PMJLSs状态轨迹
Fig. 4 State trajectory of discrete-time open-loop and closed-

loop PMJLSs

6 总总总结结结

本文研究了一类非齐次马尔可夫跳跃正系统的稳

定与镇定问题,其中系统模态及模态转移速率/概率矩
阵的随机切换均可通过马尔可夫过程进行描述. 通过
设计切换线性余正李雅普诺夫函数,给出系统平均稳
定的充分判据,并设计依赖于模态MTRM/MTPM的
状态反馈控制器实现系统稳定. 鉴于现有的齐次马尔

可夫跳跃正系统可作为本文所提模型的一个特例,文
中给出的稳定性判据和控制器设计方案更具一般性.

参参参考考考文文文献献献:
[1] ZHENG J, DONG J, XIE L. Stability of discrete-time positive

switched linear systems with stable and marginally stable subsystems.
Automatica, 2018, 91(1): 294 – 300.

[2] FARINA L, RINALDI S. Positive Linear Systems: Theory and Appli-
cations. New York: John Wiley & Sons, 2011.

[3] ZAPPAVIGNA A, CHARALAMBOUS T, KNORN F. Unconditional
stability of the Foschini-Miljanic algorithm. Automatica, 2012, 48(1):
219 – 224.

[4] BOLZERN P, COLANERI P. Positive markov jump linear systems.
Foundations and Trends r in Systems and Control, 2015, 2(3/4): 275
– 427.

[5] EBIHARA Y, PEAUCELLE D, ARZELIER D. Analysis and synthe-
sis of interconnected positive systems. IEEE Transactions on Auto-
matic Control, 2017, 62(2): 652 – 667.

[6] WANG Changhong, TONG Yanhui, WANG Jian. Stabilization for
discrete-time interval switched positive linear systems. Control The-
ory & Applications, 2013, 30(10): 1294 – 1299.
(王常虹,通雁辉,王舰.离散区间线性切换正系统的镇定.控制理论
与应用, 2013, 30(10): 1294 – 1299.)

[7] ZHANG Gaosheng, ZHU Jin. Optimal control for a class of discrete-
time nonhomogeneous Markovian jump linear systems. Control The-
ory & Applications, 2016, 33(1): 128 – 132.
(张高生,朱进.一类离散时间非齐次马尔可夫跳跃系统最优控制.
控制理论与应用, 2016, 33(1): 128 – 132.)

[8] MASON O, SHORTEN R. On linear copositive Lyapunov functions
and the stability of switched positive linear systems. IEEE Transac-
tions on Automatic Control, 2007, 52(7): 1346 – 1349.

[9] LIU X. Stability analysis of switched positive systems: A switched
linear copositive Lyapunov function method. IEEE Transactions on
Circuits and Systems II: Express Briefs, 2009, 56(5): 414 – 418.

[10] RAMI M, SHAMMA J. Hybrid positive systems subject to Marko-
vian switching. IFAC Proceedings Volumes, 2009, 42(17): 138 – 143.

[11] BOLZERN P, COLANERI P, DE NICOLAO G. Stochastic stabili-
ty of positive Markov jump linear systems. Automatica, 2014, 50(4):
1181 – 1187.

[12] ZHANG J, HAN Z, ZHU F. Stochastic stability and stabilization of
positive systems with Markovian jump parameters. Nonlinear Analy-
sis: Hybrid Systems, 2014, 12(1): 147 – 155.

[13] ZHU S, HAN Q L, ZHANG C. L1-Stochastic stability and L1-
gain performance of positive Markov jump linear systems with time-
delays: Necessary and sufficient conditions. IEEE Transactions on
Automatic Control, 2017, 62(7): 3634 – 3639.

[14] LIAN J, LIU J, ZHUANG Y. Mean stability of positive Markov jump
linear systems with homogeneous and switching transition probabil-
ities. IEEE Transactions on Circuits and Systems II: Express Briefs,
2015, 62(8): 801 – 805.

[15] KACZOREK T. Positive 1D and 2D Systems. London: Springer Sci-
ence & Business Media, 2012.

作者简介:
蒋蒋蒋鹏鹏鹏飞飞飞 博士研究生,目前研究方向为马尔可夫跳跃系统、正系

统、网络化控制系统等, E-mail: jpengfei@mail.ustc.edu.cn;

朱朱朱 进进进 副教授,研究领域包括混杂系统、滤波、智能控制等,

E-mail: jinzhu@ustc.edu.cn;

奚奚奚宏宏宏生生生 教授,博士生导师,研究领域为离散事件动态系统, E-

mail: xihs@ustc.edu.cn.


