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摘要:本文研究具有时滞的脉冲随机神经网络的有限时间稳定性问题.利用Lyapunov泛函技术,线性矩阵不等
式(LMIs)工具和平均脉冲区间条件,对反镇定型、中立型和镇定型3种类型的脉冲系统分别给出了基于矩阵不等式
的有限时间均方稳定的充分条件,最后通过一个数值例子验证了理论结果的有效性.
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Abstract: This paper focuses on the problem of finite-time stability of the impulsive stochastic neural networks with
delay. Three types of impulses are considered: the impulses are input disturbances, the impulses are neutral type and the
impulses are stabilizing. For each type of impulses, by using Lyapunov functional and linear matrix inequalities (LMIs)
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1 引引引言言言

近几十年来,神经网络模型得到了广泛的研究,在
信号处理、联想记忆、模式识别和组合优化等方面都

有应用,吸引力大量学者的关注. 而在神经网络模型
中由于神经元之间的相互作用不同步性或信号传输

速度的有限性,不可避免地会产生时滞. 因此,研究具
有时滞的神经网络的稳定性具有重要意义[1]. 而脉冲
描述了系统状态的瞬时跳变或重置,也是引起系统不
稳定和性能差的主要原因之一[2]. 再者,对于实际系
统,随机噪声扰动的影响也是不可或缺的[3],为了准
确地描述系统,从而设计出好的控制方案,研究系统
的稳定性需要充分考虑随机噪声扰动的影响.由于同
时考虑了脉冲和随机噪声扰动两个因素的影响,具有

时滞的脉冲随机神经网络的稳定性分析相对比较复

杂. 因此,该系统的稳定性的研究具有理论和现实的
重要意义.

另一方面,众所周知,在系统稳定性理论的研究
中,往往考虑比较多的是Lyapunov稳定性. Lyapunov
稳定性侧重于系统在无穷时间区间上的动态行为,它
反映的是系统的稳态性能,而在很多实际应用中只关
注系统的稳态性能是不够的,系统的暂态性能也起着
很重要的作用,如在两个航天器交会对接过程、卫星
变轨过程、飞行器再入过程等方面有限时间稳定性就

描述了系统的暂态性能.有限时间稳定是指如果给定
初始条件下,系统的状态在一段特定时间区间内始终
不超出某个特定区域.它的概念可以追溯到1960年[4–5],
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经过其后60多年的发展,有限时间稳定性的研究已取
得了丰富的结果[6–9]. Ali等人利用一个新的Lyapunov-
Krasovskii泛函和线性矩阵不等式 (linear matrix in-
equalities, LMIs)工具分析了Cohen-Grossberg神经网
络的随机有限时间稳定性[10]. Lee等人利用平均脉冲
区间条件研究了非线性脉冲系统的有限时间稳定性

问题[11]. Zhu等人利用多重Lyapunov-like函数考虑了
具有时变时滞的非线性脉冲随机系统的均方有限时

间稳定性[12]. 尽管关于各类系统有限时间稳定性问题
的研究已有不少成果,但值得注意的是,关于同时考
虑脉冲和随机噪声扰动的神经网络的有限时间稳定

性的结果不多见.

因此,本文利用平均脉冲区间条件,随机分析技巧
和Lyapunov泛函结合LMIs工具,研究具有时滞的脉
冲随机神经网络的均方有限时间稳定性问题,对反镇
定型、中立型和镇定型3种类型的脉冲分别给出系统
有限时间稳定的充分条件.最后通过一个数值例子验
证了理论结果的有效性.

2 准准准备备备知知知识识识

本文采用以下记号:记(Ω,F , {Ft}t>0, P )为一完

备概率空间, {Ft}t>0为一满足通常条件的σ代数流,
ω(t)为定义在该空间上的1维布朗运动,上标T表示向

量或矩阵的转置, ∗表示矩阵中由对称性得到的元素.
λmax(·)为实对称矩阵的最大特征值, diag{·}为对角
矩阵, tr{·}为矩阵的迹, I为适当维数的单位矩阵, P
> 0(> 0)表示P是正定(半正定)矩阵, P < 0(6 0)表

示P是负定(半负定)矩阵, E{·}是期望算子, | · |表示
向量的欧几里得范数.

考虑带有时滞的随机脉冲神经网络

dx(t) = [−Ax(t) +Bf(x(t))+

Cg(x(t− τ(t)))]dt+ [Dx(t)+

Ex(t− τ(t))]dω(t), t ̸= tk, t > t0,

x(tk) = Fx(t−k ), k ∈ N,

xt0 = ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0),

(1)

其中: x(t)∈Rn是系统的状态, ξ∈PCb
Ft0

([−τ, 0];Rn)

是初始条件, A, B,C,D,E, F ∈ Rn为适当大小的矩

阵,

f(x(t)) = [f1(x1(t)) f2(x2(t)) · · · fn(xn(t))]
T,

g(x(t)) = [g1(x1(t− τ(t))) g2(x2(t− τ(t)))

· · · gn(xn(t− τ(t)))]T

都是神经元激活函数,有f(0) = g(0) = 0. 时滞τ(t)

为时变连续函数且满足0 6 τ(t) 6 τ , τ̇(t) 6 h < 1.
{tk}k∈N是脉冲瞬时序列满足0 6 t0 < t1 < t2 < · · ·
且 lim

k→∞
tk=∞. x(t+k )和x(t−k )分别表示x(t)在tk处的

右极限和左极限,其中x(t+k ) = x(tk).

定定定义义义 1[13] 若对于给定正常数c1, c2, T, c1 < c2,
以及t ∈ [0, T ]有

E[ sup
−τ6θ60

|x(θ)|2] 6 c1 ⇒ E|x(t)|2 < c2, (2)

则称系统(1)关于(c1, c2, T )均方有限时间稳定.

定定定义义义 2 [14] 对于脉冲序列{tk}k∈N,若存在正整
数N0和正数τ ∗,对任意的t > s > t0,有

t− s

τ ∗ −N0 6 N(t, s) 6 t− s

τ ∗ +N0, (3)

则该脉冲序列的平均脉冲区间为τ ∗,其中N(t, s)表示

脉冲序列在时间(t, s)内脉冲发生的次数.

假假假设设设 1 [15] 函数 fi是连续的,且存在正常数 k−
i ,

k+
i (i = 1, 2, · · · , n),对∀α, β ∈ R, α ̸= β,有

k−
i 6 fi(α)− fi(β)

α− β
6 k+

i .

假假假设设设 2 [15] 函数gi是连续的,且存在正常数l−i ,
l+i (i = 1, 2, · · · , n),对∀α, β ∈ R, α ̸= β,有

l−i 6 gi(α)− gi(β)

α− β
6 l+i .

设

K1 = diag{k−
1 k

+
1 , · · · , k−

n k
+
n },

K2 = diag{k
−
1 + k+

1

2
, · · · , k

−
n + k+

n

2
}.

L1 = diag{l−1 l+1 , · · · , l−n l+n },

L2 = diag{ l
−
1 + l+1
2

, · · · , l
−
n + l+n
2

}.

3 主主主要要要结结结果果果

情情情形形形 1 µ > 1.

定定定理理理 1 假设脉冲序列满足式(3),给定正数T, c1
和c2(c1 < c2). 若存在常数λ1, λ2, α ∈ R, µ > 1满足

α+
1

τ ∗ ln(µ) > 0和矩阵P > 0, Q > 0,

Di = diag{di1, di2, · · · , din} > 0, i = 0, 1,

使得
φ11 DTPE PB +D0K2 PC

∗ φ22 0 D1L2

∗ ∗ −D0 0

∗ ∗ ∗ −D1

 6 0, (4)

FTPF − µP 6 0, (5)

(T − t0)(α+
1

τ ∗ lnµ) <

ln (c2λ2)−ln [c1(λ1 + τλmax(Q))]−N0 lnµ, (6)

λ2I < P < λ1I, (7)

其中:

φ11 = Q−PA−ATP+DTPD−D0K1−αP,

φ22 = ETPE−(1−h)Q−D1L1,
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则系统(1)关于(c1, c2, T )均方有限时间稳定.

证证证 选取Lyapunov泛函

V (t) = xT(t)Px(t) +
w t

t−τ(t)
xT(s)Qx(s)ds. (8)

当t = tk时,结合系统(1)的第2个等式和式(5),有

V (tk) =

xT(tk)Px(tk) +
w tk

tk−τ(tk)
xT(s)Qx(s)ds =

xT(t−k )F
TPFx(t−k ) +

w t−k

t−k −τ(t−k )
xT(s)Qx(s)ds 6

µxT(t−k )Px(t−k ) + µ
w t−k

t−k −τ(t−k )
xT(s)Qx(s)ds =

µV (t−k ). (9)

由假设1–2可知

06
n∑

i=1

d0i(k
+
i xi(t)− fi(xi(t)))(fi(xi(t))−

k−
i xi(t)) +

n∑
i=1

d1i(l
+
i xi(t− τ(t))− gi(xi(t−

τ(t))))(gi(xi(t− τ(t)))− l−i xi(t− τ(t))) =

2xT(t)D0K2f(x(t))− fT(x(t))D0f(x(t))−
xT(t)D0K1x(t) + 2xT(t− τ(t))D1L2g(x(t−
τ(t)))− gT(x(t− τ(t)))D1g(x(t− τ(t)))−
xT(t− τ(t))D1L1x(t− τ(t)). (10)

当t ̸= tk, k ∈ N时,通过式(4)和式(10)可以估计系统
(1)轨迹上的Kolmogorov算子LV为

LV (t) =

xT(t)Qx(t)−(1−τ̇(t))xT(t−τ(t))Qx(t−τ(t))+

2xT(t)P [−Ax(t)+Bf(x(t))+Cg(x(t−τ(t)))]+

tr[Dx(t)+Ex(t−τ(t))]T ×
P [Dx(t)+Ex(t−τ(t))] 6
xT(t)[Q−PA−ATP+DTPD]x(t)+

xT(t−τ(t))[ETPE−(1−h)Q]x(t−τ(t))+

2xT(t)DTPEx(t−τ(t))+2xT(t)PBf(x(t))+

2xT(t)PCg(x(t−τ(t)))+2xT(t)D0K2f(x(t))−
fT(x(t))D0f(x(t))−xT(t)D0K1x(t)+

2xT(t−τ(t))D1L2g(x(t−τ(t)))−
gT(x(t−τ(t)))D1g(x(t−τ(t)))−
xT(t−τ(t))D1L1x(t−τ(t)) 6
αxT(t)Px(t) 6
αV (t).

对∀t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, 2, · · · ,由Itô’s公式可得

dV (t)6αV (t)dt+ Vx(t)[Dx(t) +

Ex(t− τ(t))]dω(t). (11)

对式(11)两边从tk到t积分再取期望结合Gronwall不
等式得

EV (t)6EV (tk)+
w t

tk
αEV (s)ds6eα(t−tk)EV (tk),

t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, 2, · · · .

通过式(9)有EV (tk) 6 µEV (t−k ),结合上式进行迭代
运算可以得到

EV (t) 6 µN(t,t0)EV (t0)e
α(t−t0), t > t0.

由定义2结合式(6)–(7)得

EV (t) 6
µN0+

t−t0
τ∗ EV (t0)e

α(t−t0) 6
µN0EV (t0)e

(α+ lnµ
τ∗ )(t−t0) 6

µN0(λ1+τλmax(Q))E[ sup
θ∈[−τ,0]

|x(θ)|2]×

e(α+
lnµ
τ∗ )(T−t0) 6

µN0(λ1 + τλmax(Q))c1e
(α+ lnµ

τ∗ )(T−t0) 6
λ2c2, t0 6 t 6 T.

因为λ2|x(t)|2 6 V (t),所以通过上式可得

E{|x(t)|2} < c2, t0 6 t 6 T.

所以由式(2)知系统(1)关于(c1, c2, T )均方有限时间稳

定. 证毕.

注注注 1 当µ > 1时是反镇定型脉冲即脉冲不利于神经

网络的稳定性. 这时式(6)等价于

τ∗ >
(T−t0) lnµ

U
>0,

其中:

U=ln (c2λ2)−ln [c1(λ1+τλmax(Q))]−N0 lnµ−α(T−t0).

由此可以看出要求平均脉冲区间不能太小即脉冲不能发生太

频繁;同时要求

α(T−t0) < ln (c2λ2)−ln [c1(λ1+τλmax(Q))]−N0 lnµ,

即需要神经网络连续部分不能增长太快. 当µ = 1时是中立

型脉冲即脉冲对神经网络的稳定性无影响,此时的神经网络
相当于无脉冲作用的连续系统.而

α(T − t0) < ln (c2λ2)− ln [c1(λ1 + τλmax(Q))],

即需要神经网络连续部分不能增长太快.

如果系统(1)中的D = 0, E = 0即没有随机噪声

干扰的因素,则有
dx(t) = [−Ax(t) +Bf(x(t))+

Cg(x(t− τ(t)))]dt, t ̸= tk, t > t0,

x(tk) = Fx(t−k ), k ∈ N,
xt0 = ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0).

(12)

推推推论论论 1 假设脉冲序列满足式(3),给定正数T, c1
和c2(c1 < c2). 若存在常数λ1, λ2, α ∈ R, µ > 1满足
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α+
1

τ ∗ ln(µ) > 0和矩阵P > 0, Q > 0,

Di = diag{di1, di2, · · · , din} > 0, i = 0, 1,

使得
φ11 0 PB +D0K2 PC

∗ φ22 0 D1L2

∗ ∗ −D0 0

∗ ∗ ∗ −D1

 6 0,

FTPF − µP 6 0,

(T − t0)(α+
1

τ ∗ lnµ) <

ln (c2λ2)− ln [c1(λ1 + τλmax(Q))]−N0 lnµ,

λ2I < P < λ1I,

其中:

φ11 = Q−PA−ATP−D0K1−αP,

φ22 =−(1−h)Q−D1L1,

则系统(12)关于(c1, c2, T )均方有限时间稳定.

注注注 2 与文献[15]相比分别讨论了带有时滞的脉冲神

经网络的有限时间稳定和全局指数稳定. 有限时间稳定和经

典的Lyapunov稳定是两个独立的概念,不能相互推导. 一个

Lyapunov稳定的系统,如果它的瞬时效应超过了规定的界限

就不是有限时间稳定的,反之如果不知道超过指定时间间隔

的系统状态,则有限时间稳定的系统在Lyapunov意义下可能

是不稳定的. 这里因为条件α+
1

τ∗
ln(µ) > 0以及证明过程

可以看出系统(1)是有限时间稳定的但不是Lyapunov指数稳

定的.

情情情形形形 2 µ < 1.

定定定理理理 2 假设脉冲序列满足式(3),给定正数T, c1
和c2(c1 < c2). 若存在常数λ1, λ2, α ∈ R, µ<1和ρ满

足α+
1

τ ∗ ln(µ+ ρτ) > 0和矩阵P > 0, Q > 0,

Di = diag{di1, di2, · · · , din} > 0, i = 0, 1,

使得
φ11 DTPE PB +D0K2 PC

∗ φ22 0 D1L2

∗ ∗ −D0 0

∗ ∗ ∗ −D1

 6 0, (13)

FTPF − µP 6 0, (14)

(T − t0)(α+
1

τ ∗ ln(µ+ ρτ)) <

ln (c2λ2)− ln [c1(λ1 + τλmax(Q))]−

N0| ln(µ+ρτ)|, (15)

λ2I < P < λ1I, (16)

Q− ρP 6 0, (17)

其中:

φ11 = Q−PA−ATP +DTPD−D0K1−αP,

φ22 = ETPE−(1−h)Q−D1L1,

则系统(1)关于(c1, c2, T )均方有限时间稳定.

证证证 由定理1知当t = tk时,结合系统(1)的第2个
等式和式(14)及式(17),有

V (tk) =

xT(tk)Px(tk) +
w tk

tk−τ(tk)
xT(s)Qx(s)ds =

xT(t−k )F
TPFx(t−k ) +

w t−k

t−k −τ(t−k )
xT(s)Qx(s)ds 6

µxT(t−k )Px(t−k ) + ρ
w t−k

t−k −τ(t−k )
xT(s)Px(s)ds 6

(µ+ ρτ) sup
θ∈[−τ,0]

xT(t−k + θ)Px(t−k + θ), (18)

EV (t) 6 eα(t−tk)EV (tk), (19)

其中: t ∈ [tk, tk+1), k=0, 1, 2, · · · .将式(18)代入式
(19),并假设

EV (t)6 eα(t−tk)(µ+ ρτ)×
E[ sup

θ∈[−τ,0]

xT(t−k + θ)Px(t−k + θ)] 6

(µ+ ρτ)N(t,t0)EV (t0)e
α(t−t0), t > t0.

(20)

下面证明这个假设成立: 当t∈ [t0, t1), N(t, t0)=

0时,由式(19)可得成立. 当t∈ [t1, t2), N(t, t0)=1时,
有

EV (t) 6 eα(t−t1)EV (t1) 6
eα(t−t1)(µ+ρτ)E[ sup

θ∈[−τ,0]

xT(t−k +θ)Px(t−k +θ)]6

eα(t−t1)(µ+ ρτ)eα(t1−t0)EV (t0) =

(µ+ ρτ)eα(t−t0)EV (t0).

当t ∈ [t2, t3), N(t, t0) = 2时,有

EV (t) 6
eα(t−t2)(µ+ρτ)E[ sup

θ∈[−τ,0]

xT(t−k + θ)Px(t−k +θ)]6

eα(t−t2)(µ+ρτ)eα(t2−t1)(µ+ρτ)eα(t1−t0)EV (t0)=

(µ+ ρτ)2eα(t−t0)EV (t0).

则用归纳法可知式(20)成立. 再由式(3)和式(15)及式
(16)可知

EV (t) 6
(µ+ ρτ)N(t,t0)eα(t−t0)EV (t0) 6

(µ+ ρτ)
t−t0
τ∗ max{(µ+ ρτ)N0 ,

1

(µ+ ρτ)N0
} ×

eα(t−t0)EV (t0) 6
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max{(µ+ ρτ)N0 ,
1

(µ+ ρτ)N0
} ×

EV (t0)e
(α+ 1

τ∗ ln(µ+ρτ))(t−t0) 6

max{(µ+ρτ)N0 ,
1

(µ+ρτ)N0
}(λ1+τλmax(Q))×

E[ sup
θ∈[−τ,0]

|x(θ)|2]e(α+ 1
τ∗ ln(µ+ρτ))(T−t0) 6

max{(µ+ ρτ)N0 ,
1

(µ+ ρτ)N0
} ×

(λ1 + τλmax(Q))c1e
(α+ 1

τ∗ ln(µ+ρτ))(T−t0) 6
λ2c2, t0 6 t 6 T.

通过上式可得

E{|x(t)|2} < c2, t0 6 t 6 T,

所以由式(2)知系统(1)关于(c1, c2, T )均方有限时间稳

定. 证毕.

注注注 3 与定理1相比定理2在处理V (tk)时有所不同,所
以对应的式(6)和式(15)不同.当µ < 1时,若µ+ ρτ < 1则式

(15)等价于

ln (c2λ2)− ln [c1(λ1 + τλmax(Q))] +

N0 ln(µ+ ρτ)− α(T − t0) > 0, (21)

或

ln (c2λ2)− ln [c1(λ1 + τλmax(Q))] +

N0 ln(µ+ ρτ)− α(T − t0) < 0, (22)

τ∗ <
(T−t0) ln(µ+ρτ)

J
, (23)

其中:

J = ln (c2λ2)−ln [c1(λ1+τλmax(Q))]+

N0 ln(µ+ρτ)−α(T − t0).

由式(21)可以看出神经网络连续部分不能增长太快. 而式(22)

与之相反,因为此时的脉冲是镇定型脉冲即脉冲有利于神经

网络的稳定,从而需要平均脉冲区间足够小即式(23).

推推推论论论 2 假设脉冲序列满足式(3),给定正数T, c1
和c2(c1<c2). 若存在常数λ1, λ2, α ∈ R, µ<1和ρ满

足α+
1

τ ∗ ln(µ+ ρτ) > 0和矩阵P > 0, Q > 0,

Di = diag{di1, di2, · · · , din} > 0, i = 0, 1,

使得 
φ11 0 PB +D0K2 PC

∗ φ22 0 D1L2

∗ ∗ −D0 0

∗ ∗ ∗ −D1

 6 0,

FTPF − µP 6 0,

(T − t0)(α+
1

τ ∗ ln(µ+ ρτ)) <

ln (c2λ2)−ln [c1(λ1+τλmax(Q))]−

N0| ln(µ+ρτ)|,
λ2I < P < λ1I, Q− ρP 6 0,

其中:

φ11 = Q− PA−ATP −D0K1 − αP,

φ22 = −(1− h)Q−D1L1,

则系统(1)关于(c1, c2, T )均方有限时间稳定.

注注注 4 与文献[12]相比本文不仅仅讨论了µ > 1的情

况,还讨论了µ < 1的情况,同时这里的系统的扩散项是线性

的形式.

注注注 5 与文献[7]相比都考虑了3种类型的脉冲,但是文

献[7]针对的是线性系统,并且本文增加了时滞对系统稳定性

的影响,更具有一定的现实意义.另一方面在选取V函数的时

候也有所不同,本文利用了Lyapunov泛函,而文献[7]用的是

Lyapunov函数.

4 数数数值值值例例例子子子

考虑系统(1),其中:

A =

[
0.1 0

0 0.1

]
, B =

[
0.2 − 0.1

−0.5 0.3

]
,

C =

[
−0.5 − 0.1

−0.2 − 0.5

]
, D =

[
0.1 0.1

0.2 0.3

]
,

E =

[
0.2 0.2

0.3 0.1

]
, F =

[
0.9 0

0 0.9

]
,

f(s)=g(s)=(tanh s, tanh s)T, τ(t) = 0.2.

通过简单计算可知

K1 = L1 = 0, K2 = L2 = diag{0.5, 0.5},
τ = 0.2, h = 0.

令α=2, µ=0.83, c1=0.1, c2=10, T =2, N0=3,利
用MATLAB工具箱求解可得满足线性矩阵不等式
(13)–(17)的可行解

P =

[
3.7831 0.0118

0.0118 3.1723

]
, Q=

[
3.2880 0.4411

0.4411 2.0256

]
,

D0 = diag{3.3089, 3.3089},

D1 = diag{3.4162, 3.4162},

λ1 = 3.7834, λ2 = 3.1721, λmax(Q) = 3.4269,

ρ = 0.9233, τ ∗ > 0.1330.

本文设τ ∗ = 0.14 > 0.1330,由定理2知系统(1)关
于(0.1,10,2)均方有限时间稳定. 当ε=0.1 < τ ∗时,构
建脉冲序列为{ε, 2ε, · · · , (N0 − 1)ε,N0τ

∗, N0τ
∗ +

ε,N0τ
∗ +2ε, · · · , N0τ

∗ +(N0 − 1)ε, 2N0τ
∗, · · · }如

图1所示;初始值为x0(s)=(0.6,−0.2)T, s∈ [−0.5, 0]

的2000个状态样本路径对应的均方轨迹如图2所示.
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图 1 脉冲序列N0 = 3, τ∗ = 0.14

Fig. 1 Impulse sequence with N0 = 3, τ∗ = 0.14

图 2 系统(1)的均方轨迹

Fig. 2 The mean square state trajectory of the system (1)

5 结结结论论论

本文研究了具有时滞的随机脉冲神经网络的有限

时间稳定性问题.利用平均脉冲区间条件,随机分析
技巧和Lyapunov泛函结合LMIs工具,对反镇定型、中
立型和镇定型3种类型的脉冲分别给出系统有限时间
均方稳定的充分条件.最后通过一个数值例子验证了
理论结果的有效性.
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