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摘要: 针对一类输入受限的非线性离散时间系统, 设计二阶段自适应控制器. 根据先验知识, 确定参数空间, 在q

个未知参数组成的参数空间的边界处建立q+1个自适应模型, 将q+1个模型根据自适应系数组合为虚拟模型. 基于

虚拟模型, 通过backstepping方法, 设计控制器, 采用高斯误差函数近似非对称饱和特性并给出了收敛性证明, 得到

系统的信号为半全局一致最终有界. 最后进行数值仿真, 相比于传统自适应控制, 该模型能够更快地逼近真实参数,
在执行器非对称饱和特性下能够加快系统的响应速度, 减小暂态误差, 最终的稳态误差收敛于一个较小的紧集, 并
且对船舶航向控制系统进行了仿真, 取得了良好的控制效果.
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Abstract: A second level adaptive controller is designed for a class of nonlinear discrete-time systems subject to input
asymmetric saturation. Gauss error function is used to approximate the asymmetric saturation characteristics of actuators.
According to the prior knowledge, the parameter space is determined, q+1 adaptive models are built at the boundary of the
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into a virtual model. Based on the virtual model, the controller is designed by backstepping method, and the stability proof
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and ultimately bounded. Finally, numerical simulation is carried out. Compared with the traditional adaptive control, the
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of the system can be accelerated, the transient error can be reduced, and the final steady-state error converges to a smaller
compact set. The ship course control system is simulated and achieved good control effect.
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1 引引引言言言

实际系统存在着非线性特性, 其中输入饱和特性

是常见的一类非线性特征. 在航天器对接控制[1]、遥

控系统[2–3]、导弹目标拦截系统[4]中都有所涉及. 非对

称饱和特性如果不加处理, 则系统的暂态性能会很

差, 甚至导致系统的不稳定[5–6]. 例如, 硬盘驱动的

磁头移动太快会损坏硬盘, 因而受到饱和特性的

约束, Venkataramanan提出离散复合反馈非线性控

制(discrete-time composite nonlinear feedback control,
DCNF), 通过线性部分加快响应速度, 非线性部分减

小线性部分引起的超调完善了对硬盘读写的控制[7].
J. M. G等人在幅值饱和的基础上增加了其一阶导数

饱和特性[8]. 之后, 多种针对线性系统的控制策略被

提出, Tingshu等人通过计算系统吸引域的方法[9], 广
义扇区法与线性矩阵不等式技术[10]对系统进行了分

析与设计. Castelan等人使用动态输出反馈补偿器对

线性时变离散系统进行了控制分析[11]. 但在实际生产

中, 绝大多数系统本身带有复杂的非线性特征, 随后,
非线性系统带有输入饱和的情况也做了分析[12], 证明

了相关算法与系统的稳定性[13–16]. 纯反馈时滞系

统[17]、未知控制方向的系统[18]、分数阶系统[19]、

抗干扰复合系统[20]以及不确定系统[21]都讨论了

各自存在输入饱和情况下的控制器设计, 诸如

backstepping控制[22–23]、神经网络控制[24–26]、滑模控

制[27–28]、自适应控制[29]、动态面控制[30]等在处理输

入饱和特性上有着很好的效果. 为了改善输入饱和特

性系统的暂态性能, Y. He等人设计了复合非线性反馈

控制[31]. 施加的控制信号都是基于系统模型所给出

的, 模型的精确性直接关系到施加的控制信号是否合

适. 在初期, 神经网络与模糊系统对系统的辨识效果

较差, 暂态性能难以达到要求, 甚至可能带来系统的

不稳定. 相比于传统自适应控制, 多模型二阶段自适

应能够更快地逼近系统的真实参数[32–33], 能够有效地

改善系统的暂态性能.

基于改善暂态性能的目的, 本文在传统自适应控

制器上引入了多模型二阶段自适应机制, 根据先验知

识确定参数空间的范围, 在边界处建立若干个模型,
通过backstepping, 逐步稳定系统并设计控制器, 并给

出了稳定性证明. 相比于传统自适应控制器, 通过增

加鲁棒项, 能够减小所需控制信号的幅值、超调与振

荡. 所设计的控制器能够保证系统中的信号半全局最

终一致有界, 跟踪误差收敛于一个较小的紧集内, 最
后进行数值仿真与应用研究, 验证了本文所提出的控

制器的有效性、优越性与实用性.

2 系系系统统统描描描述述述

考虑如下单输入单输出的执行器非对称饱和的非

线性离散时间系统:



x1(k+1) = θ1(k)f1(x1(k)) + g1(x1(k))x2(k),

...

xi(k+1) = θi(k)fi(xi(k)) + gi(xi(k))xi+1(k),

...

xn(k+1) = θn(k)fn(xn(k))+

gn(xn(k))u(v(k)),

y(k) = x1(k),

(1)

式中: xi(k) = [x1(k) x2(k) · · · xi(k)]
T表示系统的

状态; v(k), y(k)分别是控制输入信号与输出信号;
θifi, gi ∈ R(i = 1, 2, · · · , n)是系统中的非线性部分,
其中 gi, fi 为已知的非线性函数, θi 为未知参数;
u(v(k))为系统的输入量, 具有非对称饱和特性. 其主

要非对称饱和特性

u(v(k)) =


umax, v(k) > umax,

v(k), umax > v(k) > umin,

umin, v(k) 6 umin,

(2)

umax, umin为未知的饱和执行器的上下界. 为简化证

明计算, 根据文献[36], 该非对称饱和特性可由以下光

滑的函数来代替(如图1所示):

u(v(k)) = uM × erf(

√
π

2uM

v(k)), (3)

其中: erf(x)=
2√
π

w x

2
e−t2dt为高斯误差函数, uM =

umin+umax

2
+
umax−umin

2
× sgn(v(k))为一个与执

行器饱和上下界umin, umax相关的常数.

图 1 饱和特性函数

Fig. 1 Saturation function

定义函数

∆(v(k)) = u(k)− cv(k), (4)

其中: c是一个正常数, u(k)和v(k)是时间k的函数.
该函数仅用于稳定性证明, 其中c在控制器的设计中

并不需要知道其实际值. 系统(1)可改写为增量形式:
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∆x1(k)=θ1(k)f1(x1(k))+g1(x1(k))x2(k)−x1(k),

...

∆xi(k)=θi(k)fi(xi(k))+gi(xi(k))xi+1(k)−xi(k),

...

∆xn(k)=θn(k)fn(xn(k))− xn(k)+

gn(xn(k))(c(v(k)) + ∆(v(k))),

y(k) = x1(k),

(5)

∆xi(k)含义为系统单位采样时间内各状态的变化量,
i = 1, · · · , n.

系统需满足以下几个假设:

假假假设设设 1 参考信号连续且有界;

假假假设设设 2 控制增益gi(·)是已知的, 并且存在常数

ḡi > g
i
> 0使得 ḡi > |gi(·)| > g

i
, i = 1, · · · , n;

假假假设设设 3 存在常数∆̄, c̄, c−满足

∆(c) 6 ∆̄, c ∈ [c−, c̄];

假假假设设设 4 fi(·) ∈ Ri为已知的Lipschitz非线性函

数;

假假假设设设 5 系统的未知参数向量θ位于凸集合内.

值得注意的是, 假设2−3的上下界不要求已知, 假
设3为饱和函数一般性假设. 关于假设4, Lipschitz非
线性是非常常见的, 具有相当大的实用性. 假设5为二

阶段自适应的一般性假设.
本文的目的是针对一类形如1的非线性系统, 设计

控制器, 使其渐近跟踪已知的参考信号, 误差最终收

敛到0的小邻域内.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

3.1 一一一阶阶阶段段段参参参数数数辨辨辨识识识

针对系统(5)设计如下的自适应模型集:

∆xs1(k)=−λ(xs1(k)−x1(k))+

θ̂s1(k)f1(x1(k))+g1(x1(k))x2(k),

...

∆xsi(k)=−λ(xsi(k)−xi(k))+θ̂si(k)fi(xi(k))+

gi(xi(k))xi+1(k),

...

∆xsn(k)=−λ(xsn(k)−xn(k))+

θ̂sn(k)fn(xn(k))+gn(xn(k))u(v(k)),

ys(k) = xs1(k),

i = 1, 2, · · · , n−1; s = 1, 2, · · · , q+1,

(6)

xsi为辨识模型的状态变量, θ̂si为辨识模型的估计参

数, 定义参数辨识误差与状态辨识误差分别为 esi =

xsi − xi, θ̃si = θ̂si − θi, i = 1, 2, · · · , n, λ > 0为待

设计的常数, s = 1, 2, · · · , q+1为模型编号, q为未知

参数个数, N = q + 1个模型分布在由先验知识确定

的参数空间的边界处.

选取如下的候选李雅普诺夫函数:

Vse =
1

2
e2s1 + · · ·+ 1

2
e2sn +

1

2
θ̃Ts θ̃s, (7)

∆Vse(k) =
n∑

i=1

1

2
(e2si(k + 1)− e2si(k)) =

n∑
i=1

{1
2
(esi(k+1)+esi(k))(esi(k+1)−esi(k))}=

n∑
i=1

1

2
(−(λ+ 1)esi(k) + θ̃si(k)fi(k)) ·

(−(λ− 1)esi(k) + θ̃si(k)fi(k)) =
n∑

i=1

[
1

2
(λ2 − 1)e2si(k) +

1

2
θ̃si(k)fi(k) ·

(θ̃si(k)fi(k)−2λesi(k))]. (8)

令(θ̃si(k)fi(k)− 2λesi(k))为0, 得到适当的参数

更新率:

θ̂si(k) =

θ̂si(k − 1)−
Psi(k − 1)fi(k − 1)esi(k − 1)

µ+ fT
i (k − 1)Psi(k − 1)fi(k − 1)

, (9)

Psi(k) =

Psi(k − 1)

µ
·

(Im − Psi(k − 1)fi(k − 1)fT
i (k − 1)

µ+ fT
i (k − 1)Psi(k − 1)fi(k − 1)

),

(10)

µ为自适应系数, 一般取0.7左右. 选取0 < λ < 1可以

使式(8)小于0, 辨识误差和参数估计误差趋于0, 即

θ̃ → 0. (11)

3.2 二二二阶阶阶段段段参参参数数数辨辨辨识识识

在一阶段参数辨识中, 已对未知参数进行了初步

的辨识, 为进一步减少辨识误差, 对上一节得到的N

个模型进行凸组合.

引引引理理理 1(凸包的性质) 集合Ωm ∈ Rn, 令covΩm

为Ωm的凸包, 则covΩm中所有的点均可以用Ωm中

至多n+ 1个点的线性凸组合表示.

由引理1可知, 如果系统未知参数θpi在k = 0时刻

位于covΩm(0)中, 则存在一组系数αi满足

θpi =
N∑
j=1

αi,j θ̂i,j(0), (12)
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式中:
N∑
i=1

αi,j = 1, 且αi,j > 0, i = 1, 2, · · · , n; j =

1, 2, · · · , N .

在k = k0时, θpi ∈ covΩm, 即

θpi =
N∑
j=1

αi,j(k0)θ̂i,j(k0). (13)

由一阶段自适应律(9)有

θ̂i,j(k) =

θ̂i,j(k − 1)−
Pi(k − 1)fi(k − 1)ei,j(k)

µ+ fT
i (k − 1)Pi(k − 1)fi(k − 1)

. (14)

令θ̄i =
N∑
j=1

αi,j(k0 + 1)θ̂i,j(k0+1), 由式(14)有

θ̄i(k0) =
N∑
j=1

αi,j(k0)[θ̂i,j(k0)−

Pi(k0)fi(k0)ei,j(k0 + 1)

µ+ fT
i (k0)Pi(k0)fi(k0)

] =

θi−
N∑
j=1

{αi,j(k0)
Pi(k0)fi(k0)f

T
i (k0)θ̃i,j(k0)

µ+fT
i (k0)Pi(k0)fi(k0)

}.

(15)

由于
N∑
j=1

αi,j(k0) = 1与式(13), 有

N∑
j=1

αi,j(k0)
Pi(k0)fi(k0)f

T
i (k0)θ̃i,j(k0)

µ+ fT
i (k0)Pi(k0)fi(k0)

=

Pi(k0)fi(k0)f
T
i (k0)

µ+ fT
i (k0)Pi(k0)fi(k0)

·

N∑
j=1

αi,j(k0)[θ̂i,j(k0)− θp] = 0, (16)

则

θ̄i(k0) =
N∑
j=1

αi,j(k0)θ̂i,j(k0 + 1) = θpi, (17)

因此, 在任意 k > 0时刻, θpi 都位于 θi,j(k) 的凸包

covΩm(k)中, 即一定有

θpi =
N∑
j=1

αi,j(k)θi,j(k). (18)

系数αi,j更新的目的是使方程
N∑
j=1

αi,j(k)ei,j(k) = 0,

其可改写为

[ei,1(k) ei,2(k) · · · ei,N(k)]αi(k) =

Ei(k)αi(k) = 0, (19)

式中:

αi(k)= [αi,1(k) αi,2(k) · · · αi,N(k)]
T
,

Ei(k) = [ei,1(k) ei,2(k) · · · ei,N(k)].

注意到ai,N(k) = 1−
N−1∑
j=1

ai,j(k), 式(19)可改写

为

αi(k) =

[ai,1(k) ai,2(k) · · · ai,N−1(k) ai,N(k)]
T =

[āi(k) ai,N(k)]
T, (20)

PiEi(k)āi(k) = −ei,N(k), (21)

式中:

PiEi(k) =

[ei,1(k)− ei,N(k) ei,2(k)− ei,N(k) · · ·
ei,N−1(k)− ei,N(k)],

ᾱi(k) = [ai,1(k) ai,2(k) · · · ai,N−1(k)]
T.

建立系数模型

PiEi(k)ˆ̄αi(k)= −êi,N(k). (22)

系数αi(k)由如下自适应律进行更新:

ˆ̄αi(k + 1) =

ˆ̄αi(k)− PiE
T
i (k)êi,N(k)−

PiE
T
i (k)PiEi(k)ˆ̄αi(k), (23)

ai,N(k) = 1−
N−1∑
j=1

ai,j(k). (24)

由上述算法, 可以得到各个参数子集在k时刻的虚拟

模型参数

θ̂i(k) =
N∑
j=1

ai,j(k)θ̂i,j(k), i = 1, 2, · · · , n. (25)

选取如下的候选李雅普诺夫函数:

Vse =
1

2
e2s1 + · · ·+ 1

2
e2sn +

1

2
θ̃Ts θ̃s. (26)

由式(8)(18)−(19)可得, 凸组合后得到的李雅普诺夫

函数在参数更新律(9)−(10)(23)(25)下, 恒大于0, 变化

率小于0.

3.3 Backstepping控控控制制制

根据上一节的分析, 辨识得到了未知参数 θ

的估计值 θ̂, 根据该估计值, 结合Lyapunov定理与

backstepping方法设计控制器. 设计步骤如下:

步步步骤骤骤 1 令

w1(k) = yr(k), (27)

z1(k) = x1(k)− w1(k), (28)

对x1(k + 1)进行估计, 一步迭代后得到

ẑ1(k + 1) = x̂1(k + 1)− w1(k + 1). (29)

选择如下的虚拟控制律:

a1(k) =

1

g1(k)
{−k1

z1(k) + ẑ1(k + 1)

2
+
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[w1(k + 1)− w1(k)]− θ̂1(k)f1(k)−

tanh(
z1(k) + ẑ1(k + 1)

2χ
)
ξ̂1(k) + ξ̂1(k + 1)

2
},

(30)

其中: ξ̂1(k)是对ξ1(k)=(θ1−θ̂1(k))f1(·)−[w1(k+1)

− w1(k)]的估计, χ是一个正实数, 可取0.1 ∼ 0.5, Ξ
是一个正常数增益, 取5 ∼ 20.

选择候选李雅普诺夫函数为

Vz1(k) =
1

2
z21(k),

∆Vz1(k) =

1

2
(z21(k + 1)− z21(k)) =

1

2
(z1(k + 1) + z1(k))(z1(k + 1)− z1(k)) =

1

2
(z1(k+1)+z1(k))[(θ1(k)f1(k)+g1(k)x2(k))−

w1(k + 1) + w1(k)]. (31)

代入z2(k) = x2(k)− a1(k)与式(30), 式(31)改写为

∆Vz1(k) =

1

2
(z1(k + 1) + z1(k)) ·

(θ̃1(k)f1(k) + g1(k)z2(k))−
1

2
(ẑ1(k + 1) + z1(k) + z̃1(k + 1)) ·

[k1
ẑ1(k + 1) + z1(k)

2
+
ξ̂1(k) + ξ̂1(k + 1)

2
·

tanh(
ẑ1(k + 1) + z1(k)

2χ
)]. (32)

考虑到tanh函数的特性

0 6 |a| − a× tanh(
a

χ
) 6 0.2785χ, (33)

代入式(32), 得到

∆Vz1(k) 6
1

2
(z1(k + 1)+z1(k))(θ̃1(k)f1(k) + ḡ1(k)z2(k))−

k1(
ẑ1(k + 1) + z1(k)

4
)2 +

1

2
(ẑ1(k + 1) + z1(k)) ·

[
ξ̃1(k)+ξ̃1(k+1)

2
tanh(

ẑ1(k+1)+z1(k)

2χ
)]+

0.2785χξ1−
1

2
z̃1(k+1){k1

ẑ1(k+1)+z1(k)

2
+

ξ̃1(k) + ξ̃1(k + 1)

2
tanh(

ẑ1(k + 1) + z1(k)

2χ
)}.

(34)

选择以下候选李雅普诺夫函数:

V1(k) =

Vz1(k) +
1

2Ξ1

ξ̃21(k) 6

1

2
(z1(k+1)+z1(k))(θ̃1(k)f1(k)+ḡ1(k)z2(k))−

k1(
ẑ1(k + 1) + z1(k)

4
)2 +

1

2
(ẑ1(k + 1) +

z1(k))
ξ̃1(k)+ξ̃1(k+1)

2
tanh(

ẑ1(k+1)+z1(k)

2χ
)+

0.2785χξ1 +
1

2Ξ1

(ξ̃21(k + 1)− ξ̃21(k))−

1

2
z̃1(k + 1)(k1

ẑ1(k + 1) + z1(k)

2
+

ξ̂1(k) + ξ̂1(k + 1)

2
tanh(

ẑ1(k + 1) + z1(k)

2χ
)),

(35)

∆V1(k) 6
1

2
(z1(k+1)+z1(k))(θ̃1(k)f1(k)+g1(k)z2(k))−

k1(
ẑ1(k + 1) + z1(k)

2
)2 + 0.2785χξi −

1

2
z̃1(k + 1)[k1

ẑ1(k + 1) + z1(k)

2
+

ξ̂1(k) + ξ̂1(k + 1)

2
tanh(

ẑ1(k + 1) + z1(k)

2χ
)] +

ξ̂1(k) + ξ̂1(k + 1)

2
[
ξ̃1(k + 1)− ξ̃1(k)

Ξ1

+

tanh(
ẑ1(k + 1) + z1(k)

2χ
)
1

2
(ẑ1(k + 1) + z1(k))].

(36)

ξ̂1(k)的更新律如下:

ξ̂1(k + 1) =

ξ̂1(k) + Ξ1[
z1(k) + ẑ1(k + 1)

2
·

tanh(
z1(k) + ẑ1(k + 1)

2χ
)− δξ1 ξ̂1(k)], (37)

其中的δξ1是一个足够小的正常数, 可取0.1 ∼ 0.5, 目
的是增强对状态、参数估计时的误差的鲁棒性. 一步

迭代后的虚拟控制律为

a1(k + 1) =

1

ĝ1(k + 1)
[−k1

ẑ1(k + 1) + ẑ1(k + 2)

2
+

w1(k + 2)− w1(k + 1)− θ̂1(k + 1)f̂1(k + 1)−
ξ̂1(k + 1) + ξ̂1(k + 2)

2
·

tanh(
ẑ1(k + 1) + ẑ1(k + 2)

2χ
)], (38)
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ki(i=1, · · ·, n), k1为控制增益, 可取5∼20. 由Yang
不等式有

−δξ1
ξ̃1(k) + ξ̃1(k + 1)

2
ξ̂1(k) 6

−δξ1
2
[
ξ̃1(k) + ξ̃1(k + 1)

2
]2 +

δξ1ξ
2
1

2
. (39)

步步步骤骤骤 2 (2 6 i 6 n− 1) 令

wi(k) = ai−1(k), (40)

wi(k + 1) = ai−1(k + 1), (41)

zi(k) = xi(k)− wi(k), (42)

虚拟控制律为

ai(k) =

1

gi(k)
(−ki

zi(k) + ẑi(k + 1)

2
−

ĝi−1(k + 1)

1

zi−1(k) + ẑi−1(k + 1)

2
−

θ̂i(k)fi(k) +
wi(k + 1)− wi(k)

τi
−

ξ̂i(k) + ξ̂i(k + 1)

2
tanh(

zi(k) + ẑi(k + 1)

2χ
)),

(43)

τ是时间常数, 与时间步长相关, 一般取1.

选择候选李雅普诺夫函数:

Vzi(k) =
1

2
z2i (k),

∆Vzi(k) 6
1

2
(zi(k+1)+zi(k))[θ̃i(k)fi(k)+gi(k)zi+1(k)−

gi−1(k)
zi−1(k) + ẑi−1(k + 1)

2
]−

ki(
ẑi(k + 1) + zi(k)

2
)2+0.2785χξi +

ki
4
z̃i(k + 1)(ẑi(k + 1) + zi(k))−

1

4
[ĝi−1(k+1)(zi(k+1)+zi(k))(ẑi−1(k+1)+

zi−1(k))] +
1

2
[(zi(k + 1) + zi(k)− z̃i(k + 1)) ·

ξ̃i(k) + ξ̃i(k + 1)

2
tanh(

ẑi(k + 1) + zi(k)

2χ
)]. (44)

选取李雅普诺夫函数:

Vi(k) = Vzi(k) +
1

2Ξi

ξ̃2i (k),

∆Vi(k) 6
1

2
(zi(k+1)+zi(k))[θ̃i(k)fi(k)+gi(k)zi+1(k)−

gi−1(k)
zi−1(k) + ẑi−1(k + 1)

2
]
ξ̃i(k) + ξ̃i(k + 1)

2
·

{tanh( ẑi(k + 1) + zi(k)

2χ
) ·

(zi(k + 1) + zi(k))

2
+
ξ̃i(k + 1)− ξ̃i(k)

Ξi

}+

ki
4
z̃i(k + 1)[ẑi(k + 1) + zi(k)]−

1

4
ĝi−1(k+1)(zi(k+1)+zi(k))(ẑi−1(k+1)+

zi−1(k))−
1

2
z̃i(k + 1)[

ξ̂i(k) + ξ̂i(k + 1)

2
·

tanh(
ẑi(k + 1) + zi(k)

2χ
)] +

0.2785χξ − ki[
ẑi(k + 1) + zi(k)

2
]2, (45)

ξ̂i(k + 1) =

ξ̂i(k) + Ξi[
zi(k) + ẑi(k + 1)

2
·

tanh(
zi(k) + ẑi(k + 1)

2χ
)− δξi ξ̂i(k)], (46)

−δξi
ξ̃i(k)+ξ̃i(k + 1)

2
ξ̂i(k) 6

−δξi
2
(
ξ̃i(k)+ξ̃i(k + 1)

2
)2 +

δξiξ
2
i

2
. (47)

步步步骤骤骤 3 令

wn(k) = an−1(k), (48)

wn(k + 1) = an−1(k + 1), (49)

zn(k) = xn(k)− wn(k), (50)

选取控制律为

v(k) =

1

gn(k)
(−kn

zn(k) + zn(k + 1)

2
−

gn−1(k + 1)

gn(k)
[zn−1(k + 1) + zn−1(k)]−

ξ̂n(k) + ξ̂n(k + 1)

2
tanh(

zn(k) + zn(k + 1)

2χ
)−

θ̂n(k)fn(k) +
wn(k + 1)− wn(k)

τn
). (51)

候选李雅普诺夫函数:

Vn(k) =
1

2c
z2n(k) +

1

2Ξn

ξ̃2n,

∆Vn(k) 6
1

2
(zn(k + 1) + zn(k))[θ̃n(k)fn(k)−

gn−1(k + 1)

gn(k)

zn−1(k) + ẑn−1(k + 1)

2
] +

ξ̃n(k) + ξ̃n(k + 1)

2
[
ξ̃n(k + 1)− ξ̃n(k)

Ξn

+
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tanh(
ẑn(k + 1) + zn(k)

2χ
)
(zn(k + 1) + zn(k))

2
] +

0.2785χξi −
ĝn−1(k + 1)(zn(k + 1) + zn(k))

4
·

(ẑn−1(k + 1) + zn−1(k))−
1

2
z̃n(k + 1) ·

[
ξ̂n(k) + ξ̂n(k + 1)

2
tanh(

ẑn(k + 1) + zn(k)

2χ
)] +

kn
4
z̃n(k + 1)(ẑn(k + 1) + zn(k))−

kn(
ẑn(k + 1) + zn(k)

2
)2, (52)

ξ̂n(k + 1) =

ξ̂n(k) +Ξn[
zn(k) + zn(k + 1)

2
·

tanh(
zn(k) + zn(k + 1)

2χ
)− δξn ξ̂n(k)]− (53)

δξn
ξ̃n(k) + ξ̃n(k + 1)

2
ξ̃n(k) 6

−δξn
2
(
ξ̃n(k) + ξ̃n(k + 1)

2
)2 +

δξnξ
2
n

2
. (54)

选取总体李雅普诺夫函数:

V (k) =
n∑

j=1

Vj. (55)

代入式(36)−(39)(46)−(47)(52)−(54):

∆V (k) 6
n∑

i=1

[
1

2
(zi(k + 1) + zi(k))(θ̃i(k)fi(k))] +

n∑
i=1

0.2785χξi +
n∑

i=1

[−δξi
2
(
ξ̃i(k) + ξ̃i(k + 1)

2
)2 +

δξiξ
2
i

2
] +

n∑
i=1

ki
4
z̃i(k + 1)(ẑi(k + 1) + zi(k))−

n∑
i=1

1

2
z̃i(k + 1)[

ξ̂i(k) + ξ̂i(k + 1)

2
·

tanh(
ẑi(k + 1) + zi(k)

2χ
)]−

n∑
i=1

ki(
ẑi(k + 1) + zi(k)

2
)2, (56)

∆V (k) 6 −γV (k) + η, (57)

γ = min
i=1,··· ,n−1;
j=1,··· ,n


2ki
2ckn
δξjΞj

 , (58)

η ,
n∑

i=1

1

2
(zi(k) + zi(k))(θ̃i(k)fi(k)) +

n∑
i=1

ki
4
z̃i(k + 1)(ẑi(k + 1) + zi(k + 1))−

n∑
i=1

1

2
z̃i(k + 1)[

ξ̂i(k) + ξ̂i(k + 1)

2
·

tanh(
ẑi(k + 1) + zi(k)

2χ
)] +

n∑
i=1

δξiξ
2
i

2
+

n∑
i=1

0.2785χξi. (59)

由式(11)可知, 式(59)中的状态估计误差与参数辨识

误差趋于0. 式(59)可改写为

η ,
n∑

i=1

0.2785χξi +
n∑

i=1

δξiξ
2
i

2
. (60)

由Razumikhin引理和(57)−(58)(60)可知: 该闭环

系统中的信号均是半全局一致最终有界的.

4 仿仿仿真真真研研研究究究

4.1 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑如下的输入具有非对称饱和特性的非线性连

续时间系统[36]:
ẋ1 = θ1x1 cosx1 + (1 + 0.1x2

1)x2,

ẋ2 = θ2x1x
2
2 + (2 + cos(x1x2))u(v),

y = x1.

(61)

对其进行离散化采样, 得到如下的输入具有非对称饱

和特性的非线性离散时间系统:

x1(k + 1) =

x1(k) +Dt× [θ1(k)x1(k) cos(x1(k))+

(1 + 0.1x2
1(k))x2(k)],

x2(k + 1) =

x2(k) +Dt× {θ2(k)x1(k)x
2
2(k)+

[2 + cos(x1(k)x2(k))]u(v(k))},
y(k) = x1(k),

(62)

其中: umax = 40; umin = −45; Dt为系统采样时间;
θ = [θ1, θ2] = [2,−1], θi ∈ [−3, 3], i = 1, 2; 单控制

器模型初值选取为[3,−3]; MMSLA共建立3个模型,
初值分别为[3, 3], [−3, 2], [3,−3]. 不失公平性, 组合

系数初始值为[0.05, 0.05, 0.9], 虚拟模型的初始值接

近单控制器模型的初始值.
参考信号为

yr = 2(sin t+ sin(0.5t)). (63)

各控制器的设计参数选取如下:

Dt = 0.01 s, τ2 = Dt, k1 = 5Dt, k2 = 5Dt,

P (0) = 10, Ξ1 = Ξ2 = 10, χ = 0.5, µ = 0.7,

δξ1 = δξ2 = 0.2, ξ̂1(0) = 0, ξ̂2(0) = 0,

[x1(0) x2(0)]
T = [0.03 3]T.

针对未知参数p1, p2, 模型的初值分别为[3,−3,
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3], [3, 2,−3]. 实际对p1, p2的辨识模型数量分别为2,
3个, 如图2−3所示.

图 2 MMSLA控制器未知参数1辨识

Fig. 2 Parameter 1 identification

图 3 MMSLA控制器未知参数2辨识

Fig. 3 Parameter 2 identification

多模型与单个模型的差别仅在辨识上, 多模型一

阶段的参数辨识是各自独立的. 由文献[34–35]有: 单
步计算量为 4mn2 + 4m2n+ 2mn−m2 +m+ 2.
其中m, n为系统矩阵维度. 凸组合系数计算的矩阵维

度相比于系统矩阵要低一个维度, 其计算复杂度为

O(n2). 多模型单步整体计算量为O(N ∗ (4mn2 +

4m2n+ 2mn−m2 +m+ 2)+con
2), 其中co是凸组

合计算复杂度的常系数. 理论上MMSLA 单步计算量

小于单个模型的N+1倍. 考虑到MMSLA能更快地收

敛[32–33], 参数收敛后若系统是时不变的, 仅需要计算

控制信号即可. 针对系统(60), 计算复杂度的比较见

表1.

表 1 计算复杂度比较
Table 1 Computational complexity comparison

模型计算量N 收敛时间T /s T ×N /s

单模型 1 9.92 9.92
MMSLA 2 + 1 = 3 1.71 5.13

当m,n 6 3时, 针对较大范围不确定参数,
MMSLA计算效率优于单个模型. 当系统更为复杂、

未知参数范围越大时, 多模型占用的计算资源会越多.
但是单个模型的收敛时间T也会快速增长, 同时, 还需

忍受长时间的较差的暂态响应以及控制信号不匹配

下可能出现的不稳定情况. 长远来看, 多个模型是值

得的.

从图4−5中, 可以看出, MMSLA控制下的系统对

于跟踪所给定的信号具有较小的误差, 暂态性能也更

好. 控制信号的饱和特性如图6−7所示. 图8显示, 误
差是有界的, 并最终收敛到一个充分小的紧集. 图
2−3、图9−10显示了未知参数的辨识, 因MMSLA对

未知参数的辨识收敛更快. 施加的控制信号更加合适,
能够使得系统输出更快更好地跟踪参考信号. 综上,
本文提出的控制策略能够产生一个有界的控制信号,
满足非对称饱和特性, 跟踪所给定的参考信号并有着

相比于传统控制器更为优良的性能.

图 4 单控制器系统输出

Fig. 4 Output of single controller

图 5 MMSLA控制器系统输出

Fig. 5 Output of MMSLA controller

图 6 单控制器系统输入

Fig. 6 Input of single controller
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图 7 MMSLA控制器系统输入

Fig. 7 Input of MMSLA controller

图 8 系统误差对比

Fig. 8 Error in output comparison

图 9 单控制器未知参数1辨识

Fig. 9 Parameter 1 identification

图 10 单控制器未知参数2辨识

Fig. 10 Parameter 2 identification

4.2 船船船舶舶舶仿仿仿真真真研研研究究究

为了验证本文所提自适应控制器的实用性, 在船

舶航向控制系统中进行仿真研究应用. 船舶运动的几

何学在坐标系(X0, Y0)中定义, 而船舶本身的运动在

与船舶固定的相对坐标系(x, y)中描述. 船舶的运动

如图11所示.

图 11 船舶运动坐标系

Fig. 11 Ship motion coordinate system

系统中, 被控参数为航向ψ(t), 控制参数为舵角

δ(t). 从牛顿动力学定律出发, 推导了描述船舶动力特

性的方程. 假设大型排水船(如油轮)的横向运动可以

忽略. 船舶的动力学特性的数学模型采用了Astrom
与Wittenmark(1989)给出的游轮的模型, 为非线性三

阶微分方程[37].
...
Ψ(t) + (

1

T1

+
1

T2

)Ψ̈(t) +
1

T1T2

H(Ψ̇(t)) =

K

T1T2

(T3δ̇(t) + δ(t)), (64)

H(Ψ̇(t)) = αΨ̇ 3(t)+βΨ̇(t), (65)

其中: K = K0(
u

L
); Ti = Ti0(

L

u
), i = 1, 2, 3, u是船

舶纵向速度(m/s), L是船舶的长度(m); α = β = 1.
船舶在u = 5m/s, L = 350m下测得的模型参数为:

游轮空载时:

K0=5.88, T10=−16.91, T20=0.45, T30=1.43;

(66)

游轮满载时:

K0=0.83, T10=−2.88, T20=0.38, T30 = 1.07.

(67)

对于大多数船舶来说, 航向角和其速度变化都需

保持在一定范围内. 对于这一假设, 转向机的动态特

性由式(68)给出:

δ̇(t) =
KR

TR

δz(t)−
1

TR

δ(t), (68)

式中: TR = 156 s, KR = 96◦.

模型(64)可被改写为

T Ψ̈(t) +HN(Ψ̇(t))= Kδ(t), (69)

其中: T =T0(
L

u
), T0 = T10 + T20 − T30.
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转化为状态方程:

ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = − 1

T
HN(x2(t))+x3(t),

ẋ3(t) = − 1

TR

x3(t) +
KR

TR

u(t).

(70)

将其进行离散化, 得到

x1(k + 1) = x1(k) + ∆Tx2(k),

x2(k + 1) =

x2(k) + ∆T [− 1

T
HN(x2(k)) + x3(k)],

x3(k + 1) =

x3(k) + ∆T [− 1

TR

x3(k) +
KR

TR

u(k)],

(71)

∆T为采样时间, T, TR, KR为未知参数.

在船舶满载的情况下, 得到的仿真结果如图

12−19所示. 由图13−15可知, MMSLA比单个自适应

模型能更快地收敛. 对比图12与图16, 本文的控制方

法所需的控制信号幅值相比于单个模型大大减小了,
单模型控制器至少需要35◦, 而MMSLA仅需要20◦.
由图12, 16, 19可知, 两种控制器在初期存在一定范围

的振荡, 但是MMSLA能更快的稳定下来, 暂态误差更

小.

图 12 单模型控制器系统控制信号

Fig. 12 Input of single model controller

图 13 MMSLA控制器未知参数1辨识

Fig. 13 Identification of unknown parameter 1

图 14 MMSLA控制器未知参数2辨识

Fig. 14 Identification of unknown parameter 2

图 15 MMSLA控制器未知参数3辨识

Fig. 15 Identification of unknown parameter 3

图 16 MMSLA控制器系统控制信号

Fig. 16 Input signal of MMSLA controller

图 17 单模型控制器系统输出

Fig. 17 Output of single model controller
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图 18 MMSLA控制器系统输出

Fig. 18 Output of MMSLA controller

图 19 跟踪误差对比

Fig. 19 Comparison of tracking error

5 结结结论论论

本文针对一类执行器非对称饱和的非线性离散时

间系统设计了多模型二阶段控制器. 首先根据状态误

差对参数进行第1次辨识, 在第2阶段, 基于辨识误差

依指数收敛的性质确定了凸组合系数, 将多个模型组

合为一个虚拟模型, 在保证李雅普诺夫稳定的前提下,
基于虚拟模型设计控制器, 并证明系统的信号为半全

局一致最终有界. 最后, 仿真研究表明, 本文设计的控

制器加快了参数的收敛, 多个模型信息充分利用, 改
善了系统的暂态性能.
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