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摘要:本文提出了一类高相对阶线性连续时间系统的间接迭代学习控制算法,该算法相对独立于系统局部控制
器,因此可以应用于已有局部反馈控制器的系统.采用具有极点配置的H∞鲁棒控制器作为系统的内环控制,而在
外环通过迭代学习控制调整内环系统的指令信号.通过引入拉氏变化,构建了迭代学习系统的2−D Roesser模型,推
导了系统渐近收敛条件,并研究了存在有界初始条件偏移和迭代变化外部干扰时算法的鲁棒性能.最后,利用空中
加油对接控制的算例进一步验证了算法的有效性.
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Abstract: In this paper, a kind of indirect-type iterative learning control is developed for high relative degree linear
continuous-time systems. The proposed indirect-type iterative learning control design is relatively independent of the sys-
tem local controller, thus it can be applied to the process which already has local feedback control. The H-infinity robust
controller with pole assignment is designed in the inner loop, while the iterative learning control updating law is implement-
ed to adjust the setpoint command of the closed-loop system in the outer loop. By introducing the Laplace transform, the two
dimensional Roesser system is established for the iterative learning system, and then the system monotonic convergence
condition is derived. Furthermore, the robustness performance of the iterative learning control algorithm is investigated
in the presence of bounded initial state shift and iteration-varying external disturbance. Finally, the effectiveness of the
proposed algorithm is illustrated by the simulation of aerial refueling docking control.
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1 引引引言言言

迭代学习控制(iterative learning control, ILC)能够
显著提高在有限时间内重复执行跟踪任务系统的控

制精度,受到控制领域学者们的广泛关注[1–5]. 从
Arimoto等人[6]开始,典型的ILC使用系统的历史数据
来调节当前控制输入,以获得迭代域上的跟踪误差收
敛性能[7–8]. 本质上,这种基于历史数据的控制方法对

于每一次控制过程来说,属于一类开环前馈控制.因
此,诸如鲁棒性、干扰抑制性等实时性能,并不是ILC
的主要目标, ILC更多关注跟踪误差沿迭代轴的收敛
性能,其学习之初的跟踪性能常常被忽略.然而,对于
安全性要求较高的系统,如在空的飞行器,系统必须
在稳定的局部控制器下运行,以满足安全性需要和规
定的飞行品质[9],实际中没有必要也不允许设计人员
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对已有的闭环系统进行更改.因此,使用ILC直接全权
接管飞行器的控制并不可行.
随着ILC在工程中逐渐应用,研究者越来越关注开

发具有反馈控制和学习控制综合性能的鲁棒ILC方
法,以同时确保在时域的控制性能和在迭代域的收敛
性能.根据综述文献[10]的分类,主要有两类ILC和传
统控制器的组合方法. 一类是直接型ILC[11–14],学习
控制直接用于决定系统的控制输入;另一类是间接
ILC,系统有基本的反馈控制器,学习控制用于更新优
化局部控制器的参数.

典型的间接ILC可以用于调节内环控制器的指令
信号,控制增益,权重以及其他相关的参数. 而对于指
令信号间接ILC来说,闭环系统可以完全保持已有的
控制性能而不作改变, ILC通过调节闭环系统的指令
信号来提高跟踪性能.这类控制方法主要好处在于
ILC与内环控制器之间保持级联结构,这极大方便了
ILC在实际应用的设计与加入. 指令信号间接ILC有
两个控制回路: 一是由传统的诸如PID、鲁棒控制器
组成的内环控制,二是外环用于调节内环系统指令信
号的ILC回路. 由于ILC本质上是沿着时间轴和迭代
轴的二维(two-dimensional, 2−D)系统, 2−D控制理
论常常被用于构建ILC的2−D系统形式,分析ILC的
动力学性能[12, 15–16]. 文献[17]将PI控制器与间接ILC
相组合,闭环系统被转化为2−D形式,并给出了闭环
系统鲁棒渐近稳定性的充分条件.文献[18]针对离散
线性系统,利用2−D系统理论,提出了基于鲁棒PID的
指令信号间接ILC.文献[19]进一步提出了内环反馈
控制参数与外环ILC学习算法的整体优化方法,确保
了整个控制系统的优化性能.
然而,现有间接ILC的研究普遍针对相对阶为1的

系统,如何对在实际中广泛存在的高相对阶系
统[16, 20–21],构建间接ILC的高阶2−D系统形式,目前
鲜见报道. 如何合理设计高相对阶系统间接ILC的局
部控制器和外环学习律,使系统兼具鲁棒控制性能和
学习单调收敛性能,具有较大难度.另外,当系统不满
足标准初始条件(identical initial condition, i.i.c.)并受
到迭代变化干扰因素影响时,如何分析间接ILC的鲁
棒性性能,还未有效解决.
本文针对多输入多输出线性高相对阶受扰系统进

行指令信号间接ILC研究.将对期望信号的跟踪转化
为内环指令信号跟踪和外环指令信号学习调节两个

部分. 对内环控制器,采用具有极点配置的状态反馈
鲁棒控制器,确保局部控制器对指令信号的跟踪性能
及对扰动信号的抑制性能. ILC用于迭代调节外环指
令信号,以使得系统输出逐渐逼近期望信号.通过引
入拉氏变换,建立了高相对阶闭环系统的2−D形式,
并利用线性矩阵不等式,分析了ILC的单调收敛充分
条件.最后,研究了在不满足标准初始条件和具有迭
代变化因素影响时控制器的收敛性能.利用空中加油

算例对提出的方法进行了验证.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑在有限时间区间[0, T ]内重复运行的多输入

多输出线性系统:
ẋi(t) = Axi(t) +Bui(t) +Gwi(t),

yi(t) = Cxi(t), 0 6 t 6 T,

xi(0) = x0, i = 0, 1, · · · ,
(1)

其中: t为时间, i为迭代次数; xi(t) ∈ Rn为系统状态,
ui(t) ∈ Rm为控制输入, yi(t)∈Rp为系统输出, wi(t)

∈ Rq为时变外部干扰,满足∥wi+1(t)− wi(t)∥ 6 σw

< ∞;系统矩阵A, B, C和G是适当维数且范数有界

的常矩阵; x0为系统初始状态. 系统(1)相对阶为r>1,
其定义如下[22]:

CAjB = 0, ∀0 6 j < r − 1,

CAr−1B ̸= 0且行满秩.
(2)

系统控制目标是确定控制律,使得系统输出yi(t)

在外部干扰下能够尽可能接近期望轨迹yr(t). 为了使
得闭环系统在时域具有鲁棒稳定性,同时能够在迭代
运行过程中不断学习系统中存在的不确定性,改善控
制效能,设计了如图1所示的间接ILC算法.

图 1 间接ILC算法结构图

Fig. 1 Structure of indirect type ILC

在间接ILC算法中,系统包含两个环路,即局部控
制器的内环和ILC的外环.系统内环由局部反馈控制
器进行控制,以使得系统输出yi(t)能够在抑制干扰

wi(t)的同时跟踪指令信号ys,i(t). 注意到ys,i(t)是

在yr(t)上叠加外环ILC的调整信号δys,i(t)所得,即
ys,i(t) = yr(t) + δys,i(t). 当内环局部控制器能够达
到控制需求,就没有必要使用ILC.此时,可以切断外
环的ILC控制回路,直接令ys,i(t) = yr(t)作为系统的
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指令信号.而当系统遭遇强烈的外部干扰和不确定性
时,其跟踪性能可能不能够满足实际应用需要,此时
就能将外环的间接ILC接入控制器,以进一步提高系
统跟踪精度. ILC的加入并不会影响局部控制器的闭
环性能,但可以改善其在进行重复运动时的跟踪性能.
这种加入方式十分适用于已有局部控制器的迭代运

行系统,如空中加油的飞行器控制[20].

在间接ILC算法中,定义两类跟踪误差: 指令信号

跟踪误差es,i(t) , ys,i(t)− yi(t)和实际输出跟踪误

差 ei(t) , yr(t)− yi(t). es,i(t)用于描述系统内环跟

踪指令信号时的误差,而ei(t)是系统跟踪期望信号的

误差,当切断外环ILC时,有es,i(t) = ei(t).

根据以上分析,本文提出的控制算法将分为两步
进行研究:内环的反馈控制器和外环的间接ILC算法.
为了便于设计间接ILC算法,给出以下引理.

引引引理理理 1 (有界实引理[23]) 给定系统[
ẋ(t)

z(t)

]
=

[
A B

C D

][
x(t)

w(t)

]
. (3)

下面两个表述等价: 1)系统矩阵A是稳定的并且

∥Tzw(s)∥∞ = ∥C(sI −A)−1B +D∥∞ < γ; 2)存在
矩阵P > 0满足ATP + PA ∗ ∗

BTP −γ2I ∗
C D −I

 < 0, (4)

其中Tzw(s)是系统中w到z的传递函数.

3 基基基于于于鲁鲁鲁棒棒棒H∞控控控制制制的的的内内内环环环控控控制制制器器器设设设计计计

对于系统(1)的内环局部控制器,其控制目标是使
系统的输出yi(t)跟踪指令信号ys,i(t),同时能够有效
抑制干扰wi(t). 实际上,任何能够提供期望性能的控
制方法,如最优控制、极点配置方法等,都能用以设计
局部控制器. 本文假设系统状态xi(t)能够被直接测

量,采用状态反馈鲁棒H∞控制器对内环进行控制.由
于局部控制器的设计并不受系统(1)迭代次数i的影响,
为了简化表述,在本节中将进行省略.

引入系统指令信号跟踪误差的积分信号η(t) =w t

0
es(τ)dτ作为状态变量,并定义增广状态xe(t) =

[xT(t) ηT(t)]
T,可以建立增广系统为{

ẋe(t) = Aexe(t) +Beu(t) +Hys(t) +Gew(t),

y(t) = Cexe(t),
(5)

其中:

Ae =

[
A 0

−C 0

]
, Be = [BT 0]T,

H = [0 I ]T, Ge = [GT 0]T, Ce = [C 0].

(6)

定义虚拟输出

v(t) = k0η(t) + es(t), (7)

其中k0 ∈ R是设定的适当的正常数. 通过在式(7)中
引入误差信号η(t),可以在内环局部控制器中对系统
的稳态跟踪误差进行抑制.

定义系统增广状态为

z(t) =

[
x(t)

v(t)

]
=

[
I 0

−C k0I

]
︸ ︷︷ ︸

F

xe(t) +Hys(t). (8)

内环局部控制器的状态反馈控制律设计如下:

u(t) = −Kz(t) = −[Kx Kp]z(t), (9)

其中K = [Kx Kp]是m× (n+ p)维的反馈增益矩阵.
将控制律(9)代入系统(5),可以得到闭环系统动力学

ẋe(t) = Acxe(t) +Bcys(t) +Gcw(t),

y(t) = Ccxe(t),
(10)

其中: Ac = Ae−BeKF, Bc = H−BeKH, Gc=Ge,

Cc = Ce. 令Ke = KF ,则闭环系统的稳定性由矩阵
Ac = Ae −BeKe确定.

为了跟踪指令信号ys(t),需要设计反馈增益矩阵
K以使得Ac是Hurwitz的. 同时为了使得控制系统鲁
棒稳定,这里采用H∞性能指标

∥es(t)∥2 < γfb∥w(t)∥2, (11)

其中γfb为鲁棒性能指标.

因此,控制任务可以转化为标准的H∞次优化控

制问题,并可以通过线性矩阵不等式 (linear matrix
inequality, LMI)方法来求解,以使得干扰的传递函数
范数最小化. 另外,为了获得期望的时间响应和闭环
阻尼,并避免控制器的过快反映,这里将闭环系统的
极点配置到指定区间. 控制结果总结于如下定理.

定定定理理理 1 对于受时变外部干扰的系统(1),应用反
馈控制律(9). 如果存在正定矩阵Q > 0、矩阵X、正

常数γfb, α1, α2, φ ∈ [0, π/2],使得下面的LMI成立:
ΦT

1 + Φ1 ∗ ∗
GT

c −I ∗
CcQ 0 −γ2

fbI

 < 0,

ΦT
1 + Φ1 + 2α1Q < 0 ,

ΦT
1 + Φ1 + 2α2Q > 0 ,[
sinϕ(ΦT

1 + Φ1) ∗
cosϕ(ΦT

1 − Φ1) sinϕ(ΦT
1 + Φ1 )

]
< 0.

(12)

闭环系统 (10)鲁棒稳定并满足H∞性能指标

γfb,同时系统的闭环极点λk, k ∈ Z+被配置到指

定的期望区间Ωλ = {λk| − α2 < Re(λk) < −α1,
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| arctan(Im(λk)/Re(λk))| < ϕ}. 其 中Φ1 = AeQ +

BeX . 则控制律(9)中的反馈增益为

[Kx Kp ] = −XQ−1F−1. (13)

证证证 详见文献[23]中定理2.2、定理3.1和推论2.3.

注注注 1 需要指出,求解LMI(12)时可首先获得增益Ke =

−XQ−1,使得闭环系统矩阵Ac = Ae −BeKe是Hurwitz的.

在Ke获得后,可以进一步求取反馈控制律参数K = KeF
−1,

得到式(13)所示形式. 因此,设计控制律时可令式(8)F中的

k0为正,确保F可逆即可.

4 间间间接接接型型型ILC设设设计计计与与与收收收敛敛敛性性性分分分析析析
在本节中,将ILC应用于闭环系统(10),通过迭代

调节指令信号ys,i(t)来减小跟踪误差ei(t). 首先,设计
了间接ILC算法,并建立了迭代系统的2−D Roesser模
型;然后,给出了学习系统单调收敛条件;最后讨论了
迭代变化因素及初始条件偏差对系统的影响.

4.1 间间间接接接ILC设设设计计计与与与2−D系系系统统统构构构建建建

设计更新指令信号δys,i(t)的间接ILC如下:

δys,i+1 (t) = δys,i(t) +
r∑

j=0

Lje
(j)
i (t), (14)

其中: δys,0(t) = 0, Lj为p×p维需要设计的增益矩阵,

e
(j)
i (t)为ei(t)的j阶导数.

注注注 2 由于系统具有高相对阶,同时为了使跟踪误差在

迭代轴上以L2范数形式单调收敛,在学习律(14)中需要使用

e(t)从0至r阶的微分信号,这种设计方法在文献[16, 24]中皆

有采用. 需要指出的是,由于系统相对阶为r,因此系统误差

e(t)的r以下阶次导数一般也具有实际物理含义,在实际执行

中并不难获取.

在下面分析中,假设跟踪误差及其导数满足标准
初始条件,即e

(j)
i (0) = 0, j = 0, 1, · · ·, r − 1,并且系

统(1)的外部干扰满足迭代不变的特性,即σw = 0,
Wi(s) = W (s). 在第4.3节中,将进一步对存在初始
状态偏差及迭代变化干扰时的影响进行讨论.

由于系统(1)具有高相对阶r,因此传统的2D系统
建立方法[25–26]不能直接适用. 为了便于推导学习系
统的2D形式,本文引入了拉普拉斯变换.对间接ILC
(14)进行拉氏变换,可得

δYs,i+1(s) = δys,i(s) + L(s)Ei(s), (15)

其中: δys,i(s) = L[δys,i(t)]; Ei(s)=L[ei(t)]; L[·]为

拉氏变换算子, L(s) =
r∑

j=0

Ljs
j; δYs,0(s) = 0.

根据闭环系统(10),系统第i次迭代时的输出为

Yi(s) = Tp(s)ys,i(s) + Tw(s)Wi(s) + T0(s)xi(0),

(16)
其中: Yi(s) = L[yi(t)], ys,i(s)=L[ys,i(t)], Wi(s)=

L[wi(t)], T0(s) = Cc(sI − Ac)
−1是系统零输入响

应传递函数; Tp(s) = Cc(sI −Ac)
−1Bc和Tw(s) =

Cc(sI −Ac)
−1Gc分别是闭环系统指令信号ys,i(s)和

外部干扰信号Wi(s)到系统输出Yi(s)的传递函数.

另外,从图1中的间接ILC的结构可以得知

ys,i(s) = Yr(s) + δys,i(s), (17)

其中Yr(s) = L[yr(t)]. 为简化表述,下文中的s将在不

引起歧义的情况下省略.

将相邻两次迭代过程中误差Ei与Ei+1相减,并代
入式(15)−(17),可得

Ei+1 − Ei = (Yr − Yi+1)− (Yr − Yi) =

−Tp(Ys,i+1−ys,i)−Tw(W−W )−T0(x0−x0)=

−Tp(δYs,i+1 − δys,i) = −TpLEi, (18)

进而可得

Ei+1 = (I − TpL)Ei =

(I − Cc(sI −Ac)
−1Bc

r∑
j=0

Ljs
j)Ei. (19)

因此,从Ei到Ei+1的传递函数为

Te(s) = I − Cc(sI −Ac)
−1Bc

r∑
j=0

Ljs
j. (20)

由于(sI −Ac)
−1(sI −Ac) = I ,展开后可得

s(sI −Ac)
−1 = I + (sI −Ac)

−1Ac,

s2(sI −Ac)
−1 = s(I + (sI −Ac)

−1Ac) =

sI +Ac + (sI −Ac)
−1A2

c ,

(21)

因此有

sj(sI −Ac)
−1 =

j−1∑
k=0

sj−1−kAk
c + (sI −Ac)

−1Aj
c.

(22)

根据式(22),可得

Te = I − Cc(sI −Ac)
−1Bc

r∑
j=0

Ljs
j =

I −
r∑

j=0

j−1∑
k=0

sj−1−kCcA
k
cBcLj −

Cc(sI −Ac)
−1

r∑
j=0

Aj
cBcLj. (23)

注意,式(23)中为了简化表述,令CcA
k
cBcLj = 0,

j = 0. 下面进一步考察CcA
k
cBc.

考虑式(6)中的Ae,有

Ak
e =

[
Ak 0

−CAk−1 0

]
, CcA

k
e = [CAk 0], (24)

因此有

CcA
k
eBe = CAkB. (25)

又因为Bc = H −BeKH = [−KT
p B

T I]T,可得
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CcA
k
eBc = −CAkBKp. (26)

注意Ac = Ae−BeKF ,结合式(25)和相对阶定义
(2)可得

CcA
j
c = CcA

j
e, j 6 r − 1. (27)

利用式(26)−(27)和相对阶定义(2),可以得到以下结
论:

CcA
j
cBc=CcA

j
eBc=−CAjBKp=0, j < r−1.

(28)

将式 (28)代入式 (23)中,经过推导,可以得到
r∑

j=0

j−1∑
k=0

sj−1−kCcA
k
cBcLj=CcA

r−1
c BcLr.因此,相邻

迭代次数的误差传递函数为

Te = Cc(sI −Ac)
−1

r∑
j=0

(−Aj
cBcLj) +

I − CcA
r−1
c BcLr. (29)

注意到,式(29)的Te可以认为是如下 2–D Roesser系
统的误差传递函数:[

ξ̇i(t)

ei+1(t)

]
=

Ac

r∑
j=0

(−Aj
cBcLj)

Cc I − CcA
r−1
c BcLr

[
ξi(t)

ei(t)

]
,

(30)
其中ξi(t) ∈ Rn+p为辅助变量,其具有与文献[16]相
似的形式:

ξi(t) =

−Ar
c

w t

0
· · ·

w τr−1

0
∆xe,i(τr)dτr · · · dτ1 −

r−1∑
j=0

j∑
k=0

Aj
cBcLk ·

w t

0
· · ·

w τj−k

0
ei(τj−k+1)dτj−k+1 · · · dτ1, (31)

其中∆xe,i(t) = xe,i+1(t)− xe,i(t).

4.2 收收收敛敛敛性性性分分分析析析

对于所有ILC算法来说,单调收敛是能够确保合理
瞬态响应的一种期望收敛形式. 为了获得这种收敛特
性,下面将采用文献[12]和文献[16]的思想来分析高
阶闭环系统(10)的单调收敛特性,结论总结如下.

定定定理理理 2 考虑相对阶为r > 1的闭环系统(10),在
标准初始条件及迭代不变外部干扰假设下,应用ILC
控制律(14). 如果存在正定矩阵Q > 0, 0 < γ < 1和

学习增益矩阵Lj(j = 0, 1, · · · , r),满足如下LMI:
QAT

c +AcQ ∗ ∗
r∑

j=0

−LT
j B

T
c A

jT
c −γ2I ∗

CcQ I − CcA
r−1
c BcLr −I

 < 0,

(32)
那么跟踪误差ei(t)将以L2范数形式沿着迭代轴i单调

收敛至0.

注注注 3 定理2给出了使误差ei(t)以L2范数形式单调收敛

的充分条件,在实际执行中,求解LMI(32),即可获取迭代

学习控制律的参数Lj . 另外,由下文证明中 ∥Ei+1(s)∥2 <

γ∥Ei(s)∥2可知,学习的收敛速度由参数γ决定. 因此,可以通

过求解以下γ的最小化问题来增加ILC的收敛速度.

min
Q>0,0<γ<1

γ, s.t.式(32). (33)

证证证 根据式(20)可知, Ei+1(s) = Te(s)Ei(s)且

∥Ei+1(s)∥2 =
∥Te(s)Ei(s)∥2 6 ∥Te(s)∥∞∥Ei(s)∥2, (34)

其中∥Te(s)∥∞为传递函数Te(s)的无穷范数. 注意时

域及拉氏域的L2范数皆为信号能量的度量,根据
∥Ei(s)∥2 = ∥ei(t)∥2[24],可以进一步得到

∥ei+1(t)∥2 6
∥Te(s)∥∞∥ei(t)∥2 6 ∥Te(s)∥i+1

∞ ∥e0(t)∥2. (35)

从 上 式 可 知 ,当 ∥Te(s)∥∞ < γ < 1 时,有

lim
i→∞

∥ei(t)∥2 = 0. 这意味着跟踪误差以L2范数形式

单调收敛. 通过应用有界实引理(引理1)至2−D系统
(30),可以得知∥Te(s)∥∞ < γ等价于LMI(32)成立. 因
此,当且仅当存在0 < γ < 1使得LMI (32)成立,有
∥Te(s)∥∞ < 1成立,则学习系统单调收敛. 证毕.

4.3 迭迭迭代代代变变变化化化因因因素素素下下下的的的鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析

上文考虑了标准初始条件和迭代不变因素下的

2−D系统构建和单调收敛性能,然而在系统具有初始
状态偏差和迭代变化因素时, 2−D系统(30)将无法获
得,定理2也不能直接成立. 下面,将分析提出的算法
在这些因素影响下的鲁棒性能.

考虑系统(1)和条件(14)的初始条件如下:

∥xi(0)− x0∥ 6 σ0, (36)

max
06j6r−1

∥e(j)i (0)∥ 6 σe, i = 0, 1, · · · , (37)

其中σ0与σe为有界常数.

此时,学习律(14)的拉氏变换为

δYs,i+1(s) =

δys,i(s) + L(s)Ei(s)−
r∑

j=1

j−1∑
k=0

Lje
(k)
i (0)sj−1−k.

(38)

根据式(16)和式(38),有

Ei+1 − Ei = −(Yi+1 − Yi) =

−Tp(Ys,i+1 − ys,i)− Tw(Wi+1 −Wi)−
T0(xi+1(0)− xi(0)) =

−Tp(δYs,i+1 − δys,i)− Tw∆Wi − T0∆xi(0) =

−TpLEi + Tp

r∑
j=1

j−1∑
k=0

Lje
(k)
i (0)sj−1−k −
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Tw∆Wi − T0∆xi(0), (39)

其中: ∆fi , fi+1 − fi, f可以表示W, x(0)等变量.

利用式(22)与式(28),可以进一步得到

Ei+1 =

TeEi − Tw∆Wi − T0∆xi(0) +

Cc(sI −Ac)
−1

r∑
j=1

j−1∑
k=0

Aj−1−k
c BcLje

(k)
i (0) =

TeEi − Tw∆Wi − T0Ei(0), (40)

其中: Ei(0) = ∆xi(0)+
r∑

j=1

j−1∑
k=0

Aj−1−k
c BcLje

(k)
i (0),

Te如式(23)所示.

相比式(23),误差方程(40)多了Tw∆W与T0Ei(0)

两项.因此,此时2−D系统无法建立,定理2无法成立.
然而,下面将表明,当定理2中LMI(32)成立,则ei(t)

将以L2范数收敛至有界区间.

定定定理理理 3 考虑系统(1),在初始偏差(36)−(37)与迭
代变化外部干扰0 < σw < ∞下,应用内环局部控制
器(9)与外环间接ILC(14),如果LMI(32)成立,则跟踪
误差ei(t)将以L2范数收敛至有界区间.

证证证 考虑式(40)的2范数

∥Ei+1∥2 =
∥TeEi + Tw∆Wi + T0Ei(0)∥2 6
∥Te∥∞∥Ei∥2+∥Tw∥∞∥∆Wi∥2+∥T0∥∞∥Ei(0)||2,

(41)

从局部控制器的控制目标(11)可知∥Tw∥∞<γfb. 由于
∥wi+1(t)− wi(t)∥ 6 σw,因此有

∥Tw∥∞∥∆Wi∥2 < γfbσw. (42)

因为∥Tw∥∞ = ∥T0∥∞∥Gc∥∞,有

∥T0∥∞ <
λfb

∥Gc∥∞
∆
= ε1. (43)

由系统(1)可知, ∥Gc∥∞有界,因此上式中ε1有界.

利用式(36)与式(37)初始条件,可以得到

∥Ei(0)∥2 =

∥∆xi(0) +
r∑

j=1

j−1∑
k=0

Aj−1−k
c BcLje

(k)
i (0)∥2 6

∥∆xi(0)∥2 + ∥
r∑

j=1

j−1∑
k=0

Aj−1−k
c BcLje

(k)
i (0)∥2 6

∥xi+1(0)− x(0)− (xi(0)− x(0))∥2 +

∥
r∑

j=1

j−1∑
k=0

Aj−1−k
c BcLj∥∞σe 6

2σ0 + ∥
r∑

j=1

j−1∑
k=0

Aj−1−k
c BcLj∥∞σe , ϵ2. (44)

由于∥
r∑

j=1

j−1∑
k=0

Aj−1−k
c BcLj∥∞有界, ε2有界. 定义

ε , γfbσw + ε1ε2,如果式(32)成立,则式(41)成为

∥Ei+1∥2 < γ∥Ei∥2 + ε <

γ2∥Ei−1∥2 + γε+ ε < · · · <

γi+1∥E0∥2 +
1− γi

1− γ
ε. (45)

由式(45)可知

lim
i→∞

∥ei(t)∥2 = lim
i→∞

∥Ei∥2 <
ε

1− γ
, (46)

因为ε有界, 0< γ <1,因此ε/(1−γ)有界. 所以, ei(t)
以L2范数收敛至有界区间. 证毕.
注注注 4 从定理3可知,提出的间接ILC算法在有界初始状

态偏差和迭代变化干扰下,仍然能够单调收敛至有界区间,表

现出较好的鲁棒性能.由于收敛界限ε/(1− γ) = (γfbσw +

ε1ε2)/(1−γ) = γfb(σw+ε2/∥Gc||∞)/(1−γ),可以减小式(11)

中的γfb和LMI(32)中的γ来减小跟踪误差收敛界限.

5 空空空中中中加加加油油油对对对接接接控控控制制制仿仿仿真真真分分分析析析

考虑BANTAM受油机空中加油对接控制任务[27].
加油机与受油机在h = 5000 ft高度以v = 500 ft/s的
速度按照编队等速等向定直平飞,两者保持相对静止.
在加油过程中,加油机保持速度不变,受油机在编队
飞行基础上进行机动,改变两者相对位置,从而完成
对接加油. 由于整个过程受油机是在系统平衡点附近
做适量位移变化,其运动满足小扰动线性化模型. 因
此,空中加油对接控制,可以转化为对受油机小扰动
线性模型的轨迹跟踪控制.
受油机模型中状态矩阵与输入矩阵详见文献[27],

本文选取系统输出为受油机在纵向、垂直、横向3个方
向上的位移量[l, h, y],并令受油机外界干扰输入矩阵
为

G = [0 0.1724 − 0.0029 0 − 0.4 0 0

− 0.0003 0.361 − 0.047 0]T.

在模拟受油机受到加油机后尾流干扰时,为了同时模
拟尾流中体现主要规律的迭代不变部分和随迭代次

数变化的扰动部分,给定干扰信号为

w(t) = (1− cos(0.4πt))(1 + 0.1rand),

rand为0− 1的随机函数. 考虑到每次加油开始时,受
油机在出发点处与加油机之间相对位置有一定变化,
这里假设受油机出发位置满足

yi(0) = yd(0) + rand · CB,

其中CB = 1m.
受油机刚开始与加油机编队飞行,处于加油机右

后方位置.为了到达加油对接点,需要进行一系列机
动,设定受油机期望机动轨迹如图2所示. 受油机从编
队位置出发,先向后下机动,然后横向移动,再前进到
达对接点,对接时间t = 34 s,因此,每次迭代时间区
间固定为[0, 34] s.
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图 2 期望三维轨迹
Fig. 2 The desired three dimensional trajectory

为了实现上述轨迹跟踪任务,仿真中首先采用文
中定理1描述的鲁棒控制方法,验证其作为系统的内
环控制器时的轨迹跟踪效果.在此基础上,为进一步
提高受油机轨迹跟踪精度,采用定理2和定理3描述的
迭代学习控制方法,不断改善系统应对外界干扰的能
力,提升其轨迹跟踪性能.
令式(7)中 k0 = 2,令定理 1中的α1 = 2, α2 = 5,

ϕ = π/4. 通过求解LMI(12),得到相应增益矩阵,应用
于系统得到轨迹跟踪效果如图3所示. 从图3可以看
到,在鲁棒控制器作用下,受油机能够较好的抑制外
部干扰影响,基本跟踪上期望轨迹. 在纵向x轴与竖

向z轴上,受油机受到的干扰影响较大,在横向上有较
好的跟踪性能.在对接点t = 34 s处,受油机离指定对
接点误差为e = 0.503m. 根据文献[28]中的捕获条件
e 6 0.4m可知,在对接位置受油机离期望对接点误差
大于对接捕获条件,第1次空中加油对接失败.

图 3 第1次对接过程期望轨迹与实际轨迹
Fig. 3 The desired trajectory and tracking trajectory at

the first iteration

为了提高轨迹跟踪效果,应用定理2和定理3,求解
LMI(32),同时使γ最小化,获得学习增益系数矩阵并
应用于中空中加油对接迭代学习过程,仿真结果如图
4−6所示. 图4给出了学习20次后的跟踪过程期望轨
迹与实际轨迹的对比图. 从图中可以看出,受油机很
好的克服了初始时刻偏差和迭代变化外部干扰带来

的影响,能够迅速跟踪上期望轨迹,并在整个轨迹实
现完全跟踪. 图5和图6给出了跟踪误差随迭代次数收

敛特性. 从图5可见, ∥e∥2随迭代次数增加收敛至有界
区间. 这说明系统在不满足i.i.c.或受到迭代变化因素
影响时,不能实现定理2描述的收敛至0的效果,但可
以实现定理3描述的收敛至有界区间的效果.而从
图6可见,对接点误差随着迭代次数增加迅速减小,获
得了较好的收敛效果.需要指出的是,虽然仿真进行
了20次学习,但受油机在第2次执行过程中,对接点的
跟踪误差e = 0.288m<0.4m,就已达到对接捕获条
件,成功实现对接. 此后,随着迭代次数增加,对接点
跟踪误差进一步减小.

图 4 第20次对接过程期望轨迹与实际轨迹
Fig. 4 The desired trajectory and tracking trajectory at

the 20th iteration

图 5 ∥e∥2随迭代次数收敛特性
Fig. 5 The convergence performance of ∥e∥2 versus iterations

图 6 对接点的跟踪误差随迭代次数收敛特性
Fig. 6 The convergence performance of docking point

tracking error versus iterations
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6 结结结论论论

本文提出了一种基于鲁棒控制与2−D理论的间
接ILC方法. 这种方法能够在已有控制器基础上设计
ILC,使系统同时保持原有局部控制器性能以及迭代
学习提升性能的优势. 用鲁棒控制器设计了局部控制
器,用拉普拉斯变换建立了学习系统2−D形式,进而
研究了闭环系统的学习收敛性问题,算法鲁棒性问题.
通过空中加油对接控制算例,验证了算法的有效性.
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